Exercices de maths sup

Fonctions usuelles

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminez I'ensemble de définition, puis étudiez la parité ou la
périodicité demandée.

1. f{:p} = 1nGi—i) : ensemble de définition et parité.
2. g(z) = —"%_‘Tg : ensemble de définition et parité.
T4—1
3. h{z) = cos(3x) + sin(2z) : montrezque h est 2 -périodique, mais que T n'est pas

une période de A .

k(r) = ﬁ + % - ensemble de définition, puis montrez que % est paire.

e

La figure ci-dessous représente la courbe de la fonction | .
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Sans étude de variations, déterminez I'ensemble de définition de chaque fonction, décrivez la
transformation géométrique qui permet d'obtenir sa courbe a partir de celle de ]n , puis tracez-la.

1. fi(®) =Inlz -2 +1.
2 Fol@) = In(~2).

3. £ = In(}).

4 fu@) =|ng,

5. fele) = lnje]

6. felii?:l = 111@1?:' : proposez deux transformations différentes qui conviennent.



Exercice 3 : Fonctions monotones et fonctions bornées

. Montrez que f:z — 14 z2 estbornéesur R.Déterminez son maximum et son minimum,

ainsi que les points ou ils sont atteints.

. Montrezque g:x — & -+ sin & est strictement croissante sur [ . Est-elle majorée ?

Soient % et W deux fonctions croissantes sur [F . Montrez que %t n'est pas nécessairement
croissante. Montrez ensuite que WU est croissantesi u et v sont de plus positives.

Montrez que la composée de deux fonctions décroissantes est croissante.

Exercice 4 : Calculs de dérivées

Justifiez la dérivabilité de chaque fonction sur I'ensemble indiqué, puis calculez sa dérivée sous forme
simplifiée.

=

filz) = z2e™% sur R.

folm) = ln(;t: + /52 —|—1) sur R.

fal®) = 1_?_3&"2 sur R.
f%l:;t?:l — -:1053{21?} sur .
f5{3?} = % sur |0, 4oof .

fglz) = eflN Tcos o osur R.

Exercice 5 : Dérivée d'une fonction réciproque
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Onconsidéere f:R = R, f(r) =z +e”.

=

. Montrez que [ est une bijectionde R sur [.On note g = f_l.
2. Justifiez que @ est dérivable sur R et exprimez g/(1) en fonctionde g{y).

3. Calculez g{1), g/(1), puis donnez I'équation de la tangente & la courbe de  § au point
d'abscisse 1. Calculez de méme g(1 +¢€} et g/(1 +¢).

1

4. Montrez que, pour tout réel %, g/(y) = v

5. En déduisant que § est deux fois dérivable, calculez g//({1).

Résolvez dans [R les équations suivantes, en précisant a chaque fois les conditions d'existence.

1.

gdT —3ef 4+ 2 =10.

N

Inz +Infz —1) =In6.

3. 9% — 371,

e

4% _g9r+l _g = 0.

5. T = (Jf]dr,pour > 0.

Exercice 7 : Limites par croissances comparées

Déterminez les limites suivantes en justifiant chaque étape.
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Exercice 8 : Les inégalités fondamentales et la somme harmonique

1. Démontrez que &% = 1 4 x pour tout réel T, puis que ln{l + :r:] < & pour tout
r>=-1.

2. En déduire que In{l + x) > 1_% pour tout x > —1.

3. Montrez que e¥ < ﬁ pourtout = <1.

n
1
4. Pour n > 1,onpose H, = E t.Montrezque Infn+1)< H, <1l4Inn.
k=1

5. En déduire la limite de  H,, et celle de Hp

Inm

Exercice 9 : Inégalités par étude de fonction

1. Montrez que, pourtout = = 0, £ — E—E < ln{l + :1;:] <z
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2. En déduire un encadrement de In{1,1) d'amplitude 0,005 .

. , 2 ,
3. Montrezque sinx < x pourtout = = 0, puisque cosx > 1— ‘% pour tout réel .

4. On pose gﬂ{x} — % sur ]D, %] . Etudiez les variations de %, puis démontrez I'inégalité de

Jordan: &ipx > 2% pour tout & € [D, %] :

Exercice 10 : Comparer e puissance mn et i puissance e

fa—

Onpose A(r) = &2 pour x>0,

1. Etudiez les variations de } etses limitesen [T eten —oo.
2. En déduire, sans calculatrice, lequel des deux nombres &T et 4r® estle plus grand.

3. Vérifiezque 9% — 42.Soilent 0 <a <b telsque gb = p* . Montrezque hla) = A(b),
puisque a < e < 5.

4. Montrezque @ = 2 estle seul entier naturel @ = 1 pour lequel il existe un entier b > a
avec gb — p% ,etque b = 4.

1. Calculez Arcsin(sin%), Arccos(cos(—%)) et Arctan(tan%).

2. Calculez Arcsin(sin 3) et Arccos(cos 4).

3. Simplifiez, pour % dans I'ensemble indiqué : cos{Arcsin z) sur [—1,1], tan(Arcsin z)
sur |-1,1[, cos{Arctan z) sur R.



2

14 x2

4. Montrez que sin(2 Arctan x) = pour tout réel .

1. En appliquant le théoreme de la dérivée réciproque, retrouvez les dérivées de Arccos sur ]—1, 1[
et de Arctan sur [.

2. Montrez que Arccos(—z) = 7 — Arccos x pourtout = € [—1,1].

3. Démontrez par dérivation que Arcsin x + Arccos £ = E—T sur [-1,1].

4. Soit +h(r) = Arctan = + Arctan% sur R*. Calculez 1, puis donnez 1(x) selon le
signede . Pourquoi 1t n'est-elle pas constante sur R¥ ?

Exercice 13 : Equations avec Arctan

1. Montrez que Arctan % + Ar-:ta,n% — T‘i_r

2. Montrezque Arctan 2 + Arctan 3 = 3?

3. Onpose S(r) = Arctan z + Arctan(2z). Montrez que I'équation S(z) = Z admet une

unique solution réelle, puis déterminez-la.

Exercice 14 : Etude de Arcsin(2xv(1 — x?))

On consideére f{a:) = Arcsin(ﬁ:t:\fl - $2)-
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1. Montrez que [ est définie sur [—1, 1] et qu'elle est impaire.

2. Pour = £ [—1J 1] ,onpose & = Arcsin x.Exprimez 94/]1—r2 enfonctionde 4.

3. En déduire une expression simple de  f{x) sur chacun des intervalles [_1! _@}, [—%1 g] et

44 |
2

/3

4. Calculez directement f’{:n} sur |—1,1[ privé de :I:EE et vérifiez la cohérence avec la

question précédente.

S

5. Tracez la courbe de f . Lafonction f est-elle dérivable en ?

Exercice 15 : Formulaire hyperbolique

1. Démontrez que ch2 r — sh? £ — 1 pour tout réel .

2. Démontrezque chie +b) = chachb+shashbet
shios +b) =shachb+chashb.

3. Endéduire sh(2x) et ch(2x), puis montrez que ch(2z) = 2ch?z —1.

4. Montrez que th(a + b) = %-

5. Calculez ch{ln 3), sh(ln3) et th(ln2).

6. Montrezque (ch = + sh a:}ﬂ = ch(nz) 4 shinz) pour tout entier naturel 7.

,puis ch & = %

E:
4

1. Résolvez sh = =



. Résolvez 3chr—-shxt =23.

. Montrez que sh est une bijectionde R sur R.Pour ¥ réel, résolvez sh £ = w eten déduire
I'expression de la réciproque Argsh % a l'aide d'un logarithme.

. Calculez la dérivée de Argsh de deux facons : a partir de son expression, puis par le théoreme de la
dérivée réciproque.

. Montrez que th est impaire, que th’' — 1 — th< et que th est strictement croissante sur R .
Calculez ses limites en  =ca .

. Montrezque th = < x pourtout = = 0.

. Montrez que th réalise une bijection de R sur ]—1,1[ et exprimez sa réciproque Argth a
I'aide d'un logarithme.

. Calculez Argthf{y} pour ¥ € |—1,1[. Quel lieny a-t-il avec la fonction f de la question 1
de l'exercice 17

Soit @ un réel. On pose f{t) = e':'ﬁ"'ﬁ.:'t pour t £ [. La figure ci-dessous représente, dans le plan
complexe, la courbe décrite par  f(t) pour t = O lorsque a = —0,15.
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. Calculez f’{t) de deux fagons : avec la formule (eﬁﬂ)ar = @IE‘P , puis en dérivant parties
réelle et imaginaire.

. En déduire une primitive de + — adfc-ng ¢ et une primitive de + — adfzin ¢ .

/
. . 3
. Calculez |f{t)}| et interprétez la forme de la courbe. Montrez que IO ot constant et

fle)

interprétez géométriquement.

. Onpose g(t) = et . Existetil ¢ € ]0,27[ telque g(2m) — g(0) = 27 ¢/(c)
Commentez.

. Calculez la dérivée de  § _y of + 22,



Exercice 19 : Etude compléte de x exp(1/x)

On considére f{;p) = T elﬁr.
1. Déterminez I'ensemble de définition de [, puis ses limitesen —co, —4oo, [ et pt.
2. Calculez f’r et dressez le tableau de variations de  f .

3. Enposant uw = 1/:1: , montrez que f{;p} — {;]_‘: + 1} = w . En déduire que la droite
y = x + 1 estasymptote a la courbeen oo .

4. Etudiez la position de la courbe par rapport & cette asymptote, puis tracez la courbe.

Exercice 20 : Angle de vue optimal

Un tableau est accroché a un mur vertical. Son bord inférieur est situé 1 m au-dessus de I'ceil d'un visiteur,
et son bord supérieur 4 m au-dessus. Le visiteur se place a une distance x = [J du mur, comme sur la
figure ci-dessous. On note 9{:1:} I'angle sous lequel il voit le tableau.
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mur

tableau

=il O

. Montrez que f(r) = Arctan % — Arctan % :
. Déterminez les limitesde & en Q1+ eten —oo.
. Etudiez les variations de @ sur ]0, +oof .

. A quelle distance le visiteur doit-il se placer pour voir le tableau sous I'angle maximal ? Montrez que

cet angle maximal vaut Arctan % .



On définit sur R les fonctions F(z) = Arctan(sh £), G(z) = 2 Arctan(e®) — 7 et
H(z) = Arcsin(th z).

=

. Justifiezque F', (F et H sont définies et dérivables sur [.

N

. Montrez que  F'(x) = G'(x) = H'(z) = 1

ch o’

3. Endéduireque F = G = H sur E.

4. Etudiez la fonction F' : parité, variations, limites. Montrez que F' est une bijection de [ sur
momw
]—2’ 2[-
5. Montrez que sin(F{z)) = th = et cos(F(z)) = L pour y € ]—E—T! %[,exprimez

ch o

F—1l(y) araidede tany et cosy,

a+1

On définit sur |0, +oo[ les fonctions F@) = (1 N }_r)ﬂ? et k(z) = (1 + %)

Partie A : deux inégalités.

1. Montrez que, pour tout % = O, H_iﬁ <In(l 4+u) <wu.

Partie B : étude de | .
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1. Onpose gizj) = In f(z). Calculez g/(z) et montrezque g¢/(x)> 0.

2. Déterminez les limitesde f en ([t eten —+oo.

Partie C : étude de } et encadrement de e.

1. Montrez que k est strictement décroissante sur |0, +0o[ et déterminez ses limitesen g+ et
en —+oo.

T
2. En déduire que, pour tout = >0, (1 + 51—,:) <e< (1 + }_r)$+1_

n
3. Montrez que, pour toutentier n =1, oo _ (1 + %) < %

4, Sachant que 1,11'3 = 2,59374 et l,l11 ~~ 2,85312, donnez un encadrement de =

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : fonctions usuelles, cours de maths sup

e A maitriser avant : Trigonométrie et fonctions circulaires



https://mathovore.fr/fonctions-usuelles-derivation-corrige-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/fonctions-usuelles-derivation-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/trigonometrie-cours-maths-sup

Chapitre précédent : Nombres complexes et exponentielle complexe

Chapitre suivant : Primitives et calcul intégral

Le méme théme en L1 : fonctions usuelles, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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