Exercices de maths en L1

Fonctions usuelles

Exercice 1 : Euations et inéquations avec In et exp

Résolvez dans [ les équations et inéquations suivantes, en précisant d'abord le domaine de validité.

=

In(z) + In{z — 2) = In(3).

2. edr_3eT 432 =10.

w

In(2z — 1) < In{z + 3).

4. 9% —3r—1,

Exercice 2 : Fonctions puissances et étude de x puissance x

1. Donnez le domaine de dérivabilité et la dérivée de 5 —y V2 etde i — 9% . La premiére
fonction se prolonge-t-elle en 0 ? Ce prolongement est-il dérivable en 0 ?

2. Onpose f(x) = =% pour x > 0. Calculez f’{;r} et dressez le tableau de variations de  f
sur |0, oo .

3. Déterminez la limitede f en [T eten -oo.Montrezque f se prolonge par continuité en
0.

4. Le prolongement est-il dérivable en 0 ? Interprétez graphiquement, puis tracez I'allure de la courbe.
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On rappelle que  lim

(In z)?

]
T — 4oo +

: 2
. 1_1}1711.(:]+ z(ln z)*

lim zPe %
T — +oo

w— 0

In(1 + w)
-

1 (dérivée de

Déterminez les limites suivantes, en citant a chaque fois le résultat de croissances comparées utilisé.

Exercice 4 : Formes indéterminées plus délicates

lrn en 1). Déterminez:



Exercice 5 : Inégalités classiques

La figure ci-dessous suggere des comparaisons entre les fonctions usuelles et leurs tangentes en 0.
Démontrez-les par une étude de fonction.

1. Pourtout = € R, e > 1+ x, avec égalité seulement en 0.
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2. Pourtout > -1, In(l+z) < z.
3. Pourtout x :-_:‘ o, ;1;‘—%3 i_’: arctan . i_’: .

4. Pourtout = €R, chz > 1-|-%?.

1. Montrez que tan est dérivable sur |- /2, m/2[ avec tan’ =14 tan? = 1/cos?.

2. Résolvez dans [0, 27r[ I'équation 2cos? x —3cosxz +1 = 0.

3. Montrezque sin <« +cosx = ﬁsin(:r: —+ %) . Déduisez-en le maximum de

T — sinx + cos x, puisrésolvez sinx +cosx = 1 dans [0, 2] .

4. Résolvez dans [0, 27r[ I'équation sin(2x) = cos z .

Exercice 7 : Valeurs remarquables des fonctions récipro

1. Calculez a,r-:sin%. arccos(—g) et a,r-:ta.n{—wf?}.

2. Calculez arcgin(sin%), EL]Z‘CCDS(COS(—%)) et arctan(tan%) .

3. Calculez arcsin(sin 3) et arccos{cos 4).

4. Pour % dans le domaine convenable, simplifiez cos(arctan x), sinfarccos z) et
tan(arcsin ) .

Exercice 8 : Construction de la fonction arcsinus




. Montrez que la restriction de sin a [—/2, 7 /2] est une bijection sur un intervalle que vous
préciserez.

. Onnote arcsin saréciproque. Montrez que arcsin est continue, strictement croissante et
impaire.

. Montrez que, pour tout = € [=1,1], cosfarcsin z) = ¥1 — x2.
. Montrez que arcsin est dérivable sur ]—1,1[ et calculez sa dérivée. Est-elle dérivable en 1 ?

. On admet de méme que arccos est dérivable sur |—1,1[, de dérivée —1/v1 — £2.
Démontrez que arcsin r + arccos z = /2 pourtout = € [-1,1].

Pour chaque fonction, précisez un intervalle ou elle est dérivable et calculez sa dérivée sous forme
simplifiée.

fl{ﬁ} = arctan(2z)
fg{a:} = arcsin{z?)
falm) = arc-:os(%) pour £ > 1.

f4lz) = arctan(e®) ; exprimez le résultat avec ch.

fel®) = zarcsinzg + V1 — £2,

Exercice 10 : Relations entre arctangentes

1. Montrez que, pourtout x >=0, arctanz 4+ a,ru::ta,n}—r = ;—T . Que vaut cette somme pour
<07
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2. On pose g(a:} = a,r-:,ta,nG t i) pour I ?é 1. Calculez E’“@:‘ :

3. Déduisez-en une expression simple de  g{z) sur ]—oo,1[, puissur [, 4oo] .

Exercice 11 : Une équation avec arctangente

i
-

Ll

1. Démontrez que arctan% + arctan

2. On considere I'équation (E):arctan & + arctan(2z) = 7. Montrez qu'elle admet une

unique solution réelle, et que celle-ci est strictement positive.

3. Déterminez cette solution.

2T
14 z2
selon la position de & parrapporta —1 et 1.

) .La courbe de f, tracée ci-dessous, suggére une formule différente

Onpose f(x) = arcsin(



/2 -

/2 y =arcsin ( X )
_n — — =
1+ x?

-8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8
X

1. Montrez que f est définie sur [ et qu'elle est impaire.

2. Pour £ € R ,onpose 8 = arctan x.Montrez que

13_‘22 = sin(20) .

3. Déduisez-en I'expression de f{z) al'aidede arctan x surchacun des intervalles [-1,1],
1, +oo[ et ]-o0, 1] .

4. Etudiez la dérivabilité de f en 1. Déterminez les limites de [ en e .

Exercice 13 : Formulaire des fonctions hyperboliques

1. Démontrez que ch? x — gsh? » — 1 pourtout réel .
2. Démontrez que ch{a +b) = chachb +shashbd, puisque sh(2a) = 2shacha.
3. Calculez les dérivées de ch, sh et th.Vérifiezque th' = 1 — th2.

4, Résolvez I'équation chxr = 2.
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5. Résolvez I'équation sh & =

He a2

Exercice 14 : Réciproques des fonctions hyperboliques

1. Montrez que sh est une bijectionde [ sur [R.On note argsh sa réciproque.

2. Montrezque argshy = ln(y +y? + 1) pour tout reel Y.

3. Calculez la dérivée de argsh de deux facons : par la formule de dérivation d'une réciproque, puis
directement.

4, Montrez que th est une bijectionde [ sur ]—l, 1[ , et que sa réciproque est

1
Yy — %ln(l i g) Calculez la dérivée de cette réciproque.

Exercice 15 : Une fonction homo

Soit  f(z) = 221,

. , . k
1. Déterminez des réels a et k telsque f{zr) = a + 7 pourtout = ?é 1.
2. Etudiez les variations de f et donnez ses asymptotes.
3. Montrez que le point {21, 2} est centre de symétrie de la courbe.

4. Montrez que f est une bijection de R\ {1} sur un ensemble & préciser, et déterminez  F—1.

5. Résolvez I'inéquation f(z) > 1.




Soit  f(x) = zitor—1 pour :l??é 1.

x—1

c
r—1"

1. Déterminezdesréels @, b, ¢ telsque fl{z) = azx +b+

2. Déduisez-en que la courbe admet une asymptote oblique en 4cx , et étudiez sa position par
rapport a la courbe.

3. Etudiez les variations de  f, avec ses limites en 1.

4. Montrez que le point {2{1, 3) est centre de symétrie de la courbe, puis tracez-la.

Exercice 17 : Asymptotes et branches paraboliques

1. Soit  f(xr) = V2 4+ 22 + 3 . ustifiez que [ est définie sur [ . Montrez que la courbe admet
une asymptote en +oo etuneen —ox, et précisez la position de la courbe.

2. Soit g(;p = EU*T pour x = .Montrez que ladroite % = & 4 1 est asymptote en
ELI —

—+co . On pourra utiliser lﬂl 0 @ = 1. Précisez la position de la courbe.
i

3. Etudiez la branche infinieen 0o de A{r) = x +Inx , puiscellesde £ —+ vT etde
r — et

Exercice 18 : Etude de In(x)/x et com

Soit  f(x) = lnT"‘r pour x > 0.

1. Etudiez complétement f : variations, limites, asymptotes. Tracez sa courbe.
2. Sans calculatrice, comparez &7 et 4%,

3. Déterminez tous les couples d'entiers l:a, b] avec 1 < a<btelsque gb — p%.
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Exercice 19 : Etude complete de x arctan x

Soit f(xr) = warctanz pour z € R.

1. Etudiez la parité de f . Calculez f’ et étudiez son signe. Déduisez-en les variations de  f .

2. Calculez f” et montrez que [ est convexesur R.

3. Montrez que, pour = >0, flz) = ;—T;]:‘ — :t:a,r-:ta,n}—r- Déduisez-en que la droite

v = E—rﬂ? — 1 est asymptote a la courbe en Hco .

4. Précisez la position de la courbe par rapport a cette asymptote. Donnez I'asymptote en —C , puis
tracez la courbe.

On définit, pour tout réel =, gd(z) = arctan(sh x) . Sa courbe est représentée ci-dessous.



7 B e ARttt T

> 0
-y = arctan(sh x)
I e I —— tangenteen 0 |
-6 —4 -2 0 2 4 6
X

1. Montrez que gd est impaire, dérivable sur R, et que gdi{ﬂ?:l = -;:_1-%:1:'

2. Montrez que, pour tout réel =, gd(x) = arcsin(th z) .
3. Montrez que, pour tout réel =, gd(z) = 2arctan(e®) — 7 .

4. Déterminez les limites de gd en d-co , étudiez sa convexité et donnez sa tangente en 0.

5. Montrez que gd est une bijectionde R sur |—/2, /2] . Exprimez sa réciproque de deux
facons : a l'aide de argsh et tan,puisalaidede |n et tan.

6. Calculez la dérivée de la réciproque.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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Pour aller plus loinen L1

Le cours : fonctions usuelles, cours de maths en L1

A maitriser avant : Dérivation et accroissements finis

Chapitre précédent : Dérivation et accroissements finis

Chapitre suivant : Arithmétique des entiers

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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