Cours de maths sup

Fonctions usuelles

l. Généralités sur les fonctions d'une variable réelle

Dans tout le chapitre, f désigne une fonction définie sur une partie I de R, a valeurs réelles. Avant
toute étude, on détermine donc I'ensemble de définition. Ensuite, on cherche les symétries qui réduisent le
travail. Enfin, on étudie les variations.

1. Ensemble de définition, parité, périodicité

L'ensemble de définition est I'ensemble des réels I pour lesquels I'expression f{ﬂ:} a unsens. En
pratique, on repere trois contraintes : un dénominateur non nul, un radicande positif, un argument de
logarithme strictement positif.

Définition :

Soit I une partie de [ symétrique par rapport a 0, c'est-a-dire telle que
r € D= —z ¢ D .lafonction f estpairesi f(—z) = f(x) pourtout = € D , et
impairesi f(—z) = —f(x) pourtout = € D .

Soit T =0 .Llafonction f est T -périodiquesi, pourtout = € I ,ona z+ T € D,
r-TeDet flz4+T)= flz).

Géométriquement, la courbe d'une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. De
méme, celle d'une fonction impaire est symétrique par rapport a I'origine. Par conséquent, il suffit
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d'étudier une telle fonction sur D M [0, 4co[ . Pour une fonction T -périodique, une étude sur un
intervalle de longueur I" suffit.

La fonction £ — ln(i—i) est définie lorsque t—i >0, soitsur |—1,1[ . Cetintervalle est
symétrique et f(—x) = lnG;—i) = —f(x) . Ainsi, f estimpaire.

2. Transformations du graphe

Connaitre la courbe € § d'une fonction permet d'obtenir sans calcul celle de nombreuses fonctions
voisines. Le tableau suivant regroupe les cas utiles, avec @ et § réels.

« = — f(r —a) +b :translation de vecteur Wfa;b).

o T — fl:—a:} : symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.

e I — —f{:t:) : symétrie par rapport a I'axe des abscisses.

o = — f(Ax) avec A >0 :affinité horizontale de rapport 1/A.
o« = — A f(x), avec X >0 :affinité verticale de rapport } .

o = — |f{z)| : 1a partie située sous I'axe des abscisses est remplacée par sa symétrique.

Comme le montre la figure ci-dessous, les trois premieres transformations appliquées a la racine carrée
donnent des courbes de méme forme, simplement déplacées.



31— y=Vx
— y =1V x—2 + 1 (translation)
5 | y =V —x (symétrie d'axe Oy))
—_—Yy= symétrie d'axe Ox)
1 -
u2;1)
0
—1 -
—2 -
—4 -2 0 2 4

3. Monotonie et bornes

La fonction f est croissantesur I si,pourtous & <y de I, f(z) < f(y).Elleest
strictement croissante si T < ¥ entraine f(x) < (%) . On définit de méme la décroissance.

La fonction [ est majoréesur D s'ilexiste M telque f{z) < M pourtout = € D .
Elle est minorée s'il existe ™ telque f(x) > m . Enfin, elle est bornée si elle est & la fois
majorée et minorée, ce qui équivaut a I'existence de K telque |f{z)| < K sur D.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Pour tout réel =, ona (|z| - 1}2 >0,donc 14 x2 > 2|z| . Par conséquent, |1_f?| < % :

. T .
la fonction & — 77773 est bornéesur R.

La somme de deux fonctions croissantes est croissante. En revanche, leur produit ne I'est pas toujours
r —r I estcroissante sur [£, mais son carré ne l'est pas. Le produit reste croissant si les deux
fonctions sont croissantes et positives.

Il. Techniques de dérivation

Dans ce chapitre, les théorémes de dérivation sont admis. lls seront démontrés dans le chapitre consacré
a la dérivabilité. L'objectif est ici de calculer vite et juste.

1. Opérations sur les dérivées

Théoreme :

Soient 1 et v dérivables surunintervalle I et A unréel. Alors w4+ %, A« et wv sont
dérivablessur I, et:

(u+fu)f =u/ + v/, (A u)f = A u’, ('uxv)'r = ulv + uv!,

. i, / fy— uu!
Sideplus v nes'annule passur I, alors 5 estdérivable et (%) — % .
i




Théoreme :

Dérivée d'une composée. Soient < dérivable sur I et ¢ dérivable sur un intervalle J
contenant u(f).Alors § ©U estdérivablesur I et

(9 0u) (z) = u'(e) g'(u(z))

Pour f(z) = cos3(2z), onpose ulz) = cos(2z) et g(y) = y3 . D'abord
w/(5) = —2sin(2x) . Ensuite  f'(x) = 3cos3(2) x (—2sin(2z)) = —6cos2(22)sin(2).

2. Dérivée d'une fonction réciproque

Une fonction continue et striccement monotone sur un intervalle I réalise une bijection de I sur
lintervalle J = f(I'}. Ce résultat, admis ici, sera démontré avec le théoréme des valeurs
intermédiaires.

Théoreme :

Soit f une bijection continue strictement monotone de I sur J,dérivableen a £ I .Si

F ) £ 0,alors f~1 estdérivableen b = f(a) et

Si f’(a} = (1, la courbe de f_l admet une tangente verticale au point d'abscisse § .
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La formule se retient en dérivant I'identité f(f_l{y}) = 1 par la régle de la composée. En effet, on
/
obtient (f—l) (v) f’(f—lliy}) — 1. Géométriquement, les courbes de  f etde f—1 sont

symétriques par rapport a la droite ¥ = I, Ainsi, une tangente de pente I devient une tangente de
pente lfp, comme le montre la figure ci-dessous pour I'exponentielle et le logarithme.

//
/,,
—1 - P
/// — — aX
, v y=e
- ol — y=Inx
7’
v e Y =X
_3 1 1 1 1 1 1

3. Etude d'une fonction

Méthode :



Etude compléte d'une fonction.

1. Déterminer I'ensemble de définition I} .

N

. Réduire le domaine d'étude grace a la parité et a la périodicité.

w

. Justifier la dérivabilité, calculer f’r et étudier son signe.
4. Calculer les limites aux bornes de I} et chercher les asymptotes.

5. Dresser le tableau de variations, puis tracer la courbe avec ses tangentes remarquables.

Méthode :

Démontrer une inégalité par étude de fonction. Pour prouver g(x) < A(z) surun intervalle
T ,onétudie @ = h — g.0Oncalcule ¢/, on en déduit les variations de %, puis on montre que
son minimum sur I est positif. Souvent, le minimum est atteint en un point ou % est nulle.

Méthode :

Résoudre un probléme d'optimisation. D'abord, on choisit une variable et on exprime la grandeur
a optimiser comme une fonction de cette variable. Ensuite, on précise l'intervalle des valeurs
admissibles. Enfin, I'étude des variations fournit I'extremum, sans oublier de comparer avec les
valeurs aux bornes.

lll. Les fonctions usuelles : exponentielle, logarithme, puissances
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1. Logarithme et exponentielle

Définition :

Le logarithme népérien |n estI'unique primitive sur ]D, +oo[ de = — 1/$ qui s'annule en
1. Il réalise une bijection strictement croissante de |0, +0o[ sur R. Sa réciproque est
'exponentielle €XP , définie sur R avaleurs dans |0, +co . Onnote e = exp(l) .

Propriété :

Pourtous &, b>> 0 ettousréels )Y :

In(ab) =Ina +1nbd, exp(r +y) = exp(r)exp(y), exp’ = exp.

Démonstration :

Fixons & >0 etposons ¢(xr) = In(bx) —In z sur ]0, ool . Par dérivation d'une
composée, (p-’{a::l = ﬁ — = = (0.Donc ¥ est constante sur cet intervalle, égale a

@(1) = In b . Ensuite, la dérivée de la réciproque donne exp’(y) = = expy .

ln“f(exp )

2. Fonctions puissances

Définition :

Pour x >0 et  réel,onpose & — e ln x, Plus généralement, pour a >0,

af — arlna.




Cette définition prolonge les puissances entiéres et vérifie les régles habituelles : @+ £ — o B et
(g:ﬂ}l's — @8 De plus, la dérivée de la composée donne [g_:ﬁ)’; = % ealnr — 4 pa—1.

Ainsi, 1 — 1@ eststrictement croissante si « == [ et strictement décroissante si « < 0. La figure
ci-dessous montre que toutes ces courbes passent par le point  (1;1} .

Une expression comme x+ ou u{a:}“'ix) se dérive toujours apres |'avoir écrite e’”(ﬂﬂ'ln ulzx) .
Par exemple, (z%) = (Inz 4 1) 2% sur ]0, +cof .
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3. Croissances comparées et inégalités classiques

Théoréme :

Croissances comparées. Pourtous o >0 et >0

: (ln.r)a_ . P : 8 @
xﬂn-}—ooixﬁ = 0, xgn}_meﬁﬁ—ﬂ), $1_1}IIB+JJ |In z|” = 0.

Autrement dit, I'exponentielle I'emporte sur toute puissance, qui I'emporte a son tour sur toute puissance
du logarithme. Pour appliquer ces résultats, on se ramene souvent a I'une des formes ci-dessus par un
changement de variable, comme 1 = &—1 au voisinage de 0.

Propriété :

Pourtoutréel x, e¥ > 1+ x . Pourtout x> -1, In{l+ ) < x.Dans les deux cas,
I'égalité n'a lieu que pour = = 0.

Démonstration :

Posons @(r) = eT —1 — x . Alors @/(x) = eT — 1, négative sur |—oo, 0] et positive sur
[D, —|—00[ . Par conséquent, % atteint son minimum en 0, ou elle vaut 0. Pour la seconde inégalité,
on applique la premiére au réel In{l+x): 14+ £ = eIn(1+z) > 1 +In(1+2).

La figure ci-dessous illustre ces deux inégalités. La droite % = 1 4 & est la tangenteen 0 a
I'exponentielle, et la courbe reste au-dessus. De méme, la droite ¥ = & reste au-dessus de

y = In(1+zx).



— y=In(1+x)
=X

IV. Fonctions circulaires réciproques

Les fonctions sinus, cosinus et tangente ne sont pas injectives sur leur domaine. On les restreint donc a un
intervalle ou elles sont strictement monotones, ce qui permet de définir leurs réciproques.

1. Arcsinus et arccosinus

Définition :

La restriction de sin a [—%! %] est une bijection strictement croissante sur  [—1,1] . Sa
réciproque est la fonction Arcsin : pour & € [—1,1], Arcsin x estl'unique 8 € [—%: ;—T] tel

que sind = .

La restriction de cos & [0, 7r] est une bijection strictement décroissante sur  [—1,1] . Sa
réciproque est la fonction Arccos, a valeurs dans [0, ] .
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On atoujours sin{Arcsin £} = = pour = € [—1,1].Enrevanche, Arcsin(sind) = 8

seulementsi &8 € [—%! %] . Par exemple, Arcsin(sin3) = o —3,car o — 3 appartient

cetintervalle et sin{m —3) = sin 3.

Propriété :

Arcsin est impaire. Pour tout = € [—1,1] :

cos(Arcsin ) = V1 — z?, sin(Arccos «) = V1 — 2, Arcsin & 4+ Arccos ¢ = J-

Arcsin et Arccos sont dérivables sur  ]—1,1[ , et Arcsin’(z) = ﬁ

Arccosf{a:} = —ﬁ.

Démonstration :

Soit § = Arcsin ©.Comme @& € [—%! E—T],ona cosf > 0. Donc

cozl — 1 — sin2 = 1 — £2. Ensuite, pour x € ]-1, 1],

sinf{t?:l = cosf = V1-z2 ?é 0 . Le théoréme de la dérivée réciproque donne alors
Arcsin’(z) = ﬁ Enfin, la fonction x — Arcsin £ 4+ Arccos & a une dérivée nulle

sur |-1,1[ etvaut 7 en 0. Elle est donc constante, et 'égalité s'étend a 31 par calcul direct.

La figure ci-dessous montre les deux courbes. Elles possédent des tangentes verticalesen —1 eten 1,
car gin’ et cos/ s'annulent aux points correspondants.



n e y .E..Ar‘tl;c;ilh.x ......
—— y =Arccosx
/2 .................................................................................................. ..............
0 tangente verticale
enx==1
_n'fz i A . ...............
-1 0 1

2. Arctangente

La restriction de tan a ]—;—T! %[ est une bijection strictement croissante sur [ . Sa réciproque

est la fonction Arctan, a valeurs dans ]—%! E—T[ )

De plus,

Arctan est impaire, dérivable sur R et Arctan’r{a:} = 1+1m2'
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. _lin‘:ltm Arctan ¢ = i% et, pour tout = ?é 0,

1 _ |n/2 sixz>0,
Arctan ¢ + Arctan z = _n/2 siz <0

La dérivée s'obtient en remarquant que tan’ = 1 + tan<.Eneffet,si § = Arctan x, alors

Arctan’;{:ﬂ} = 1T tla,nzé' = 1_|_1$2 . La figure ci-dessous montre les deux asymptotes horizontales et

la tangente en 0.

L e ES e et ety
n/4 A
0
—11/4 -
— y =Arctanx
Y /2 e SR —-—_asymptotes y = +mn/2
—— tangentey=xen0

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Méthode :

Simplifier une expression avec Arcsin, Arccos, Arctan. Deux voies sont possibles. Premiére voie
: dériver I'expression, reconnaitre une dérivée simple sur chaque intervalle, puis fixer la constante par
une valeur particuliere. Seconde voie : poser 1 = sinf, £ = cosf ou £ = tand , puis
ramener |'angle obtenu dans le bon intervalle avant d'appliquer la réciproque.




Montrons que Arctan % + Arctan % = g Posons 5§ cette somme. Chaque terme est dans
/24173
]D, %[ ,donc & € ]D, ;—T[ . Par ailleurs, la formule d'addition donne tan § = ﬁ =

Or le seul angle de ]D, E[ de tangente 1 est g .

V. Fonctions hyperboliques

1. Définitions et formules

Pour tout réel I, on définit le cosinus, le sinus et la tangente hyperboliques par

et +e” % et —e”*

che ==%— she=5"— th ¢ = sh 2.

ch =

Ainsi, ch est la partie paire et sh la partie impaire de I'exponentielle : e* = ch = + sh = . Deplus,
ch = > 1> 0, donc th est bien définie sur [ .

Pour tousréels & et § :

chga—sh2a=1, ch(a +b)=chachb+shashbd, sh(ea +b)=shachb+chashbd.
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Les fonctions sont dérivables et k! — sh, sh’ — ch. th' = # =1-th?.

Démonstration :

On factorise une différence de carrés :
ch?a —sh?a = (ch a —sh a){ch a + sh @) = e~%?% = 1. Pour la dérivée de th, la
ch? —sh? 1

formule du quotient donne I — = —.
q th ch? ch?

Remarque :

Les formules hyperboliques ressemblent aux formules trigonométriques, au signe pres. Par exemple,
cos? 1+ sind = 1 devient ¢h2 _ gh2 — 1. C'est pourquoi le point (ch #;sh £) décritune
branche de I'hyperbole rd — yg = 1, comme le montre la figure ci-dessous.




—— hyperbole XX - y* =1
_3- —— cercle x? + y2

-1 0 1 2 3

2. Variations et courbes

La fonction sh est impaire et strictement croissante, car sh/ = ch ~ () . Elle réalise donc une bijection
de R sur R.En revanche, ch est paire, décroissante sur |—o0, 0] et croissante sur [0, +oo[ , avec
un minimum égal a 1 en 0. Enfin, th est impaire, strictement croissante, et tend vers =41 en oo .
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La figure ci-dessous montre que ch et sh sont asymptotesa ¥ = ei‘:/ﬁ en oo . En effet,

ef e %
-::ha':—2 =55 tend vers 0.

1.5 1
1.0 f-mmmm s -
0.5 1

0.0

—0.5 1

—1.0 1

<
0
~+
X

_1.5 ! T T T

Résolvons sh = = %.On pose t = &% >0 .L'équation devient £ _1 3 soit

P= 2
2t _ 3¢ — 2 = (. Lesracinessont 2 et —% . Seule la racine positive convient, donc

r =In2.

VI. Fonctions a valeurs complexes

Unefonction f:I — C sécrit f = w+v,avec u = Re f et v = Im [ avaleurs
réelles. Cette décomposition ramene I'étude a deux fonctions réelles.

Définition :




La fonction f = w + v estdérivablesur F si u et v le sont. On pose alors

=l 4iul.

Les regles de calcul de la partie Il restent valables pour les sommes, produits et quotients. De plus, on
dispose d'une formule essentielle pour I'exponentielle.

Théoreme :

Soit @:1 — C dérivable. Alors ¢ _, ¢@(t) estdérivablesur T et (%) = o/ ¥ . En
particulier, pour X € C,ladérivéede ¢+ — eAl est ¢ — X eAl.

Ecrivons @ = a + tb,avec a et p réelles. Alors e¥ = ef%osh + ¢ esin b . On dérive
chaque partie comme un produit réel. On obtient

e“(a’cos b — b'sin b) + 2 e“(a*’sin b+ b'cos b) . Or cette expression vaut exactement

(af + ﬁb’} e%(cos b + 15in b) , C'est-a-dire  /e¥ .

Ainsi, la dérivée de ¢ —3 att est # —s 5 et . Multiplier par 7 revient a tourner d'un quart de tour.
Par conséquent, le vecteur vitesse est orthogonal au rayon, comme sur la figure ci-dessous.
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1.5 - fi(t)=ie'

1.0 -

ft) 5"
0.51 N

0.0

partie imaginaire

—0.5-

—1.0-

~15 -10 -05 00 05 1.0 15
partie réelle

Cherchons une primitive de ¢+ — efcog #. Onremarque que aterpg$ — Re(e(1+ﬂt) .Or
14404 . .
E[H_t.j a pour dérivée eﬂ"‘ﬂ't . De plus, IL—H = 1—t . En prenant la partie réelle, on obtient la
1
i .
primitive ¢ _ (cos t;_ Sh tj.

Le théoreme de Rolle ne s'étend pas aux fonctions complexes. Par exemple, f{t} — et vérifie



I f0) = f(2m), mais |f'(2)] = 1 : sa dérivée ne s'annule jamais.

Vil. Ce qu'il faut retenir

Avant d'étudier une fonction, on détermine son ensemble de définition, puis on exploite parité et
périodicité pour réduire le domaine d'étude.

La dérivée d'une composée vaut (g o ujf = u/ x (g’ o u), et celle d'une réciproque vaut

/
(f_l) = ﬁ la ou f’ ne s'annule pas.

Les courbes de | et f_l sont symétriques par rapport a la droite ¥ = I,

Toute puissance réelle se définit par b — eb In a et se dérive sous cette forme.

L'exponentielle I'emporte sur les puissances, qui I'emportent sur le logarithme.

e Lesinégalités e* = 14 & et ln{l—l—:t?] < x se démontrent par étude de fonction et servent
partout.

[
SIE

], [0, 7] et ]—E—T!

=E

. kil
Arcsin, Arccos et Arctan prennent leurs valeurs dans [—g! [ ; leurs

S W
Wl—x2 ' 1—gx2 1+x2

dérivées sont

* Les fonctions hyperboliques vérifient ch< —gh? — 1, ch’ = sh. sh! = ch et
th’ = 1 —th?.

e Pour % dérivable & valeurs complexes, (E‘P)f = (/e , ce qui simplifie le calcul des primitives
de e%cos(bt).

Questions fréquentes sur fonctions usuelles

Pourquoi Arcsin(sin x) n'est-il pas toujours égal a x ?
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Arcsin renvoie toujours un angle de [—-1/2, n/2]. L'égalité Arcsin(sin x) = x n'est donc vraie que pour x dans
cet intervalle. Sinon, il faut chercher I'angle de [-1/2, n/2] qui a le méme sinus, par exemple Arcsin(sin 3)
=mn-3.

Comment dériver une expression comme XX ou u(x)"~v(x) ?

On revient toujours a la définition a”~b = exp(b In a), valable pour a > 0. Ainsi, x~x = exp(x In x), dont la
dérivée vaut (In x + 1) x"~x. Dériver « comme une puissance » ou « comme une exponentielle » sans cette
réécriture mene a des erreurs.

A quoi servent les fonctions hyperboliques en maths sup ?

Elles apparaissent dans les solutions des équations différentielles y" = a2y, dans le calcul de primitives
comme celle de 1/V(1 + x?) et en géométrie avec I'hyperbole x? — y2 = 1. Leur formulaire ressemble a
celui de la trigonométrie, au signe pres : ch? — sh?2 = 1.

Comment démontrer une inégalité comme In(1 + x) = x ?

On étudie la différence ¢(x) = x — In(1 + x) sur ]—1, +[. Sa dérivée x/(1 + x) change de signe en 0, ou ¢
atteint son minimum, égal a 0. Cette méthode par étude de fonction s'applique a la plupart des inégalités
du chapitre.

Pour aller plus loin en maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur fonctions usuelles

A maitriser avant : Trigonométrie et fonctions circulaires

Chapitre précédent : Nombres complexes et exponentielle complexe

Chapitre suivant : Primitives et calcul intégral

Le méme théme en L1 : fonctions usuelles, cours de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/fonctions-usuelles-derivation-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/trigonometrie-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/nombres-complexes-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/primitives-calcul-integral-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/fonctions-usuelles-reciproques-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
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