Cours de maths en L1

Fonctions usuelles

I. Fonctions réciproques et théoreme de la bijection

Toutes les fonctions usuelles de ce chapitre se construisent de la méme facon. D'abord, on part d'une
fonction connue, continue et strictement monotone sur un intervalle. Ensuite, le théoreme de la bijection
fournit une fonction réciproque. Enfin, on transfere a cette réciproque la continuité, la monotonie et, si
possible, la dérivabilité.

1. Le théoreme de la bijection

Théoreme :

Soit I unintervalleet f:I — R continue et strictement monotone. Alors J = f(I) estun
intervalle, et f réalise une bijection de I sur .J. Sa réciproque f_l - J — I estcontinue,
strictement monotone, de méme sens de variation que f .

Les bornes de  J se lisent sur les limites de f aux bornes de I . Par exemple, si [ est strictement

croissante sur ]a, b[ , alors J = ]11&11 f 11%“ f[ Ce point sert a chaque construction du chapitre.

Démonstration :

Supposons  f strictement croissante. Elle est injective, car % < ¥ entraine  f(z) < f(v) . Par
conséquent, f est une bijectionde I sur f{I).Deplus, f(I) estun intervalle d'apres le
théoreme des valeurs intermédiaires. La réciproque est strictement croissante : si u << v dans J
et si I'on avait f_l(u} > f_l{t.l} , on obtiendrait % > v enappliquant . Enfin, une fonction
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monotone dont I'image est un intervalle est continue, car elle n'a pas de saut. C'est pourquoi f_l
est continue.

2. Graphe et dérivée d'une réciproque

Le point (g, b) appartient au graphe de  f si et seulementsi (b, @) appartient au graphe de  f—1.
Autrement dit, les deux courbes sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice ¥ = I, Comme
le montre la figure ci-dessous, c'est le cas de I'exponentielle et du logarithme.
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Théoreme :

Sous les hypotheses précédentes, soit ¥y = f{cﬁg} avec Tpintérieurd 7.Si f est dérivable
en Tpet ffli:t'j:l ?é 0, alors f_l est dérivableen ¥ et

—1y/ _ 1 :
(f ) (yo) — ff(f—l(yﬂ))

Si ff(a:[]} = 0, la courbe de f_l admet une tangente verticale au point d'abscisse ¥ .

Démonstration :

Pour ?é Yg dans J,posons x = F i) . Alors = ?é Ty et

F ) — () T — x4

¥~ Y _f(*r)_f(m[])

Quand ¥ —* ¥g,ona T —* Lg par continuité de f_l . Donc le quotient tend vers
l;’f’;(a:[]:l . Si ff{xmj = 0, le quotient tend en valeur absolue vers oo, d'ou la tangente
verticale.

En pratique, on retient la formule sous la forme {f—l}" — 1}/(4{’ o f_lj .l reste ensuite & exprimer
ffl:f_l{y)} en fonction de ¥ seul.

Il. Logarithme, exponentielle et fonctions puissances
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1. Le logarithme népérien

Définition

N
H
0
.
e

La fonction logarithme népérien |n est l'unique primitive de = — 1}'1: sur ]D, +oo[ qui
s'annule en 1.

.

N

N
=u

Propriéeté

Pourtous a,b>0 ettout n € Z : Infab) =Ilna+Inbd, n{l/a} —Ina et
In{a™) = nlna.Deplus, In eststrictement croissante, . 1 1 oo Inz = 400 ¢
lim Inz = —oo
x — 0 '

Déemonstration

N
.
|

Fixons b >0 etposons g(z) = In(bz) —In x sur ]0, +oo[ .Ona

g/(x) = b/(bx) —1/x = 0,donc 9 estconstante, égaled g(1} = In&.Ensuite, In est
croissante car sa dérivée est positive. Ainsi, ln(ﬁn} = n ln 2 tendvers oo, ce quidonne la
limite en +co . Enfin, lalimiteen gt s'en déduitavec In{l/z) = —

2. L'exponentielle, réciproque du logarithme

La fonction ]n est continue et strictement croissante sur ]D, —I—CO[ , et son image est [K. D'aprés le
théoreme de la bijection, elle admet une réciproque définie sur [ : c'est I'exponentielle.

Proposition




La fonction exp:R — ]0, +co[ est continue, strictement croissante, et vérifie
expla + b) = exp(a)exp(d) . Elle est dérivable et exp’ = exp.

En effet, la formule de dérivation d'une réciproque donne exp/(y) = 1/ln’(exp y) = expy . On
note e = exp(l),etonécrit e pour exp(r).

3. Les fonctions puissances réelles

Pour a>0 et b £ R,onpose gb — egblna.Pour a € R, lafonction puissance # — £
est définiesur |0, +oo[ par @& — exlnz .

Cette définition prolonge les puissances entieres et les racines. Par exemple, 3:1,.’2 %ln T

= £ = ¥

De plus, les régles usuelles restent vraies : po 8 — o+ B et {g;ﬂ)ﬁ — 2B

La fonction = — x® est dérivable sur ]0, +oo[ , de dérivée o x& — 1. Elle est strictement
croissante si ¢ >> [J et strictement décroissante si ¢ < 0.Si & > (0, elle se prolonge par
continuité en 0 par la valeur 0.

La figure ci-dessous compare quelques puissances. Toutes les courbes passent par le point l:l, 1:1 . Sur
]D, 1[ , la plus grande puissance donne la plus petite valeur ; au-dela de 1, I'ordre s'inverse.
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Une expression comme u(x}“(ﬂ se réécrit toujours  gv{@)In ulz), avec u(xr) > 0. On étudie
alors I'exposant v(z)In u(z), ce qui raméne le probléme a une seule limite.

Etudions f(x) = 2% .Onécrit f(z) = e 1n2 donc f'(x) = 1n2-2%.Comme In2>0
, la fonction est strictement croissante sur [ .




lll. Croissances comparées

Les limites de |n , des puissances et de I'exponentielle sont infinies en oo . Pourtant, ces fonctions
ne tendent pas vers l'infini a la méme vitesse. Le théoréme suivant les classe, et il permet de lever les
formes indéterminées.

Théoreme :

Pour tous réels o >0 et >0

VR : <% . B o
= 0, lln}rmeﬁ = 0, £1;th+x |In |~ = 0.

Démonstration :

D'abord, montrons que ln z < vZ pour x > 1.lafonction A(xr) = vZ —In = apour

dérivée E2; 2 . Elle atteint donc son minimum en 4, et h{é} = 2 —2In 2> 0. Ainsi, pour

21, 0<Inz/x <1/vZ, cequidonne Inz fz — 0.

[} o o
Ensuite, écrivons (11? = (%) (%) avec ¥ — a;ﬁfa .Comme X — +oo,la

[}
premiere limite vaut 0. Pour la deuxieme, onpose x = Int : z2 (In )

efz ™ 1P

tend vers 0. Enfin,

la troisiéme s'obtient avec = = 1/t .

On résume souvent ce théoreme en une phrase : I'exponentielle I'emporte sur les puissances, qui
I'emportent sur le logarithme. La figure ci-dessous rend cette hiérarchie visible.
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X

Pour lever une indétermination avec les croissances comparées :

e on factorise, au numérateur et au dénominateur, le terme qui domine ;
* on fait apparaitre des quotients du type (In ;J:ja/-’xﬁ ou po.—BI

e pour une puissance variable " , on passe d'aborda ev In u.

e + 3
ef —In x

Cherchons la limite en oo de . On factorise =% en haut et enbas:



e + 23 14 zd3e %
e —Inz = 1— (Inxz)e %

or £3e—2 4 p,et (Inz)e % < z e~ % tend aussi vers 0. Par conséquent, la limite vaut 1.

IV. Fonctions trigonométriques et fonctions trigonométriques

réciproques

1. Rappels sur sinus, cosinus et tangente

Les fonctions gin et €08 sont 24 -périodiques, dérivables, avec gin’ — cog et cos/ = —sin .
La tangente est définie hors de E—T + & par tan = sin/cos . Elle est T -périodique et impaire.

La tangente est dérivable sur son domaine et tan’ = 1 + tan? = ﬁ . De plus, pour @, b tels

que les termes existent :

_ tana+tanb
— 1—tanatanb

tan(a + b)

Ces fonctions ne sont pas injectives sur [E . Pour les inverser, on les restreint donc a un intervalle ou elles
sont strictement monotones.

2. La fonction arcsinus

Sur [—m/2, /2], lafonction sin est continue et strictement croissante, car cos > 0 sur
'intérieur. Son image est [—1, 1] . Le théoréme de la bijection s'applique donc.
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Définition :

La fonction arcsin:[—1,1] — [—m/2, /2] estla réciproque de la restriction de gin a
[—m/2,7/2]. Ainsi, pour = € [-1,1] et 8 € [—w /2, 7/2]:

f = arcsinx < x = sin #.

Théoreme :

La fonction arcsin est continue, strictement croissante et impaire sur  [—1,1] . Elle est dérivable
sur |-1,1[ et

. 1
arcsin (z) = Ny

En -1, elle n'est pas dérivable : sa courbe y admet une tangente verticale.

Démonstration :

Soit © € ]-1,1[ et 8 = arcsinz € ]—m/2, m/2[. Alors sin’(§) = cos 6 £ 0, donc
arcsin estdérivableen & et arcsin’(z) = 1/cosf.Or cosf >0 et
cos2f = 1 —sin?8d = 1 — £2.Parconséquent, cos(arcsing) = v¥1—z2.En £ =1,
ona 8 = /2 et cosf = 0 :c'estle cas de la tangente verticale.

On atoujours sinfarcsin ) = = pour « € [—1,1].Enrevanche, arcsin{sind) = 4§
seulementsi 8 € [—/2, /2] Par exemple, arcsin(sin ) = 0.




3. La fonction arccosinus

De méme, COS est continue et strictement décroissante sur [0, 7] , d'image [-1,1] .

Définition :

La fonction arccos:[—1,1] — [0, 7] est la réciproque de la restriction de cos a [0, 7] . Elle

est continue, strictement décroissante, dérivable sur ]—1,1[ et arccos/(z) = “T—

Proposition :

Pourtout x € [—1,1], arcsinz 4 arccosz = ;—T

Démonstration :

La fonction § = arcsin 4 arccos est continue sur [—1,1] et de dérivée nullesur |1, 1] .
Elle est donc constante, égalea g{0) = 0 4 /2.

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe d'arcsinus est la symétrique de celle du sinus restreint
parrapporta ¥ = &, Ony voit aussi les tangentes verticales aux extrémités.
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3 A (_lr H)
2 4
(1,m12)
1 - ,.-;;,____
>
0
—1 Lot —-—— sin sur[—n/2, /2]
| — ) = arcsin x
) —— ¥ =arccosx
-2 -1 0 1 2

4. La fonction arctangente

La tangente est continue et strictement croissante sur ]—ﬂ/ﬁ, W/E[ ,car tan’ =1+4tan?>0.
De plus, elle tend vers —oo et oo aux bornes. Son image est donc K.

Définition :

La fonction arctan:R — ]— /2, 7 /2] estla réciproque de la restriction de tan a

]_ﬂ_/{g! 1‘-‘1’/2[ .




Théoreme :

La fonction arctan estcontinue, strictement croissante, impaire et dérivable sur [, avec

/ 1
arctan lx) = ——5-
( ) 1_|_ 5[32
De plus, _I}H}i_m arctan z :% et , lim  arctanz = —%_

Démonstration :

Pour 8 = arctanz,ona tan/(#) = 1+ tan?d = 1 + £2, qui ne s'annule pas. La formule
de dérivation d'une réciproque donne donc arctan’(x) = 1/(1 + x2). Les limites découlent du
théoreme de la bijection.

La courbe ci-dessous présente deux asymptotes horizontales, d'équations 1y = *rrjﬁ et y = —W,/E.
Sa tangente en 0 est la droite ¥ = I,

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Tl o e e e e
/4 -
> 0
_n/4 _
— = arctanx
---- asymptotes y = £n/2
LA | —— tangentey=xen0

X

Pourtout = >0, arctanz + arctan % = a—r Pour tout x < 0, cette somme vaut —

T

Méthode :

Pour simplifier une expression contenant arctan ou arcsin, deux voies existent :

¢ par la dérivée : on dérive sur chaque intervalle du domaine ; si la dérivée est celle d'une
fonction connue, la différence est constante, et on calcule la constante en un point ou par une
limite ;

e par un changement de variable : on pose 1« = tanf ou x = sinf avec & dansle
bon intervalle, puis on utilise arctan{tan ¢) = ¢ seulementsi @ € |—w /2, w/2[.




Dans les deux cas, on distingue les intervalles : la constante peut changer d'un intervalle a l'autre.

Calculons arctan% + arctan% .Posons g = arctan% et b = a,r.;ta,nl.Ces deux angles
1/241/3
1—-1/6

: 1 1 _m
seul angle de |0, m/2[ de tangente 1 est /4 . Finalement, arctanj + arctany = 7.

sontdans |0, m/4[ ,donc a +b € ]0,m/2[ . Ensuite, tan(a +b) = —1.0rle

V. Fonctions hyperboliques

Définition :

Pour tout réel x, on pose

et +e”* et —e” T

che ==—5— sho =5 tha::Slﬁ‘r'

Ainsi, ch estla partie paire de I'exponentielle et gh sa partie impaire. En particulier,
chz 4+shxr =e¥.

Propriété :

Pourtout © € [k :

e ¢h?r—sh?z =1;
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e ¢h! =sh. sh! = ch et th;zl_thgzﬁ;

e chxr>let —1<thzx<l.

Démonstration :

Ona (chz —shz)(chz +shz) =e Te¥ =1,doulapremitre égalité. Les dérivées
2 _ K12
s'obtiennent terme a terme. Ensuite, la dérivée d'un quotient donne th! = % = % :
C c

Enfin, ch > 1 découle de I'inégalité a +1/a > 2 pour a = e > 0.

La fonction gh est strictement croissante sur [ et réalise une bijection de [ sur [ .De méme, th
réalise une bijection de R sur ]—1,1[.Enrevanche, ch est paire et décroit sur |—oo, 0]. Comme
le montre la figure ci-dessous, ch et sh se rapprochent de 85‘7/2 en oo,



_1 ....................................................................................................................
— y =Cchx
_2- y
— Yy =5hx
—3- —_— y =thx
—--- y=e%/2
_4 ] 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

X

Les formules hyperboliques ressemblent aux formules trigonométriques, au signe pres. Par exemple,
ch(@ +8&) = chachb+shashb. Lepoint (cht,sht) décrit une branche de I'hyperbole
2 — y2 = 1, d'ol le nom de ces fonctions.

Résolvons sh x = 1w pour construire la réciproque de sh.Onpose t = g% > (. L'équation
devient #24 — 2yt —1 = 0. Le produit des racines vaut —1, donc une seule racine est positive :

t=uy+ m."yg + 1. Par conséquent, la réciproque de sh est 1 — ln(y —+ x,.’yﬁ —+ 1) :
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VIi. Fonctions homographiques, asymptotes et branches infinies

1. Fonctions homographiques et rationnelles simples

N
H
0
.
|

Définition

Une fonction homographique est une fonction f{g:} = % avec ¢ ?é 0 et ad — be ?é 0.
Elle est définie sur R\, {—d;’c}.

. 4 E ad ! — ad — bc
Une division donne  f(z) = 7 d Ve k = b - Deplus, f'iz [—m n djg.Le
signede ad — be fixe donc le sens de variation sur chaque intervalle. La courbe est une hyperbole de
centre (_%: %) , avec deux asymptotes : = = —d/c et ¥ = afc.

Pour f(z) = $_|_1,onecr|t flz) =3 - 2 g ad —be =3+1=4>0:1a

41
fonction croft sur  ]—oo, —1[ etsur ]—1, +co[ . Elle réalise une bijection de R Y\ {—1} sur
. _ 4 1 y+1
R\ {3}.Enrésolvant 1y = 3 — o1 ontrouve  FH(y) = =g

2. Asymptotes et branches infinies

Définition

N
H
.
.
|

Soit [ définie au voisinage de —+co.ladroite ¥ = ax + b est asymptote a la courbede |

en oo si (f{i?:' —ar — b) = 0. Elle est oblique si @ ?é 0.

a:—}+oo




Méthode :

Pour étudier la branche infiniede f en +oo quand f(z) = Foo

oncalcule lim f(x)/x.Siellevaut oo, la courbe a une branche parabolique de direction
(@) ; si elle vaut 0, une branche parabolique de direction (O'x) ;

si. f{z)/z — a réelnonnul, on calcule lim (f(z) — ax) ;

si cette limite vaut un réel p, la droite ¥ = ax + b est asymptote ; si elle est infinie, la
branche est parabolique de direction ¥ = &I

enfin, le signe de  f(x) — (wx + &) donne la position de la courbe par rapport & I'asymptote.

Pour une fonction rationnelle, la division euclidienne donne souvent tout d'un coup. En effet, si
fle) = ax 4+ b + e(z) avec e(x) — 0, ladroite ¥ = ax + b est asymptote.

Soit  f(x) = f—tlg . La division euclidienne donne x£2 4+ 3 = (r +1)(x — 1) + 4, donc

flo) =2 -1+ a:i-l—l . Ainsi, la droite % = = — 1 estasymptote en a0 . La courbe est

4
au-dessus pour x >> —1 etendessous pour x < —1 . Ensuite, ff{:ﬂ:l =1- m s'annule
en r=1et £=-3,avec f(l)=2et f(-3)=-6.

La figure ci-dessous montre les deux asymptotes et les deux extremums locaux de cet exemple.
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2
104 =x +3
y xX+1

-—- asymptote oblique y=x—-1
--- asymptote verticale x = -1

127 minimum local (1, 2)

maximum local (-3, ;6‘}’

I W

3. Plan d'étude complete d'une fonction

Une étude compléte suit toujours le méme ordre. D'abord, on fixe le domaine de définition et on cherche
les symétries ou la périodicité, qui réduisent I'intervalle d'étude. Ensuite, on étudie la continuité et la
dérivabilité, puis on calcule la dérivée et son signe. On dresse alors le tableau de variations avec les
limites aux bornes. De plus, on précise les asymptotes, les branches infinies et les tangentes
remarquables. Enfin, on trace la courbe en placant d'abord les asymptotes et les points particuliers.

En un point ou la fonction n'est pas dérivable, on étudie la limite du taux d'accroissement a gauche et
a droite. On obtient ainsi une demi-tangente verticale ou un point anguleux, qu'il faut faire apparaitre
sur le tracé.




Ce qu'il faut retenir

Une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle est une bijection sur son image, et
sa réciproque est continue, de méme monotonie.

si (7 1(y) £ 0, alors (F~H () = 1/ (f1(x) : sinon, la tangente est verticale.

Pour @ >0, gb = blna :toute puissance variable se traite par I'exponentielle.

Croissances comparées : (In :J_:‘:la/;]_:‘ﬁ —+0et po.—B% _,pgen 4oo,et
Plnzl" = 0en ot.

arcsin’ (z) = ﬁ arccos/ (z) = _Jﬁ sur -1, 1[ et

a,rcta,n”{a:} =

1T 22 sur [£.

arcsin(sinf) = 8 seulement pour 8 € [— /2, 7 /2] ; méme prudence pour arccos et
arctan .

arcsin ¢ + arccos ¢ = w/2,et arctan z +arctan(l/z) = £ m/2 selon le signe
de .

e ch?_—sh? =1, ch/ =sh. sh' =ch. th! =1 —th?.

¢ Une homographique S‘L_g a une dérivée du signe de gd — b et deux asymptotes.

« Asymptote oblique : on calcule lim f(z)/x = a,puis lim (f{z) —azx) = b, puis le signe

de flr)—azx —10.

Questions fréquentes sur fonctions usuelles

Pourquoi arcsin(sin x) n'est-il pas toujours égal a x ?

La fonction arcsinus renvoie un angle de l'intervalle [-1/2, m/2]. L'égalité arcsin(sin x) = x n'est donc vraie
que si x appartient a cet intervalle. Sinon, il faut chercher I'angle de [-/2, n/2] qui a le méme sinus que X,
par exemple 1 - x.
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Comment retrouver rapidement la dérivée de arctan ?

On applique la formule de dérivation d'une réciproque : la dérivée vaut 1 sur tan' évaluée en arctan x.
Comme tan' = 1 + tan?, on obtient 1/(1 + x2). La méme démarche donne 1/V(1 - x?) pour arcsinus.

Quand utiliser les croissances comparées ?

Des qu'une limite méle logarithme, puissances et exponentielle et conduit a une forme indéterminée. On
factorise le terme dominant pour faire apparaitre des quotients comme (In x)/x ou x”~n e”™(-x), qui tendent
vers 0. Pour une puissance variable u”™v, on écrit d'abord exp(v In u).

Comment trouver une asymptote oblique ?

On calcule d'abord la limite de f(x)/x, qui donne la pente a si elle est finie et non nulle. On calcule ensuite
la limite de f(x) - ax, qui donne I'ordonnée b si elle est finie. Le signe de f(x) - ax - b indique enfin la
position de la courbe.

Pour aller plus loinen L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur fonctions usuelles

Les solutions : corrigé des exercices sur fonctions usuelles

A maitriser avant : Dérivation et accroissements finis

Chapitre précédent : Dérivation et accroissements finis

Chapitre suivant : Arithmétique des entiers

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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