Corrigés des exercices de maths sup

Fonctions usuelles

Corrigé de I'exercice 1 : Ensembles de définition, parité et

périodicité

1. La fonction est définie lorsque 1 — = ?‘é 0 et t—j; = (1 . Un tableau de signes montre que le

quotient est strictement positif exactement pour = & ]—1, 1[. Cet intervalle est symétrique par

rapport a 0. De plus, f(—;t:) = ln(;—ig = _ln(i—‘;) = _f{;p}.Ainsi, { est définie

sur |-1,1[ etimpaire.

2. llfaut 4 — x2 > 0,s0it T € [—2,2] , et :EE% 1. Donc
D = [-2,-1[ U ]-1,1[ U ], 2], qui est symétrique. Comme ¢ ne dépend que de 12, on
a g{—z) = g(z) . Par conséquent, ¢ est paire sur D).

3. Lafonction h estdéfiniesur R.Pourtoutréel x, cos(3z 4 6m) = cos(3x) et
sin(2x + 4m) = sin(2xz). Donc Az + 27) = h{z) . Enrevanche, A{0) =1 et
h(r) = cos(3m) + sin(2m) = —1.Comme A(0 + m) 5 h(0), leréel m n'est pas une

période. La fonction /. est 24 -périodique, mais pas 7 -périodique.

4, Le dénominateur T — 1 s'annule seulement en 0, donc k est définie sur R*, qui est
symétrique. Pour T ?é (0 , on multiplie numérateur et dénominateur par &7 :

% T
- —r _ X __ —-re X _ xre- I,
k(—2)==r1—5=1-cr—3=er 1732
Ensuite, on calcule la différence : k{—ﬁ}—k{ﬁ}:%—x:I;—;[;“:[:].DOI'IC k

est paire sur R*.

Point de méthode : pour prouver la parité, on vérifie toujours d'abord que I'ensemble de définition est
symétrique par rapport a 0.
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Corrigé de I'exercice 2 : Transformations du graphe du

logarithme

1. Lafonction [ est définie pour £ >2.0na fl(it?:l = In{z — 2} +1, de la forme
flx —a)+b avec a =2et b =1 Lacourbede [, estlimage de cellede In
par la translation de vecteur ﬁ{ﬁ ; 1} ; son asymptote verticale devient la droite = = 2.

2. La fonction fg est définie pour 1 < . Sa courbe est la symétrique de celle de ], par
rapport a I'axe des ordonnées.

3. Pour >0, fBI:ﬂ?:l = —In = . La courbe de fg est la symétrique de celle de ]n par
rapport a I'axe des abscisses.

4. Lafonction [, estdéfiniesur 10, +oo[ .Sur [1,+oo[, Inz > 0,donc fy = In.sur
10,1[, Inz <0,donc fyq = —In.on garde la partie de la courbe au-dessus de
I'axe et on remplace I'autre par sa symétrique par rapport a I'axe des abscisses.

5. La fonction f5 est définie sur R* et paire. Sur 0, +oo[ , elle coincide avec 1n . Sa courbe
est donc la réunion de celle de ] et de sa symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.

6. Pour £ >0, fﬁ{:t?:l =In24Inz Dune part, c'est une translation verticale de vecteur
2(0; In 2) . D'autre part, fB{ﬂ?} = In(X £) avec X = 2, ce qui correspond a une affinité

horizontale de rapport % . Les deux transformations donnent la méme courbe.

La figure ci-dessous regroupe les six courbes obtenues. A gauche, on voit la translation et les deux
symétries ; & droite, les valeurs absolues et la courbe de  In(2z) .



5.0 -2.5 0.0 25 5.0

50 -25 0.0 25 5.0
— Inx — |n(—x) — |In x| —-== In(2x)
—_— In(x—2)+1 — In(1/x) — In|x|

Corrigé de I'exercice 3 : Fonctions monotones et fonctions

bornées

1. Pour toutréel =, (|| - 1)2 > (0,donc 1+ 2 > 2|z|.Endivisantpar 1+ £2>0,on

obtient |f(z)| < %.L'égalitéa lieu si et seulementsi x| =1.0r #(1) = % et
f(_l} = —% .Ainsi, | est bornée, de maximum % atteint en 1 et de minimum —%

atteinten -—1.

2. Lafonction g estdérivableet g/{z) =1+ cosx > 0.Donc g est croissante. Supposons
que g{@) = g(b) avec a < b .Alors § estconstantesur [a,b], car elle est croissante. Par
conséquent, g/ serait nulle sur [a, b].Or g’ ne s'annule qu'aux points isolés  + 2k .
C'est absurde, donc & est strictement croissante. Enfin, g{x) > = — 1, quitend vers oo .
La fonction ¢ est strictement croissante et non majorée.

3. Prenons u(z) = v(x) = =z, croissantes sur R.Alors wuw(zr) = 2, et
uv(—1) = 1>0 = ww(0).Donc uv n'est pas croissante. Supposons maintenant % et
croissantes et positives. Soient = < % .0na u{z) < u(y) et w(x) > 0, donc
u(r)u(r) < u(y)u(z). Deméme, v(x) < v(y) et wufy) = 0, donc
w(y)v(x) < u(yju(y). Par transitivité, uv(r) < uv(y) : le produit est croissant.

4. Soient f et § décroissantes, avec g o f définie.Si = < y,alors f(x) > f(y). Ensuite,
g renverse l'ordre, donc  g{f(x)} < g{f(y)). La composée g o f est croissante.
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Corrigé de I'exercice 4 : Calculs de dérivées

1. La fonction fl est un produit de fonctions dérivables. On obtient fi{a:} = 2re % —zle T,
Donc f{{:}:} = z(2 — z)e™ %,

2. Pourtoutréel =, x2+4+1>|z| > —z,donc £ 4 z241>0. Deplus, £241>0,
donc la racine est dérivable. La dérivée de la composée donne

ff (J}) _ 1+ \#55;54- if.fz—l—l + .
2\%) = TVeTH = Vo (o + Vo2 50)

1
T241"

Apres simplification, fé{x} =

3xd(14+52) — 2z - 23
(1+z2)?

3. Le dénominateur ne s'annule pas. La formule du quotient donne fé{a::l =
xd(x2 4 3)

Donc f’é{a:}: (1122

4. Oncompose % — cos(2x), de dérivée —2sin(2x), avec vy — 3. On obtient
ff&{i::' = —6cos?(2z)sin(27).

5. On écrit f5{:t?:l = e7In = omposée de fonctions dérivables sur |0, +co[ . La dérivée de
zlnz vaut lnx +1.Ainsi, f’é{aﬁ} =(lnz 41z,

. . / : S
6. Par produit et composée, fg{a:‘:l = cos £ e8I Tcog © — eS10 Tgin . Donc

f’é{a:} — esin 2(cos2 x — 5in ).

Corrigé de I'exercice 5 : Dérivée d'une fonction réciproque

1. Lafonction f est continue et dérivable sur R,avec f'(z) = 14 e¥ > 0. Elle est donc



strictement croissante. De plus, h% [ = —co et lﬁ% f= 0O D'aprés le théoréme de la
bijection, f réalise une bijection de R sur [.

. Comme f’ ne s'annule jamais, le théoreme de la dérivée réciproque s'applique en tout point.
1

1 _
Flo(y) — 14 sl

Pour tout réel ¥, E’I{y} =

.Ona f(0) =041=1,donc g(l) = 0.Ensuite g¢/(1) = 1—&&:'3' _ %.La tangente a
pour équation v = g(1} + g/(1)(x —1).Deméme, f(1) =14e,donc g{l+e =1 et
9'(1+¢ = 1—_}_E_.Ainsi, g() =10, ¢/(1) = %, la tangente est 1 = r—1 ot

2
1
g'(1+e) = I+e”

. Pourtout ¥, f{g(y}} = yI, c'est-a-dire g{y} + eg(y) = 7. Donc egf(y) =y — g(y:]En
reportant, g/(y) = T+ -0

. Le dénominateur 1 4y — g{y} =14+ eg(y} est dérivable et strictement positif. Par
1 — g/(y)

conséquent, g/ est dérivable, et g”{y} = —(1 ty— g(y:l)g. En ¥ = 1, on obtient
1) = 1—1/2 Donc /(1) = —L
gy = —97 g"(1) = —§-

Comme le montre la figure ci-dessous, la tangente de pente 2 & la courbe de  f en {D ; 1:1 devient, par
symétrie, la tangente de pente 1 alacourbede & en {1 ; D} .

2
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pente 1/2

—_— y=f(x)=Xx+¢e"
— y=rx

Corrigé de I'exercice 6 : Equations avec exponentielles,
logarithmes et puissances

1. Onpose t = e¥ >0 .L'équation devient 2 — 3¢ +2 = 0,soit (t —1)(t —2) = 0. Les
deux racines sont positives, donc T = 1 ou eT = 2 .Les solutionssont [ et |n 2.

2. lIfaut = >0et = >>1,s0it x =1.Surcetintervalle, I'équation équivaut a
In(z(r—1}) = In6,doncd £2 _x —6 = 0.Lesracinessont 3 et —2.Seulela
premiere vérifie x >>1.La solutionest 1 = 3.



3. Par définition, 2% — exln2 et g37—1 — Slz—1In 3. L'exponentielle est injective, donc
'équation équivauta ln 2 = (z—1)ln 3. Ainsi, z(ln3 —InZ) = In 3 . La solution est

. In 3 _ dmn3
T=3-In2 = in(3/3) ~ AL

4. Onpose + = 2% ~(.Alors 4% — ¢2 et 97+l — 53, L'équation devient
$2_9¢+ _8 =0,s0it (t—4)(t+2) =0.Comme t>0,ona ¢ = 4.La solution
est r = 2.

5. Pour x == 0, on prend le logarithme des deux membres, qui sont strictement positifs. On obtient

VvEln z = zlnvd = %ln x .Donc In :E(JT - %) = 0 . Le premier facteur s'annule pour

x = 1. Lesecond s'écrit E(l — %) et s'annule pour & = 2 .0n vérifie que

42 — 16 — 9%. Les solutions sont 1 et 4.

Corrigé de I'exercice 7 : Limites par croissances comparées

1. Avec & = 3 et JS
limite vaut 0.

= % , le théoréme des croissances comparées s'applique directement. La

lim zlnz =0
r— 0t
de I'exponentielle en 0, la limite vaut =0 — 1.

2. Onécrit £ = axlnx . Or par croissances comparées. Par continuité

3. Onécrit ,1/2 _ Jnz/x Comme lnT“’ _v 0 en ~+oo, lalimite vaut 1.

T u
4, On pose % = &, quitendvers —co. Alors % = % . Or
I i

w10

T 0t . Donc la limite

vaut oo,

5. Onpose 1 — e—t,avec ¥ — —oo quand 5+ —s 0t . Alors :J:{ln x}g = t2g—1, qui
tend vers 0. La limite vaut 0.

6. On factorise par T au numérateur et au dénominateur :

e? — g3 1 —g3e T
eT+1Ilnax — 1+1Ilnzxe %

Par croissances comparées, r3e—T —3 O et lnx e T — (. La limite vaut 1.
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Point de méthode : devant une forme indéterminée, on factorise par le terme dominant, puis on invoque
les croissances comparées.

Corrigé de I'exercice 8 : Les inégalités fondamentales et la
somme harmonique

1. Soit ¢(x) = e* —1 — x . Elle est dérivable et @/(x) = T — 1. Cette dérivée est négative
sur |—oo, 0] et positive sur [0, +oo[ . Donc % admet un minimum en 0, égal & {0) = 0.
Ainsi, e¥ > 14 x . Ensuite, pour x > —1, on applique ce résultat au réel In{l+z) :

14z >1+4+In(l4x) . Donc e* > 1+ sur R et In{l+zx) < = sur |-1, +oof.

T

2. Soit x > —1.0n pose Y = —1qz Alors 1—|—y:1_|%r::=-[],donc y > —1 . La question

précédente donne ln(l—i%,r) < _l—l—ia:' En changeant de signe, In{l+z) > l—l—ia:
3. On applique la premiére inégalitéa —x : e~ * > 1—x.Si x <1, lesdeux membres sont
strictement positifs. La fonction inverse étant décroissante sur ]D, —|—00[ , on obtient

1
e? < 1—=zx°

4. Pour k& > 1, la question 1 donne ln(l + %) < % or ln(l + %) = In(k+1) —In &k . En

sommant pour k dela 7, lasomme télescopique vaut In(n+1).Donc In(n+1) < H,.
1/k 1
141/~ k+1°
n —1,onobtient Inn > H, —1. Finalement, In{n+1) < H, <1+4+Ilnn.

Par ailleurs, la question 2 donne ln(l + %) = En sommant pour % dela

5. Comme In{(n+1) = 4oo,ona Hy — 400 . Pour n > 2,ondivisepar Inn>0 :

In(n+1) H,
Inn

1
In n < Sm_l_l‘

Or 1n1(n+1j — ln(ll—i——lfnj qui tend vers 1. Le théoréme des gendarmes conclut. Ainsi,
nn nn

Inm

La figure ci-dessous interprete I'inégalité de gauche. Les rectangles de largeur 1 et de hauteur %

recouvrent I'aire sous la courbe ¥ = 1/x entrelet n +1,quivaut In{n+1).



1.2 =1

10 rectangles d'aire 1/k aire In(n + 1)

0.8 -
0.6 1

0.4 1

0.2 -

Corrigé de I'exercice 9 : Inégalités par étude de fonction

1. Posons () = In(14+x) — = + E—Z sur [0, oo . Alors

1 1-(1+2z)+ z(l+x) 2
t‘ol($)=l—|——£_1+.ﬂ;'= 1+x =13_—$20

Donc ¢ est croissante et () > @(0) = 0.De méme, ¥(z) = = —In(l+4zx) a pour
dérivée 1—|—i¢ > 0 et (0) = 0.Ainsi, x— %? < In(14x) € = pourtout = > 0.

2. Avec £ = 0,1, onobtient 0,1 — 0,005 < In{1,1} < 0,1 .Donc 0,095 < In(1,1) < 0,1 .

3. Soit w(w) =z —sinz.Alors v/(z) =1—-cosz >0 et v{0)=0,donc v =0 sur
[0, +oo[ . Ensuite, soit u(r) = cosc —1+ %2 .Sadérivée u/(x) = £ —sin z est
positive sur [0, +oo[ . Donc  est croissante sur cet intervalle, et u(z) > u(0) = 0. Enfin,
2 est paire, donc I'inégalité vaut aussi pour = < (0. Par conséquent, sin x < I sur
[0, +oo[ et cosz > 1_%2 sur R.

4. Lafonction % est dérivable sur ]D, %] et ol (z) = &;ﬂ avec N(x) = zcosz —sinz.
x
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or N'(x) = cosz —zsinz —cosz = —zsinz <0 sur ]D, E] .Comme N(0) =0,
ona IN(z) < 0 surcetintervalle. Ainsi, % est strictement décroissante. Par conséquent,
> m
#(z) 2 o3

Donc gip x > %= sur [D, E—T]

E—r . En multipliant par z == 0, on obtient l'inégalité ; elle est aussi vraie en 0.

[

Az

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe du sinus reste coincée entre la corde y =5 etla

tangente ¥ = L.

1.6' —_——— y=x

1.4 - - Yy =5S5InX ”,f
—_— y:2x/n' Rl

1.2 - e

1.0- .n”

0.8' ’f,

0.6' 2

0.4 -

0.2 1

Corrigé de I'exercice 10 : Comparer e puissance m et t

puissance e

—lIlnzx

1. Lafonction A est dérivable sur |0, +oof et A'(x) = L —3 - Cette dérivée est positive sur



10, €] et négative sur [e, +oo[ . Deplus, A{r) = —co en gt ,car lnx — —oo et
,:1_1: — Joo.Enfin, Alz) — 0 en oo par croissances comparées. Ainsi, A croit
strictement sur |0, €], décroit strictement sur [e, +oo[ , et son maximum vaut

A = -

2. Comme 1 ?é e et que le maximum n'est atteint qu'en e, on a h[:ﬂ':] < % Donc elnr < 1, soit
In(#&) < In(e™) . Le logarithme est strictement croissant. Par conséquent, % < &',

3. Onabien 24 — 16 — 42.Si b — 3% ,alors blna = aln b, puis en divisant par
ab>0, h{a) = A(b).Or h estinjectivesur ]0,¢] etsur [e,+oo[ .Si @ et b étaient
tous deux dans le méme intervalle, on aurait ¢ = & .Donc o < e < b.

4. D'aprés la question précédente, a <e,donc @ € {1,2}.Si @ =1 ,alors | — pl,donc
b = 1,cequicontredit & =>a.Si @ = 2,alors & estl'unique réel de [e, —|—co[ tel que

_ o In 4 In 2
h(b) = h(2), par injectivité. Comme A (4) = I =5 =h(@) . ona b =4.leseul
coupleest (a,0) = (2,4).
La figure ci-dessous montre le maximum de A en e. La droite horizontale 1 = % coupe la courbe

exactement en 2 et en 4, de part et d'autre de e.

(e;1/e)

0.4

-0.4 - —— h(x) =Inx/x
---= y=1In2/2

—0.6 " : : - - : : : -
1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Corrigé de I'exercice 11 : Valeurs et simplifications avec Arcsin,

Arccos, Arctan

]
cos(—%r) = -:os%"r avec %’T c [[j, ?r] . Enfin, ta,n?ﬂTerr = -1 = ta,n(—fi—r) , avec
—T_i—r = —%! E—T[ . Les valeurs sont —% , %‘T et —g .

2. 0na sin{fm —3) = sin3 et m—3 & 0,14 appartient [—E—T! %] . Par ailleurs,
cos(2m —4) = cos4 et 2w —4 2 2,28 appartienta [0, ] . Donc
Arcsin(sin3) = m —3 et Arccos(cos4) = 2m — 4.

3. Posons # = Arcsin x € [—%! %].Alors cosd = 0 ,donc cpgf = 1 — £2.51 |z <1
, cosd >0 et tand = ‘Jr—ﬁ . Enfin, posons &« = Arctan = .Ona cosa >0 et

caiﬂa = 1+ tan?a = 14 £2 . Ainsi, cos(Arcsin z) = V1-z2,
: gz o
tan{Arcsin z) = fi—: et cos(Arctan z) = .

4. Posons o = Arctan x .Alors sin(2a) = 2sinacosa = Jtanacosie . Or
_ 3z
- 14-x2°

1 )
cosda = T4 22 Donc sin(2 Arctan x)

Corrigé de l'exercice 12 : Relations entre fonctions circulaires

réciproques

1. Soit = € ]-1,1[ et & = Arccos = € |0, n[.Ladérivéede cos en § vaut —sind,
avec gind = 1 — £2 = 0. Le théoréme de la dérivée réciproque donne

Arccos'(z) = —ﬁ. De méme, si & = Arctan z ,alors 1
! — — ! —
tan(o) = 1+ tan?a = 14+ 22+ 0.Donc Arccos'(z) = 0 et
Arctan’(z) = a3
2. Soit & = Arccos x € [0,] . Alors m —8 € [0,7] et cos(m —8) = —cosf = —zx .

Par unicité de I'angle de [0, 7r] de cosinus —z,ona Arccos{—z) = m — Arccos =,



3. Lafonction s{z) = Arcsin z + Arccos x estdérivable sur ]—1,1[, de dérivée
1 1

Vi—z2 Vi—z2 " . i

bornes, s{1) = 5 +0 et s(—1) = —5 +m . Ainsi, Arcsin x + Arccos z = 5 sur

[-1,1].

= 0. Surcetintervalle, S estdonc constante, égale a s(0) = 0+ 7. Aux

4. Pour x ?é 0, la dérivée de la composée donne

foon 1, f_ 1N_1 1 1  _
Y(e) = 1752 *’( m2)14—1/m2'— Tz2 " 21 =Y

Donc ) est constante sur chacun des intervalles |0, +0o[ et ]—oo,0[ . Or
P(l) = 2 fr% = % et, par imparité, (-1} = —;—T.Ainsi, Yixr) = % si >0 et
W(z) = —5 si z < 0. Une dérivée nulle n'entraine la constance que sur un intervalle ; or
E* n'en est pas un.

La figure ci-dessous illustre ce saut : la somme vaut —% a gauche de 0 et % a droite.

/2 - —
O 1T ‘,.'(/
___________ e = Arctan x + Arctan (1/x)
—n/2{ = D ---—- Arctanx
-------- Arctan (1/x)
-6 —4 -2 0 2 4 6

Point de méthode : apres avoir trouvé une dérivée nulle, vérifiez que I'ensemble d'étude est un
intervalle, sinon fixez une constante par intervalle.
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Corrigé de I'exercice 13 : Equations avec Arctan

1. Posons g —= Ar-:ta,n% et b = Arctan % .Comme 0 < % {% <. 1 et que Arctan est

croissante,ona @,b € ]D, %[ .Donc a+b € ]D, %[ La formule d'addition donne

_ tana+tanbd _ 1/2+1/3  5/6
tan(a-l'b)_l—ta,nata,nb — 1-1/6 _%_1'

Le seul angle de ]D, E[ de tangente 1 est %, d'ou I'égalité.

2. Posons @ = Arctan 2 et b = Arctan 3.Comme 2>1et 3>>1,0na

a,b € E! ;—T[ ,donc a+b e E! *rr[ .Ensuite, tan(a + ) = % — —1.0rleseul
angle de E! 7| detangente —1 est %‘T Donc Arctan 2 + Arctan 3 = %‘T

3. Lafonction § est continue et strictement croissante sur [, comme somme de deux telles
fonctions. De plus, elle tend vers —1 en —o& etvers T en - . Elle réalise donc une
bijection de R sur ]—, #[ , qui contient E—T.Ainsi, I'équation admet une unique solution .
comme S(0) =0<% . ,ona %y>0.Ensuite, Arctan(2zy) = 7 — Arctan =, etce

dernier angle appartient a ]_?ﬁl_r] %[ . En prenant la tangente :

2 120, 500t 202 + 3 1 =0
LT = 7 1 - 1501 xI Xrao — — .
0 =17z, 0T 9%
Les racines sont %ﬁ , et une seule est positive. L'unique solution est
g =072 028

Corrigé de I'exercice 14 : Etude de Arcsin(2xv(1 — x2))

1. Laracine impose = € [—1,1].Ensuite, I'négalité 2ab < a2 + b2 appliquéed a = |z| et
b = J1—x2 donne |g$m| < £2 11— £2 = 1. Donc Arcsin s'applique. Enfin,
I'expression intérieure est impaire et AEsin est impaire. Ainsi, f est définie sur [—1, 1] et
impaire.



2. Avec 8 = Arcsin = € [—%! E—T],ona x = sinf et Vi—12 — cosf,car cosd = 0.
Donc 2zv1-z2 = 2sinfcosd = sin(26) .

3. Ona f(z) = Arcsin(sin 28),avec 28 € [—m, 7] . Trois cas se présentent.
°oSi g € |:—§:l g] alors & € [—%1 g] et 248 ¢ [_E—T: %] . Donc f{ag:, — 28

o Sj ;]_’;E|:§:I },alors ESE[%’W].OF W—ESE[D,%

Donc flz) = m —28.

| I

et sin{m —28) = sin 26.

oSi g £ [—1, —g] , I'imparité donne f{a:} = —f{—g;} — —g — 928,

Finalement, f(r) = 2 Arcsin = aucentre, f(zr) = m —2 Arcsin = a droite et
flz) = —m — 2 Arcsin £ a gauche.

02
4. Posons w(x) = 2xv1—x2 . Sur 1-1,1[, w!(z) = 2W/1-x2 272 _ Al—2s j.Par

CVI=z2 T 1—z2
ailleurs, 1 —w(z)? = 1 —4z2 + 454 = (1 - 252)%. Hors de j:g yona |wlz)| <1,

w!(x) 2(1 —2z2)
F(®) = =oio? = Ae?l - 247

Ainsi, f'(x) = ﬁ si |z {% et f'(z) = —ﬁ si |$|}§,ce qui concorde

avec les dérivées des trois expressions trouvées.

5. En /2 la dérivée a gauche de 2 Arcsin vaut —;2— = 2V2 . En revanche, la dérivée a droite
2 ’ 1}.!'2 ’
de a1 — 2 Arcsin vaut —24% . Ces deux nombres différent. La fonction f n'est pas
dérivable en % : sa courbe présente un point anguleux. Aux bornes 41, elle admet des

tangentes verticales.

La figure ci-dessous montre la courbe obtenue. Elle suit 2 Arcsin x au centre, puis redescend vers 0
en =1 apres les deux points anguleux.
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m{ — fix) = Arcsin(2xV'1 - x2) !
=== 2Arcsinx : ;
212
/2 -
0
—n/2q 5, ¢
—V2/2-7
_r!' - 1

~1.00-0.75-0.50-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Corrigé de I'exercice 15 : Formulaire hyperbolique

1. Onfactorise: ch?z —sh?z = (chz—shz)chz+4+sha).Or chx4sho =e”
et chz—she =e7%.Donc ch2y _ghie =1.

2. On développe le second membre :

4(chachb+shashb)=(ef+e %) (el +eb)+(e®—e9)(eb-eb)= 2e0tbh 4 9e—a-b,

Les termes croisés se compensent. En divisant par 4, on trouve ch{a—I—b}. Le méme calcul, avec
des signes adaptés, donne la formule pour sh. Les deux formules d'addition sont démontrées.

3. Avec g = b = z,onobtient sh(2z) = 2sh zch z et ch(2z) = ch?z +sh? .
Ensuite, on remplace gh? x par ch? s —1.Donc ch(2r) = 2 ch?zr —1.

sh{a+b)
chlatb) P

4. On divise numérateur et dénominateur de ch a ch & >0 .0n obtient



th a + th b
thG+b) = T n ath -

5.0na elnd = 3 et e—ln3:%.Donc ch(ln 3) %(3—#%):%9"

n
2

sh(ln 3) = %(3 — %) = % . On vérifie que 55 —% — 1. Enfin,
42— la"fz 3 .. 5 4 2
th(ln2) = 5 i3~ 5 (Ainsi, ch(ln3) =5, sh(In3) =3 et th(ln2) =¢.

6.0na (ch z +sh z)" = (e)" = en%.0r ™ = ch(nz) + sh(nz), d'oi I'égalité.

Corrigé de I'exercice 16 : Equations hyperboliques et fonction

argument sinus hyperbolique

. Onpose 1 = e =0 .L'équation sh r = % devient t—% = %,soit 2%2 _ 3+ -9 =0
. Les racines sont 2 et —% ,donc ¢t = 2 .Ensuite, ch z = % devient ¢ -|-% = g,soit
2t4 _ bt + 2 = 0. Lesracinessont 2 et % , toutes deux positives. La premiére équation a
pour solution |n 2 ; la seconde a pour solutions |n 2 et —In 2.

.0Ona 3chr—sh o = Bt—i_wt;t—i_lﬁ — t_|_%.L'équationdevient 13—314_2 =0

, de racines 1 et 2. Les solutions sont (] et |p 2.0n vérifie: 3 % — % = 3.

. La fonction sh est continue et strictement croissante, car sk’ = ch ~ () . Elletend vers —+co
en oo, donc elle est bijective de R sur R.Pour ¥ réel, I'équation sh = = y s'écrit
t2 — 2yt —1 = 0 avec t = e¥ . Le produit des racines vaut —1, donc une seule est

positive : £ = y +\/y2+1. Ainsi, Argsh y = In(y +/y2+1) .

: . _ : 1
. D'une part, I'exercice 4 a donné la dérivée de cette expression : T+g2 - D'autre part, avec

z = Argsh v, ona Argsh’{y} = ﬁ.Or chz>0et

2 _ 2 p = 42 ' 'y) = 7=
ch*z =14sh*x =14 y+. Les deux méthodes donnent Argsh {y} Jity2®
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C L] 7 I II L] ]Z - I l I I Il l
réciproque

1. La fonction th est le quotient d'une fonction impaire par une fonction paire, donc elle est impaire. La

ch? —sh? 1
ch? T ch®

— 1 — th?, on a les deux formes. Cette dérivée est strictement positive. Enfin,

formule du quotient donne th! = En écrivant aussi
ch? — gh?

ch? ] -
_ l—e—2s
the =170

limites —l et 1.

— 1 en —co. La fonction th est impaire, strictement croissante, de

2. Soit w(z) =« —th . Alors w/(r) =1-(1-th?z) =th?z >0et w@) =0.
Donc th £ < x pourtout = = 0,

3. La fonction th est continue, strictement croissante, de limites - 1. Elle est donc bijective de [

sur J=1,1[ . pour y € 11,1, réquation 24 =

équivauta e2#(1—vy) =1+ y.
1
Ainsi, Argth y = %ln(lt—g)

4, Avec = = Argth y,ona th’;{a:j =1-—y2 ?‘é 0 . Par le théoréme de la dérivée réciproque,

Argth’(y) = T _l.yg . De plus, la fonction [ de I'exercice 1 vérifie f = 2 Argth

sur |—1,1[, ce qui explique & nouveau son imparité.

Corrigé de I'exercice 18 : Dérivation d'une fonction a valeurs

complexes

1. Avec (1) = (@ +12)t,ona @/(t) = a2, donc f£/(t) = (@ + 1)@, vérifions
avec f(t) = effcos ¢ + ¢ e¥sin ¢. La dérivée vaut
e@(gcos t —sin t) + 2 e {asin £ + cost).Or
(@ 4 2){cost +1sint) = (acost —sin ) + ¢(asin ¢ + cos t) . Les deux calculs
donnent f’{t} = (@ +12)f(¢) .
1 a—z1

elati)d dérivé f o B
o a pour dérivée f.0r —— = 277

2. Comme a + 3 ?é 0, la fonction F(t) =

Donc



el

F(t) = GQ—_H({ZECDS t +sint +i(asint — cos t)).

Les parties réelle et imaginaire de F' sont des primitives de celles de f Ainsi,

ai t int C al(ggin + — t
i — F (aczsg_l__l'_ éin ¢) est une primitive de catcng ¢, et + ea¥(asin cos 1) une

a2+1
primitive de eaigin #.

3. 0na |f(t)] = eat [ert| = eat . pour a = —0,15, le module décroit vers 0 tandis que
I'argument £ augmente. Le point tourne donc en se rapprochant de l'origine : c'est une spirale.
!
Ensuite, J}TS} — @ 4+ z nedépend pas de t.Par conséquent, I'angle entre le rayon f(t}

et le vecteur dérivé f"{t} est constant, égal a un argument de o -+ z . Cette propriété
caractérise la spirale logarithmique.

4. 0na g2m)—g(0) =1-1=0.0r 27 g/()| = 2m |s etc| = 2 ?‘é 0. Aucun réel ¢
ne convient : I'égalité des accroissements finis ne s'étend pas aux fonctions complexes.

5. Avec () = £ +1412,0ona @/(t) = 1 + 24t . Donc la dérivée vaut (1 4 27¢) et + @%,

Corrigé de I'exercice 19 : Etude compléte de x exp(1/x)

1. La fonction est définie suru[ﬁ*.En +eo, G/ _y 1, donc f{:l::lu—> +00. Posons 4, = L
, de sorte que  f(x) = S .Quand £ — 0t, u — 4o et & 3 4oo parcroissances
comparées. Quand £ — 0 , U — —0o, ¥ — (et % — ). Les limites sont —C0

en —co, +ooen +oo, Oen [ et +coen (Ot

_;'I-'
z—1 :positifsur ]—oo, 0] , négatifsur 10, 1[ , positif sur ]I, +-co[ . Donc f croit de
—o0 a0sur |—oo0,0[,décroitde +oco a e sur |0,1], puis croitde e a +oo
sur [1,4oof.

2. Par produit et composée, f’r{,:p} = ol/= + ;p( %)elﬁr = ‘TT_I /% e signe est celui de

3. Avec gz =Lona flr)—r-1=%-L_1=2=1=% quand = = +co,
| ¥ — | ¥ I | ¥
w—0.0r & ,& “:Eul_l,etEul_;»expf{[j}zl.Donc

flz)—(z +1) = 0 :ladroite ¥ = £ +1 estasymptoteen oo .

4. D'aprés l'inégalité e™ > 1 + wu , stricte pour u ?é 0, le numérateur est strictement positif. Le
signede f{z) — (x+1) estdonc celuide wu,c'est-a-dire celuide Z.La courbe est au-
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dessus de I'asymptote pour 1 > et au-dessous pour = < 0.

La figure ci-dessous résume |'étude : le minimum local {1 ; e:l , la branche qui rejoint I'origine par la
gauche et I'asymptote oblique.

— fix) =xelX
641 ---- asymptotey=x+1

Corrigé de I'exercice 20 : Angle de vue optimal

1. Notons @ I'angle entre I'horizontale et la droite qui joint I'eeil au bord supérieur, et ,3 celui vers

le bord inférieur. Dans les triangles rectangles, tano — % et tanf = }—r,avec

o, B € ]D, %[ Donc §(r) = o — § = Arctan % — Arctan %

2. Quand x — 0T, les deux arguments tendent vers oo et chaque Arctan tend vers %



Quand z — 400, chaque Arctan tend vers 0. Dans les deux cas, 8(z) — 0.

Lo 1
3. Pour ¢ >0,ladérivéede £ — Arctan f—r vaut —ﬁ-l ¥ c2/x2 = —52 _ci_ -3 - bonc

6 (0) = —L— — 4 _ z2+16-—4z2-4 _  3(4—z2)
T z241 224167 (z?241)(z2416) T (z?+1)(z2416)

.

Ainsi, § est strictement croissante sur |0, 2] et strictement décroissante sur

[2, +oo] .
4, Le maximum est atteinten 1 = 2 etvaut .5'(2) = Arctan 2 — Arctan% .C'est la
différence de deux angles de ]D, %[ , donc il appartient a ]—E—T! %[ . De plus, il est positif, car

2—1/3
Arctan est croissante. De plus, tand(2) = m = % . Le visiteur doit se placer a2 m

du mur, et I'angle maximal vaut Arctan% ~~ 0,64 rad, soit environ 36,29 degrés.

La figure ci-dessous montre la fonction @ : nulle aux deux extrémités, elle atteint son maximum en

r=2.

0.8 -

maximum Arctan(3/4) = 0,64 rad

angle (rad)

— O(x) = Arctan (4/x) — Arctan(1/x)

0.0 i . . . . .
0 2 4 6 8 10 12

distance x au mur (m)
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Point de méthode : on remarque que la distance optimale 2 = 1 ¥ 4 est la moyenne géométrique
des deux hauteurs.

Corrigé de I'exercice 21 : Trois expressions d'une méme

fonction

1. Les fonctions sh, exp et Arctan sont dérivables sur [, donc & et (& aussi. Ensuite,
|th z| <1 et Arcsin est dérivable sur ]—1, 1] . Par composition, F', G et H sont
définies et dérivables sur [.

, / __¢hxr  c¢hx 1 .

2. D'abord, Fl::t?}_1+Sh2$_ch2$_ch$.Enswte,
Jes _ _2eT yi 1 . Jes  1—th?z 7
G{g:}_1+E2$_E_£+E$_Ch$.Enﬁn, H'(z) = — 1. 1 —th?z.0Or
PN B | C s
1—th*z = e et ch = = 0. Les trois dérivées valent S

3. Les fonctions F' — (F et F — H ontune dérivée nulle sur l'intervalle [ . Elles sont donc
constantes. Or F'(0) = Arctan 0 =0, G({0) = 2 x f_l—r —E—T = 0et H({U) = 0.Donc
F=G=H sur E.

4, La fonction F' estimpaire, comme composée de deux fonctions impaires. Sa dérivée i est

strictement positive, donc ' est strictement croissante. Qquand = — +oo, sh £ — “co

et F(z) — 5 .Parimparité, F(x) - —7 en —co . Continue et strictement croissante,
i

F' réalise une bijection de [ sur ] 2[ .

5. Comme F' = H ,ona sin{F(z)) = sin(Arcsin{th =j) = th = . De plus,

F(z) € ]—E—T!%[,donc cos(F(z)) >0, et cos(F(z)) = V1 —th?z = L soit

ch o

maintenant y = F(z).Alors tany = sh x, donc
r = Argsh{tany) = ln(tan y+y1+tan?y).0or /1 +tanZy = ﬁ , puisque

cosy > 0. Ainsi, F—l{y) = ln(tan v+ ﬁ

Comme le montre la figure ci-dessous, les trois courbes sont confondues. Elles ont pour tangente
—_ ki
Y = X en 0 et pour asymptotes iy = :I:E .



L s E

m— Arctan(sh x)

e ———— oo 2Arctan(e) —m/2

—4 -2 0 2 4

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme, la fonction (1 + 1/x)

puissance x

Partie A.

1. Soit (u) = u —In(1+w) sur [0, +cof . Sadérivée 77— eststrictement positive sur
|0, +o0[ . Donc ¥ est strictement croissante sur [0, +co[ et ¢(u) > ©(0) = 0 pour
1 > 0. De méme, soit () = In{14+u) — l—kiu On calcule

/ 1 1 u
VW =1 Tt (1_‘_“)2}9 pour u >0.Comme (0} =0, ona

P(u) > 0. Donc H_iﬂ <In{l4u) < u pourtout = > 0.

Partie B.

1. Pour £ >0, g(r)= $(1n{3:—|-1} —In a:) . Par la formule du produit :
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g'(z) = 1]:1(1 + %) + $(%+1 — %) = 1]:1(1 + %) — %H

1
On applique la partie A avec 4, — :1_1: ~0 ln(l + 51—]:) >3 -|—f1$f;r — a:—ll—l' Donc g/(x) >0,

et f = ef est strictement croissante.

2. en gt , g(z) = zln(z+1) —zlnx .or zln(z+1) - 0 et zlnz — 0 par

croissances comparées. Donc  g{x) — 0 .En +00,onpose 4 — % _ ot . Alors
g(x) = 1“':%;_“) , qui tend vers la dérivée de In{1 4+ -) en 0, soit 1. Par continuité de

I'exponentielle, f(xr) —+ 1 en 1+ et f(r) =+ ¢ en +oo.

Partie C.

1. Ona Inkfr) = ,:1;_|_1:,1n(1 + }T:) . Sa dérivée vaut

ln(l + ,:l_r) -+ {,:t:—|—1:|($+|_1 — ,:l_r) = ln(l + ,:l_r) — % Par la partie A, cette quantité est
strictement négative. Donc k est strictement décroissante. En 7+, ln(l + ;1‘1:) — Joo et

z+1—1,donc & = +co.En oo, Ink(z) = g{£}+1n(1_|_}—r) — 1 4+ (0 - Ainsi,
k décroit strictementde oo a e,

2. Soit x > (. La fonction f est croissante, donc f{y} < e pour tout ¥, par passage a la
limite. Par stricte croissance, f(z) < f(z+1) < e.De méme, k étant strictement décroissante

de limite e, k(z) > k(r+1) > e.Donc (1 + }_r)m cec (1 4 }_r)$+1.

3. Pour n = 1, laquestion précédente donne 0 < e — f{n) < k(n) — f(n).or

kin) — f(n) = Ji{n}(l 4L 1) = @ .Deplus, f(n)<e<3.Donc

Dﬂie—(l—l—%) i%'

4. Avec x =10,ona f(10) = 1,110 et £(10) = 1,111. comme 1,110 > 2593 et
1,111 < 2,854 , on obtient 2,533 < e < 2,854, Cet encadrement reste grossier, car la

convergence est lente, en %

La figure ci-dessous montre les deux fonctions de part et d'autre de la droite ¥ = € . Les points
marqués correspondent aux entiers ¥, et I'écart se resserre lentement.



5.0
— f(x) = (1 + 1/x)* croissante

4.5 - —— (1 + 1/x)** ! décroissante

4.0 -

—— y:e

2.0 -
1.5
1.0 1

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

12

Le cours : fonctions usuelles, cours de maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur fonctions usuelles

A maitriser avant : Trigonométrie et fonctions circulaires

Chapitre précédent : Nombres complexes et exponentielle complexe

Chapitre suivant : Primitives et calcul intégral

Le méme théme en L1 : fonctions usuelles, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre
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