Corrigés des exercices de maths en L1

Fonctions usuelles

Corrigé de I'exercice 1 : Equations et inéquations avec In et exp

1. L'équationaunsenssi >0 et = —2 >0, doncpour x == 2.Surcedomaine,
In(z) + In{z — 2) = In{x(z—2)) . Comme In estinjective, I'équation équivaut a
rd _9¢ = 3,50t 2 _ 94 —3 = 0.Lesracinessont 3 et —1.Orseule 3 vérifie
£ > 2. L'unique solutionest + = 3.

2. Onpose X = e > 0.L'équation devient X2 _3X +2 = 0, soit
(X —1)(X —2) = 0.Ainsi ef =1 ou e = 2.Les solutionssont x = 0 et
r = In2.

3. llfaut 2z —1>0et =z 4+3>0,donc = = L . Sur ce domaine, |n est strictement
croissante, donc I'inéquation équivauta 2x —1 < x£ 4 3, c'est-a-dire £ < 4. L'ensemble

des solutions est E: 4} .

4. Les deux membres sont strictement positifs. On compose par In , qui est injective :

zln2 = (zr —1In3.Donc z{In3—1In2) = In3 .Comme 1n3?§1n2,onobtient
. In 3 _ Ina
T=n3a—Tn2~ (32"

Point de méthode : on écrit toujours le domaine avant de combiner des logarithmes, car
Infwb) =Ina +1Inbd exige a>0et b>0.

Corrigé de l'exercice 2 : Fonctions puissances et étude de x

puissance x
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1. Par définition, V2 — v2ln = pour x > 0. Cette fonction est dérivable sur |0, +oo[
comme composée, de dérivée \.@xﬁ — 1.Ensuite, 32ln + — —oo quand ¢ — 01, donc
V2 4 [ . On prolonge ainsi par continuité en posant (W2 — (. De plus, le taux
d'accroissement en 0 vaut 5'??"@ — ¥2—1.0r 2 —1>0,donccetauxtend vers 0. Le

prolongement est dérivable en 0, de dérivée nulle. Par ailleurs, 9% — gzln 2 est dérivable
sur [ et {E‘T}I —ln2-2%.

2. Onécrit f(x) = e*In ¥ Ladérivéede zln z est Inz 41 . Parconséquent,
ffliﬂ?:l = (Inz + 1)zT.Comme =% >0, lesigne de f’ estceluide Inx +1.Ce
facteur est négatif pour = < 1/e et positif pour x >1/e. Ainsi, [ décroitsur ]0,1/e],
croit sur [1/&', —|—r:o[ , et son minimum vaut f(l/g:] — E—l,-’e ~ 0,69

3. Par croissances comparées, xln x — 0 quand s+ —s 07T . Par continuité de I'exponentielle,
flz) = €9 = 1.En +oo,enrevanche, zlnx — +co,donc f{z) =+ +oo. La
fonction f se prolonge par continuité en 0 en posant fl:[]:l =1.

4, Pour 0 < x < 1,posons v = zln x . Alors u?é[] et

f(l’)_l_e”—l u _e*—-1

T — il T - il 111:17,

Quand g — pt,ona w — 0, donc E”u_l —3 1, quiestladérivéede £*P en0.Or
In £ — —oo . Le taux d'accroissement tend vers —oC : le prolongement n'est pas

dérivable en 0, et la courbe admet au point (0, 1} une demi-tangente verticale.

La courbe ci-dessous résume cette étude : elle part du point I:D, 1} avec une tangente verticale, descend
jusqu'au minimum, puis remonte en passant par {1, 1} .
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Corrigé de I'exercice 3 : Limites par croissances comparées

1. Cestlecas o« = 3, 8 = 1 duthéoréme des croissances comparées. La limite vaut 0.

2.0na z(ln ,;1::12 = zlfn :1;|2 .Le théoremeen [t ,avec § =1 et & = 2, donne une
limite nulle.

3. L'exponentielle I'emporte sur toute puissance : oz — 0. La limite vaut 0.

4. On factorise les termes dominants :

et — g3 et 1—g3e %

2 — 2 In «
z<+Inzx T 1+ 2

D'une part, x3e—T% — () et 12_2,:1: — [0, donc le second facteur tend vers 1. D'autre part,
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T

2 .-
:—$ — 0t , donc j:? — +oo. La limite vaut H-co.

5.0npose t = —x — o0 . Alors ze¥ = —i , qui tend vers 0. La limite vaut 0.

6. Onécrit ,.1/x

. lnz or lnTﬂ: —3 0, et I'exponentielle est continue en 0. La limite vaut 1.

= &

Corrigé de I'exercice 4 : Formes indéterminées plus délicates

T
1. C'est une forme 1°° . On écrit (1 _|_%) _ rIn(l+1/2) Avec u = 1/z — 0T ,ona

:J:ln{l + 1,/1;:, — h-“:lﬂ;ﬂj —y 1. Par continuité de I'exponentielle, la limite vaut €.
.. glor ] 2_ ; In x)? i
2. On écrit T = E': n ) T . Ensuite, {ln :E:IE —r = z\* > ) _1)- Par croissances

. 2 .
comparées, ':ln;’:' _, (- doncl'exposant tend vers  —0o0 . La limite vaut 0.

3.0na VT = ¥Tlnx  Or JEln r = I;lfgln r — (0 €en 0t , par croissances comparées.
La limite vaut 0 — 7.

4. On factorise e dans le logarithme : In{1 + e%) = z + In{1 + %) . Donc
M — 14+ lmil—;—e—“"?) . Le numérateur du dernier quotienttend vers |n1 = 0 .La

limite vaut 1.

5. Deméme, In(z2+1) = 2lnz + ln(l + é) .Pour x =1, on obtient
In(z24+1) 9+ In(1+1/x2)

In x - In =
limite vaut 2.

. Le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers —co . La

Point de méthode : dans un logarithme, on factorise par le terme dominant, puis on sépare avec

Inf@d) =lna +1Inbd.

Corrigé de I'exercice 5 : Inégalités classiques




1. Posons f{r) = e —1 — z_ Elle est dérivable et /() = e — 1. Cette dérivée est

strictement négative sur ]—Co, D[ et strictement positive sur ]D, +00[ .Donc ¥ est

strictement décroissante sur |—0co, 0] et strictement croissante sur [0, +-00[ . Son minimum

est @(0) = 0, atteint seulement en 0. Ainsi e® > 1 + x , avec égalité si et seulement si
r=0.

. Pour x > —1,onappliquelaquestionla uy = ln{l + :L?:l . e¥ > 14wy, soit
142z >14+In(l14+2).ponc In(l+z) < = pourtout £ > —1.

1
1+22 =1 -|- 2
Donc  est croissante et u{x) > w(0) = 0. Ensuite, soit u(r) = arctanz — x 4= 2

. Soit u(x) = x —arctan z sur [0, +oo[.Ona uw(r) =1-

> 0.

On calcule
(o) = 1 _ 14 2_1—(1+£2)+$2(1+3:2) zt 5
v 1+ z2 v 1+ z2 T 14 z2=
Par conséquent, U est croissante et w(z) > v(0) = 0. On a bien
3
:E—%Ea,rcta,n:ﬂﬂa:pour r z0.
. Soit _q(;p}—.;h;p_l_ .Ona g/(z) =shz -z et g(z) =chz—12>0.Ansi

g’ est croissante, et g"{D} = 0.Donc ¢’/ estdusignede =.llenrésulte que 9 décroit

sur ]—oo, 0] etcroitsur [0, +co[ . Son minimumest g{0) = 0,dou chz > 1+ %

Corrigé de I'exercice 6 : Equations trigonométriques

. Sur |—m/2, /2], cos nes'annule pas. Donc tan = sin/cos est dérivable comme
quotient, et

/ cos - cos — sin - (—sin) cos2 4 sin? 1
tan’ = 5 = 2 = 2
cos COSs Ccos
En séparant la fraction, on obtient aussi tan’ = 1 + tan? = -::_c:-lsﬂ'

. Onpose X = cosx .Ll'équationdevient 2X2 —3X +1 = 0, soit
(2X -D)(X —1) = 0.D4abord, cosz = 1donne £ = 0 dans [0, 27] . Ensuite,
t

1 _ T _ Bwr T o
cosT = 3 donne T = 7z ou x = 3 . Les solutionssont (0, 7 e 7 -
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3. La formule d'addition donne
. ™ . ay | .
xﬁsm(:ﬁ + 4) = 2| sin z - 5 +cosz -5 | =sinz +cosx. Lemaximumde sin

vaut 1. Donc le maximum de sin r 4 cos © vaut 7, atteinten £ = % modulo 27 .

Ensuite, I'équation sin & 4+ cos £ = 1 équivauta sin(;r; —+ g) = g.Ainsi T —|—% = Z—T
ou g+ 7 z = %’T modulo 277 . Dans [0, 27 , les solutions sont ( et %

4. Comme sin(2x) = 2sin zcos &, 'équation s'écrit cos = (2sin z — 1) = 0. D'une part,

coax — [0 donne E—T et %‘T D'autre part, sin z = % donne % et 5?"T.Les solutions
moom B 2ar
sont ' 30 § et 5

Corrigé de l'exercice 7 : Valeurs remarquables des fonctions
réciproques

1. On cherche I'angle de l'intervalle de référence qui convient D'abord, sin%—r = % avec
T : 3 V3 ,
g € [—/2, 7 /2] . Ensuite, Cog?”‘r = - avec 4 € [0, ] . Enfin,

tan( 3) = —/3 avec —%—T € |-w/2,7/2[ . Donc a,r.:gln% — %,

arccos(—?) — %’T et arctan(—v3) = _%_
2. Attention, T ¢ [—m/2,m/2].On calcule donc sin2X — L puis arcsint — T .De méme
| 6 f /2] 5 — 1 1= %" :
c:os(—%) = ?Tet arccos % = 3 . Enfin, tan% — —1 et arctan(-1) = _%_ Les trois
E —_—

il
valeurs sont 7, 7 et ,_l
3. Leréel 3 n'est pas dans [—m /2, 7 /2]. Enrevanche, 7 — 3 =2 0,14 y appartient, et
sinfm —3) = sin 3. Donc arcsin(sin 3) = 7 — 3 . De méme, 4 n'est pas dans [0, ],
mais 27 —4 =2 2,28 l'est et cos(2m —4) = cos4.Ainsi arcsin(sin3) = 7 —3 et
arccos{cos 4) = 27 — 4.

4. Soit & = arctanz € |—-mw /2, w/2[ . Alors cosd >0 et ﬁ = 1+tan2d =1+ 22

_ 1 . ,
.Donc cosfarctan x) = Jr 3 Pour toutréel . Ensuite, pour = € [-1,1],
8 = arccosx € [0,7],donc sind > 0 et sin(arccosx) = V1 — 2. Enfin, pour
€ ]-1,1[, cos(arcsin £) = ¥1 — £2 > 0.0n obtient cos(arctan x) = L

1+4x2’
sinfarccos £) = V1 — £2 et tan(arcsinz) =

T
1—rxi®



Corrigé de I'exercice 8 : Construction de la fonction arcsinus

1. Lafonction sin estcontinue sur [—/2, 7 /2]. Sa dérivée cos est strictement positive sur
]— /2,7 /2[ , donc sin vy est strictement croissante. D'aprés le théoréme de la bijection, elle
réalise une bijection de [— /2, /2] sur [sin{—ﬂjﬁ}, Sin{ﬂfﬁ}] . L'intervalle image est
[-1,1] .

2. Le théoreme de la bijection affirme aussi que la réciproque est continue et striccement monotone,
de méme sens. Donc arcain est continue et strictement croissante. Pour l'imparité, soit
z €[-1,1] et 8 = arcsinz .Alors —8 € [—m /2 w/2] et sin(-8) = —z . Par
définition, arcsin{—z) = —0 . Ainsi arcsin est impaire.

3. 50it # = arcsinz .Ona o528 — 1 —sin28 = 1 — £2.0r 8 € [—mw /2, w/2], donc
cost > 0 . Par conséquent, cos{arcsin z) = V1 — .

4. Pour z € ]-1,1[,ona 8 € ]-m/2,w/2[ et sin’(§) = cosd >0 .Laformule de

dérivation d'une réciproque s'applique : arcsinf{:ﬂ} =

arcsin’ (z) = ﬁ En z =1,0na § = /2 et sin’(r/2) = 0. Letaux

——_ = .Donc
cos(arcsin o)

d'accroissement de arcsin en 1 estl'inverse de celuide sin en W/E , qui tend vers gt . 1l
tend doncvers +oo : arcsin n'est pas dérivable en 1, et sa courbe y a une tangente
verticale.

5. Soit A = arcsin + arccos. Elle est continue sur [—1,1] etdérivable sur ]—1,1[, avec

hflii?jl = u"lia:? - Jlimﬂ = 0. Par le théoréme des accroissements finis, A est constante
sur [-1,1].or A{0) =0 —I—% .Donc arcsin x +arccosz = % pour tout

r € [-1,1].

Corrigé de I'exercice 9 : Dérivées de fonctions

trigonomeétriques réciproques

1. Lafonction arctan estdérivablesur [, donc fl aussi. Par dérivation d'une composée,

fili:t‘::l = 1+24£2 pour tout réel .

2. Lafonction arcsin estdérivablesur ]—1,1[.0r z2 € |-1,1[ sietseulementsi |z|<1.
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Sur ]—1,1[ , on obtient fé{a:} = ﬁ :

(L

3. Pour z>1,0ona 3

fy()

€ ]0,1[ , ol arccos est dérivable. Donc

_1/$2 1

S 1-1/z2 — 2 \f:r? —

Onautilis¢ /1 —1/72 = ~T2 , valable car > 0. Ainsi fg(a:} ﬁ :

|_|.

4. La fonction f% est dérivable sur [ et f&{:ﬁ} = En divisant par e, on obtient

2T
. . T 14 el
/ —
m.DOhC f4(£} = Teh

5. Sur ]—1,1[ , les deux termes sont dérivables. On calcule

Les deux fractions se compensent. Donc f’é{ﬂ:} = arcsin & : f5 est une primitive de

arcsin .

Corrigé de I'exercice 10 : Relations entre arctangentes

1. Soit @(x) = arctan = + a,ru::ta,n}—r sur |0, +oo[ . Elle est dérivable et

1 —1/z? 1 1
! —
p!(z) = 1+I2+1—|—1/132_1—|—132 $2+1_0'

Comme ]0, +-co[ estunintervalle, @ y est constante, égale 3 (1) = 2arctanl = % .
. o , X %
Ensuite, % estimpaire, car arctan l'est. Donc la somme vaut 7 pour £ >0 et —7

pour x < 0.
+(1+
2. Posons  wx) = 1+$ .Alors  u/(x) :Ii ;j () %) _ =1 2 v De plus,
— I
1—,:r:|9+(1+;1:j2 21 + z2) . 1
2 = ( —
14+ ul = (—2) = U2 Par conséquent, g/(x) = 1+ 1.:2 T 23

pour tout =T ?é 1.



3. Sur chacun des intervalles ]—oco,1[ et |1, +oo[ , lafonction g —arctan aune dérivée

nulle, donc elle est constante. Sur |—oo, 1], la constante vaut
g({0) —arctan 0 = arctanl = T_i—r Sur |1, +oo[ , on passe a la limiteen 400 :

u(zr) = —1,donc g(r) = —% ,et arctanz — 7. la constante vaut donc
moomw ST pe s — ™
—7 -5 = —7  Ainsi g{xr) = arctan & + g sur ]—00,1[, et

g(x) = arctanz — %Tﬂ sur 1, +oof .

Point de méthode : une dérivée nulle donne une fonction constante sur chaque intervalle seulement ; la

constante changeici en traversant = = 1.

Corrigé de I'exercice 11 : Une équation avec arctangente

1. Posons @ = a,ru:ta,n% et h = a,r.;ta,n%.Comme 0« % {% <] et arctan est

croissante, @ et b sontdans |0, /4[ .Donc @ +b& € |0, 7/2[ . Ensuite,

m . 1 1 r

Or 7 estleseulréelde ]0,/2[ detangente 1.Donc arctanj +arctans = 7

2. Soit ¢(x) = arctan £ + arctan(2x) . Elle est continue et strictement croissante sur R,
comme somme de deux fonctions strictement croissantes. Ses limites sont — en —00 et T
en —oo . D'apres le théoréme de la bijection, % est une bijection de [ sur ]—ﬂ', ﬂ'[ , qui
contient 7 .Ainsi () aune unique solution Fq.Deplus, @(0) = 0 <7 et ¥ est

croissante. Donc £ >0,

3. Posons @ = arctan Iy et b = a,rcta,n(ﬁ,:vm}, desorteque a + b = ;—T.Comme
B:I-'D
cos(a + b) £ 0, la formule d'addition s'applique : tan(a + &) = =042 = 1. On obtient

2;1:% + S:J:D —1 = 0, dont les racines sont #ﬁ .Or Tp> 0 L'unique solution est

zg = L=2 028
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Corrigé de I'exercice 12 : Simplification de arcsin(2x/(1+x?))

2x
14+ r2

est impaire, ainsi que arcsin . Donc | est définie sur

< 1,et f est

1. Pour tout réel %, (|z| — 1)2 > 0,donc 2|z <1+ T2 . Ainsi

o Ly
definiesur R.Deplus, £ — 775

R et impaire.

2. Avec x = tanf et 8 € |-m/2,m/2[ ,ona 14 z2 = ﬁ.Donc
—2Z = 2tanfcos26 = 2sinfcosd = sin(26).
1+ =
. 2 .
On a bien 1_'_‘22 = sin(28) .

3. Onadonc f(z) = arcsin(sin 28) avec 28 € ]—m, 7| . On distingue trois cas.

oSi x €[-1,1],alors 8 € [-m/4,m/4] et 28 € [—mw /2, 7/2] . Donc
flz) = 280 = 2arctanz.

oSi £ >1,alors 28 € | /2, 7[.L'angle m — 28 estdans |0, /2] etale méme
sinus. Donc  f(zr) = o — 2arctan z.

oSi x < —1,alors 28 € |—m, —w/2[ . L'angle —a — 28 estdans |—/2,0[ et
sin{—w — 28) = sin(26).Donc f(zr) = —m — 2arctan = .

Enrésumé: f(r) = 2arctanz sur [-1,1], f(zr) = 7 —2arctanz sur [1, +oo[,
et f(r) = —m —2arctanz sur |—oo, —1].

4. En 1, les deux expressions valent ;—T , ce qui confirme la continuité. A gauche, le taux
d'accroissement tend vers la dérivée de 2arctan en 1, soit % — 1. Adroite, il tend vers la

dérivée de 7 — 2arctan enl,soit —1.Les demi-tangentes sont distinctes : f n'est

pas dérivable en 1, ou sa courbe présente un point anguleux. Enfin, 1 3_22 — 0 en

+e0o et arcsin est continue en 0. Donc [ tend vers 0 en o« . Ceci confirme la
conjecture faite sur la figure de I'énoncé.

Point de méthode : apres le changement de variable, on vérifie toujours dans quel intervalle se trouve
'angle obtenu avant d'écrire arcsin(sing) = .



Corrigé de I'exercice 13 : Formulaire des fonctions
hyperboliques

1. On factorise une différence de carrés : ch? ¢ — sh? ¢ = (chz —shz){chz +shz). Or
chx 4+shr =efet chx —shx = e % .Le produit vaut 1.

2. On développe le second membre :

chachb+shashb =

(e e7#)(eh + e0) F (8 = e~2)(eD =)

Les termes croisés ea —b et b — a se compensent. Il reste
Jea+b 4 Ga—a—b

) = .:h[i.:; + b:] . Ensuite,
2shacha = il E_ajgliea Tt _ ek _EE_EG. Donc sh(2a) = 2shacha.
2 12
3. En dérivant terme a terme, k' — gh et gh’ — ch . Ensuite, th' = % .On
C
obtient th' = % = 1-th?.
ch

4. Onpose t = e¥ >0 .L'équation

t +21ft — 9 devient $2 — 44 -+ 1 = 0. Ses racines

2 4+ /3 sont toutes deux positives. De plus, (2 —+3)(2 ++3) = 1, donc
In(2 — v3) = —In(2 4 vV3) . Les solutions sont = = =%In(2 + V3).

5. Avec t = eT, I'équation £ —% = % devient 9¢2 — 3¢ — 92 = (. Le discriminant vaut
9416 =25 ,dot £t =2 ou ¥ = —% . Seule la racine positive convient. L'unique
solutionest = = In 2 ; en effet, sh(ln 2) = 2 _21"(2 — % .

Corrigé de I'exercice 14 : Réciproques des fonctions
hyperboliques

1. Lafonction sh estcontinueet sh! = ch ~ () , donc elle est strictement croissante. De plus,
shx — d4oo en Jco . D'apres le théoreme de la bijection, sh est une bijection de
F sur [.
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2. Soit ¥ réel. Onrésout shx = vy avec ¢ = e : 2 — 2yt —1 = 0. Le produit des
racines vaut —1, donc une seule est positive, a savoir 1y + ~."y3 -+ 1 . Elle est bien positive car

fy2 +1> |y| . Ainsi argshy = ln(y +vy? + 1)

3. Premiére méthode : g/ — ¢}, nes'annule pas, donc argsh’(y) = m .Or

ch>0et ch?2 =1 + sh2 , donc ch{a,rgsh y} =14+ yg . Seconde méthode : on dérive
directement,

Y
SR SR s o E T
V1T B (g ) TR

. I _ 1
Les deux méthodes donnent argsh’(y) = T i
4. Lafonction th est continue et strictement croissante, car th’r = # == (J. Ensuite,
— g2
th = ﬁ — len Hoo,et th estimpaire. Elle réalise donc une bijection de [E sur
. . gdr — 1 _
]-1,1[ . Pour ¥ € ]-1,1[, I"équation 2 Tr1 = y donne e2#(1 —1vy) =1+ v, donc

1, 1+uwy 1
21 [—y . Enfin, la dérivée vaut 2( T+y + 1= y) . La réciproque a pour dérivée

ﬁ sur |-1,1].

Corrigé de l'exercice 15 : Une fonction homographique

1. Ona 2_|_$3_1:2$$__2:_3 E;Ejll.Donc a=%2et k£ =23.
2. Pour = ?é I, f I:SE‘:' 1)2 < 0 . Ainsi { est strictement décroissante sur ]—m, 1[ et

sur |1, +ool . Ensuite, f{:t?:l — 2en 4o, flz) = —oen 17 et flz) = 4oo
en 1t.La courbe admet I'asymptote verticale = = 1 et I'asymptote horizontale
y=2.

3. Pour a:?é 1, on a aussi 2—:1:% let f2—x)4 flx) = 2_|_1Em
Cette relation traduit la symétrie des points l:a:, f{:t?:l:l et {2 - I, f(ﬁ—:t::l:l par rapport a
(1,2) . Le point f2(1,Z) est centre de symétrie.

4. Sur ]—oo,1[, f estcontinue et strictement décroissante, d'image |—oo, 2[ . Sur 1, 4oo]
, son image est ]2, +0o[ . Ces images sont disjointes, donc [ est une bijection de R\ {1} sur



I]?\{E].Pour y% 2, l'égalité y = 2+% donne = —1 = L_E.Donc

+1 4
—1 yri
(y) = y—2°
5 L 3 42
inéquation s'écrit 1 —|— — } 0, soit T —1 = 0. Un tableau de signes conclut.
L'ensemble des solutlons est ]—oo, 2] U 1, ool

Corrigé de I'exercice 16 : Asymptote oblique d'une fonction

rationnelle

. La division euclidienne de x2 4+ & — 1 par £ —1 donne
$2+$—1_I:$—1:l{$+2:l—|-1 Donc f{g:j_g;—|-2—|- 1,smt a=1,
b—gl c = 1.

.Ona flr)—(z+2) = 1, quitend vers 0 en —co . Doncladroite D2 :y = = + 2 est
asymptote oblique en :I:co . De plus, cette différence est du signe de 1 — 1. La courbe est
au-dessus de [} pour 1 =1 eten dessous pour I < 1.

r—1)¢ —1 Tir —
. On calcule f';li,:t?:l =1- (z _1 1)2 = ( (a:_jljz T (x— :,j

etsur [2, +oo[, négativesur [0,1] etsur ]1,2].Ensuite, f(0) =1 et f(2) = 5.En1,
ﬁ tend vers —co & gauche et vers —oo adroite. Ainsi  f croitde —co a1 sur
]—o0, 0], décroitde 1a —co sur [0,1], décroitde —+oo a5sur |, 2], puis croit de
5a +oo.

Elle est positive sur  |—o0, 0]

. Pour h?é 0, f(1+h) =3+h +h et f(1—h) =3 —h —g.Leursommevaut6.Le
point (2{1, 3), intersection des deux asymptotes, est donc centre de symétrie.

La figure ci-dessous montre la courbe obtenue, ses deux asymptotes, ses extremums locaux et le centre

de symétrie.
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12.5 - x2+x-1

—y:

|

I

x—1 |

10.01 —--- asymptote y =x+ 2 |
--- asymptote x =1 :

7.5 I
I

5.0 1 centre Q([1, 3):

> 5 5 ] max. local (0, 1)

\

_________________.‘__

Corrigé de I'exercice 17 : Asymptotes et branches paraboliques

1.Ona z24+9xr 43 = (z -|-1j2 4+ 9>0,donc [ estdéfiniesur R.De plus,
f(z) > |z +1| . En multipliant par la quantité conjuguée,

(z+1)% + 2 — (z+1)?
fez)=(e+ ) =""m1s+1 = f(i’)ﬁa:*Jrf

En oo, le dénominateur tend vers oo, donc cette différence tend vers 7+ . De méme,
flo)—(—z-1) = m ,quitend vers 0+ en —co . Les asymptotes sont

y=x+len +o et ¥y = —7 —1en —o0, etlacourbe est au-dessus de
chacune d'elles.

2. Posons w = 1/:1: — 07T . Alors g{ﬁ}—ﬁ—l = euu—_l_l,quitendvers 1—-1=010.
Donc ¥ = z + 1 estasymptoteen +o0 . Ensuite, gix) — oz —1 = zle¥ —1 — u).
D'aprés l'exercice 5, €™ =1+ wu pour u ?é 0 .Ladroite ¥ = = 4 1 est asymptote et la



courbe de o est au-dessus.

3. Ona @:1+MT~T_>1,mais h(r) —z = Inz — +oo.Lacourbede h adoncune

branche parabolique de direction ¥ = & Ensuite, % = %
parabolique de direction {GJ:} . Enfin, % —+ +ox - Les branches sont paraboliques, de
directions respectives ¥V = T, (Oz) et (Ovy).

— (1, d'ol une branche

Corrigé de I'exercice 18 : Etude de In(x)/x et comparaison de
e"nmetn’e

1. Lafonction f estdérivable sur |0, +oo[ ,et f'(x) = 1;% Elle est positive sur |0, €]

et négative sur [e, +oo[ . Le maximum vaut  f(g) = L En oFt, Inz — —oo et
,:1_1: — Joo.donc flz) = —co . En 400, flz) — O par croissances comparées. Enfin,
f s'annule en 1, est négative avant et positive apres. La courbe admet I'asymptote verticale

z = 0 et I'asymptote horizontale ¥ = 0 en +co, avec un maximum % en <.

2. Onsaitque e <, et f eststrictement décroissante sur [e, +oo[ . Donc f{m) < fle), soit
Inm 1 Ainsi elnmr < o, clest-a-dire In(7®) <In(e™) . Comme In est strictement

croissante, ¢ < ™,

3. Pour a,b > 1, gb — p% équivautd Blna = alnb.soit fl@) = f(b).0r f est
strictement croissante sur |0, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[ . Deux réels distincts
de méme image sont donc de part et d'autrede € : a<e<b,dou a € {L,2}.Si g =1
,onaurait f{b) = 0, impossible pour b>>1.Si a = 2, onremarque que

f@) = % = % = F(2) . Parinjectivité de f sur [e, +oo[, b = 4 estleseul choix.

L'unique couple est (2, 4) : 2% — 42 — ig.

La figure ci-dessous place le maximum en &, leréel 7 surla partie décroissante, et les deux points de
méme ordonnée d'abscisses 2 et 4.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

maximum (e, 1/e)
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Corrigé de I'exercice 19 : Etude compléte de x arctan x

1.ona f(—z) = (—z)arctan(—z) = zarctan z,car arctan estimpaire. Donc f est

paire. Ensuite, f’;(a:} = arctan z + lf—ﬂ .Pour =z >0, les deux termes sont strictement

positifs ; pour x < 0, ils sont strictement négatifs. Ainsi f décroit sur ]—0:', D] , croit sur
[0, +o0[ , et son minimum vaut f{0) = 0.

2. On dérive encore :

1 (1+2z2)—2z2 (1+22)+(1-22) 9 ‘
fn(x) =112 (1+ z2)? - (1+ 22)? - (1+ 22)?

Comme f” > (0, la fonction | est convexesur [.

3. Pour x>0, I'exercice 10 donne arctan x = % — a,rgta,n}—r. Donc
flz) = %$ — :t:a,r-:ta,n%. Posons u = 1/x : j;arct&n}—r — m% , qui tend vers
arctan/(0) = 1 quand 4, — Q7. Par conséquent,

flz) - (%:L? — 1) =1- :t:a,rcta,n}—r — 0. Ladroite y = %$ — 1 est asymptote en
G,



4, D'apres I'exercice 5, arctan u < w pour u = 0. L'inégalité est méme stricte pour w >0,
2
i
1+ u
a:a,rcta,n% < 1, etla courbe est strictement au-dessus de I'asymptote. Par parité, la symétrique
de cette droite par rapport a {Gy} est asymptoteen —o2 .En —o0, l'asymptote est

Yy = —a—r:t: — 1, et la courbe est encore au-dessus.

car u —arctanu aune dérivée strictement positive sur |0, +oo[ . Donc

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe est convexe, symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées, et se rapproche de ses deux asymptotes par au-dessus.

|

8 — ) = xarctan x
--=- y=Ix-1
=== y=-Ix-1

6-

>4
2_
0

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : la fonction

gudermannienne
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1. Les fonctions sh et arctan sontimpaires, donc leur composée aussi. Elles sont dérivables sur
ch r ch r

1+sh2$:ch2:r

R,donc gd l'est également. Ensuite, gd’(z) = . Donc

1
gd (@) = 55

2. 0na thz € ]-1,1[,donc k(xr) = arcsin(th £} est dérivable sur R.Or
1—th?g =

et ch x = 0. Par conséquent,

th'(z) _ 1/ch? z 1

/ .
Fle) = T T 1/chs T che

ch? g

Ainsi k — gd a une dérivée nulle sur I'intervalle R et s'annule en 0. Donc
gd(zr) = arcsin(th z) pour tout réel =.

3. Soit £(x) = 2arctan(e®) — 5 .Alors £/(x) = lf_eu;x = e—xa— 5 = -::l-%az' De plus,

£(0) = 2- fi—r —% = 0 = gd{0). bonc gd{x) = 2arctan(e”) —% pour tout réel z.

_sha
ch? o’
dusignede —z .Donc gd estconvexesur |—oo, 0] etconcavesur [0, oo . Enfin,
gd(0) = 0 et gdf{[]j = 1.Les asymptotes sont Yy = %, I'origine est un point
d'inflexion, et la tangenteen O est ¥ = T,

4. Comme shz — doo en oo, onobtient gd(z) —+ £7 . Ensuite, gd" (@) =

5. La fonction gd est continue et strictement croissante, car gdar == [ . Avec ses limites, le
théoréme de la bijection montre que c'est une bijection de R sur |— /2, 7 /2[ . Soit ¥ dans
cet intervalle. D'abord, arctan(sh z) = y équivauta sh x = tan vy, donc

z = argsh(tan ). Ensuite, avec la question 3, gd(zr) = v équivaut a
arctan(e®) = % + j_l—r .Cetangle estdans 0, m/2[, donc e¥ = ta,n(g + %) .La

il

réciproque est y — argsh(tan y) = lnta,n(g + E) .
6. Comme gd’ ne s'annule pas, la réciproque 9 est dérivable et g/(y) = ch(g(y)).or

sh(g(y)) = tany,donc ch(g(y)) = /1 +tan?y .Pour v € J—7/2, o /2[,

cosy >0.Donc g/(y) = -:olTy'

Point de méthode : pour prouver une égalité de fonctions sur un intervalle, il suffit de comparer les
dérivées, puis les valeurs en un point.
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Pour aller plus loinen L1

Le cours : fonctions usuelles, cours de maths en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur fonctions usuelles

A maitriser avant : Dérivation et accroissements finis

Chapitre précédent : Dérivation et accroissements finis

Chapitre suivant : Arithmétique des entiers

Le méme theme en maths sup : fonctions usuelles, exercices de maths sup

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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