Cours de maths en L3

Fonctions holomorphes

I. Fonctions holomorphes et équations de Cauchy-Riemann

Dans tout le chapitre, TJ désigne un ouvert non vide de . On identifie C & [R2 en écrivant

z = & 4y .Unefonction f:U — C s'écritalors f = P +1Q,00 P et & sonta
valeurs réelles. L'idée centrale est simple : on dérive par rapport a la variable complexe, et non plus
seulement par rapporta & ou .

1. Dérivabilité complexe

Soit a € U .Llafonction f est C-dérivableen a sile quotient w admet une

limitequand A — 0, h c C™* . Cette limite est notée ff(a} . La fonction f est holomorphe
sur [J sielleest C-dérivable entoutpointde I7.Onnote (L) I'ensemble de ces
fonctions.

Les regles usuelles restent valables : sommes, produits, quotients et composées de fonctions holomorphes
sont holomorphes. Ainsi, les polyndmes sont holomorphes sur C, et les fractions rationnelles le sont hors
de leurs poles. Une fonction holomorphe sur (C tout entier est dite entiere.

La conjugaison f(z} = Z n'est (-dérivable nulle part. En effet, le quotient vaut H/h .Pour }
réel, il vaut 1 .Enrevanche, pour A imaginaire pur, il vaut —1. 1l n'a donc pas de limiteen 0,
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I bien que [ soit linéaire sur R2. ‘

2. Les équations de Cauchy-Riemann

Théoreme :

Soit f = P +1Q définiesur U et & = g +iyy € U . Lafonction f est C-dérivable
en @ sietseulementsi f estdifférentiable en @ ausensde R2 et vérifie

g_;:@ =1 g@ . Autrement dit :

P 0

)

Dans ce cas, ff{a} = g{ﬂ = %@' +1 %@"

Démonstration :

Si f est C-dérivableen a,alors fla+h) = f(a) + F'(@h + o(h).Donc [ est
différentiable, de différentielle L :h — f';{a}h, qui est T -linéaire. Réciproquement, une
application R-linéaire L :C — C vérifie L{s 4+ 1t) = sL{1) + £L(z) . Elle est donc C-

o . 8 f ~_2f -
linéaire si et seulement si L(z) = +L(1).0r L(1) = 5@ et Li) =3 y@ . Si cette
condition est remplie, L(A) = L(1)A, d'oula C-dérivabilité avec f’(a) = L(1).Enfin, la

Lo f -1 ' —.P  _ o N
condition 5y = iz Sécrt Py +1Q, = 1Py —Q  Enidentifiant parties réelles et
imaginaires, on obtient Py = _Q;r et Qy = Py,

Méthode :




Pour vérifier les conditions de Cauchy-Riemann : d'abord, écrivez P et &' enfonctionde = et

Y . Ensuite, calculez les quatre dérivées partielles et vérifiez que [ est différentiable (par exemple
de classe ¢71). Enfin, résolvez le systtme g = Qy , Py = —Qﬁ. L'ensemble des
solutions est I'ensemble des points de (L -dérivabilité. La fonction est holomorphe sur tout ouvert
contenu dans cet ensemble.

Soit flz+iy) = efcosy +ieTsiny. Ona Pr=eTcosy =y et
Py = —e? sin Yy = —Q$ . Les dérivées sont continues, donc f est holomorphe sur [, et
fl=pP.+ ©Q@,_ = [ .Enrevanche, g(z) = 2 = z2 442 vérifie Pp = 2z,
Qy =0, Py =2y, ‘-':.?E = 0 :ellenest C-dérivable qu'en 0.

Géométriquement, la différentielle d'une fonction holomorphe est une similitude A — f’{a)h . Par
conséquent, la ou f"{a} ?é 0, les angles orientés sont conservés : on dit que [ est conforme.
Comme le montre la figure ci-dessous, I'image d'un quadrillage par z — 2 est formée de paraboles
qui se coupent encore a angle droit.

image par w = z?

4 .
1.50 - quadrillage de départ
1.25 - 3
N 4
¢ 1.00 .
n £ 2
S 0.75 A
0.50 A 14
0.25
0.00 0t : : .
0.0 0.5 1.0 1.5 -2 -1 0 1 2
X=Rez Re w
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3. Premieres manifestations de la rigidité

Soit [/ unouvertconnexeet f € H(U).Si f' = 0,alors f estconstante. De méme, si
Re f estconstante, ousi |f| estconstant, alors f est constante.

Démonstration :

Si f’ — (0, les dérivées partielles de f sontnulles; f est donc localement constante, puis
constante par connexité. Si P est constante, alors P, = Py = 0, donc Q$ = Qy =0
par Cauchy-Riemann, et f'; =P, + £Q$ = 0. Enfin, supposons P2 + @2 = ¢.Si

¢ = 0, c'estimmédiat. Sinon, en dérivant, £ P, + QQE =0et PPy + QQy =0
Avec Cauchy-Riemann, celadonne PP, —QPy =0 et QP 4+ PPy = 0, Ce systéme
linéaire en (P, Py) apour déterminant P2 4+ Q2% = ¢ ?é 0.Ainsi P, = Py = 0eton
conclut comme avant.

Il. Séries entieres, exponentielle et logarithme complexes

1. Fonctions analytiques

On rappelle qu'une série entiere E dn %" derayon H >0 aunesomme S holomorphe surle

/ — n—1
disque D{D,H} . De plus, s {z} - Z}:l N Gn 2 , Série de méme rayon. Par récurrence, S
n

est indéfiniment (C -dérivable et Oy = E@@/n! )

Définition :

Une fonction f :T7 — C estanalytique sur U7 si,pourtout a € U7, ilexiste r >0 etune



+oo
suite (@) telsque flz) = z an (z—a)" pourtout z € D(a,r) C U .

m=1

Proposition :

La somme d'une série entiére de rayon K est analytique sur D(D,H} . Plus précisément, pour
|o| < R, elle est développable en série entiere de  z — b sur Db, B — |b]}.

Démonstration :

n
Pour |z —b| < R —|b|,onécrit 2™ = Z (TL) bn_k'@f—b:‘k . La famille double

(an (7}:) b”_;"{z—b}k est sommable, car la somme des modules vaut

Z o | (6] + [2—8]) " < 400 . On peut donc sommer d'abord en 7., ce qui donne un
développement en puissancesde z — & .

Toute fonction analytique est donc holomorphe. Le résultat surprenant de ce chapitre sera la réciproque :
toute fonction holomorphe est analytique.

2. Exponentielle complexe

2" [ nl

L'exponentielle est définie par EXP(Z} = Z ", de rayon infini. Elle vérifie

n >0
expla + b) = expla)exp(h) et exp’ = exp.Deplus, ¢TTW = eTlcosy + 2 siny), ce
qui retrouve I'exemple de la partie I.
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L'exponentielle est un morphisme surjectif de  (C, +) sur (C*, x ), denoyau 2:7Z . Ainsi,
gtz 4 g—t2

7 et

e = gW sietseulementsi z —w € 2zmd .ONpose copg z =
gl — a—i%

5 : ce sont des fonctions entieres.
T

sin z =

3. Logarithme complexe et déterminations

Comme I'exponentielle n'est pas injective, il n'y a pas « un » logarithme sur *. On choisit donc un
logarithme de facon continue sur un ouvert bien choisi.

Définition :

Soit {J C* un ouvert. Une détermination du logarithme sur 7 est une fonction continue
L:U — C telleque exp(L{z]) = z pourtout z € U .

Théoreme :

Toute détermination continue L du logarithme sur TJ est holomorphe, et L/(z) = 1/z .Si
[I est connexe, deux déterminations different d'une constante 2zkw, & € & .

Démonstration :

Soit ¢ € UJ et = ?é @ voisin de a . Alors L{z:l ?é L{a:l , car leurs exponentielles différent. On
écrit donc

L(z) ~ L(a) _ L(z) ~ L(a)
Z=a T I _ L)




Par continuité, L(z) — L{a).or (e% — EL[“:'}/{W — L{a)) — el@) = 4 £ 0. Le quotient
tend donc vers 1/a.Enfin,si L7 et Lg sontdeux déterminations, (L1 — Lgy)/(2e1) est
continue a valeurs entiéres, donc constante sur TJ connexe.

Définition :

La détermination principale du logarithme est définie sur ©C ‘-\ [ par
Log(re®®) = Inr +18,avec r>0et § € |—m o[ .Pour [z/<1,ona

Log(i+) = 32 (-""a"/n.

La figure ci-dessous explique la coupure. Quand 2 parcourt le cercle unité, I'argument principal saute de
27 entraversant [X_ . C'est pourquoi on retire cette demi-droite.

1.5 - md .
coupure R - saut de 2n

1.0
0.5 - 6/rochelde n

0.0 A 0]

Imz

—0:57 0 doche gde —m

—1.0 A

—— ImLog(e®)
-1.51 —e

|
[N

|
=
o
=

|
=
o
=

En général, Log(z; zq) # Log z; + Log zq : I'égalité n'a lieu qu'a 247 prés. De plus, i
n'existe aucune détermination continue du logarithme sur ¥ tout entier. Enfin, les puissances se
définissent par #® = expla Log z) ; parexemple, ;1 — o—7/2.
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lll. Intégrales le long d'un chemin

1. Définition et propriétés

Un cheminde {7 estune application -y : [a,b] — U7 continueet ¢71 par morceaux. Il est
fermési ~y(a) = y(b).Pour f continue surlimage “y*,on pose

b
f(zydz = [ 1) v (o) at

Y

b
La longueur de Y est £(y) = fhf,:t” dt -
o)

Cette intégrale ne change pas si I'on reparametre ¥ en conservant le sens de parcours. En revanche, elle
change de signe si I'on parcourt le chemin en sens inverse. Le cercle G{a,r} est toujours parcouru une
fois dans le sens direct:  ¥(t) = a +re®t, t € [0, 27].

(Inégalité de la longueur) Si |f| < M sur *, alors <M £(y),

f #2) dz
¥




Pour n £ £, calculons
dar 2ar
e

(z—a)" dz = f rfent grett gt = grntl W+ 1E gt | Cette intégrale vaut
Cla,r) 0 0
dz 9
0si n ?é —1 . Enrevanche, pour n = —1, on obtient F—a — 41T
Cla,r)

2. Primitives

Théoreme :

Si f admet une primitive holomorphe F' sur TF (c'est-a-dire = f ), alors pour tout
chemin y:[a,b] = U ,ona f f(z)dz = F(y(b)) — F(y(@)). en particulier, I'intégrale sur
Y

tout chemin fermé est nulle.

Eneffet, (F o f}r}’r = f(y)y/ surchaque morceau. Par conséquent, la fonction 2z — 1/z n'apas
de primitive sur ¥, puisque son intégrale sur C{D,l} vaut 221 ?‘2 0 . C'est la méme obstruction
que pour le logarithme.

Méthode :

Pour calculer une intégrale le long d'un chemin : si  f posséde une primitive évidente sur un ouvert
contenant le chemin, utilisez-la. Sinon, paramétrez chaque morceau (segment

t— zg+ i{z’l - ZU:' ,arcdecercle # — g -+ rett), puis calculez I'intégrale réelle obtenue.
Pour une majoration, utilisez I'inégalité de la longueur.

. . Lo e e Ind _ 1§ d=z
Pour un chemin fermé ¥ et a ¢ ¥, on définit enfin l'indice 11 y@) = e { #—a .0nadmet
T
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gue c'est un entier, qui compte le nombre de tours de “f autour de & . Par exemple, I'indice d'un point
par rapport a C(ED, T‘:l vaut 1 si |f1 - ZU| <7 et 0si |f1 - z[:,| e

IV. Théoreme de Cauchy et formule intégrale de Cauchy

1. Le théoreme de Cauchy dans un ouvert étoilé

Définition :

L'ouvert TF est étoilé parrapporta ¢ & LF si, pourtout = & L7, le segment [c, 2:] est inclus
dans [ . Les disques et les ouverts convexes sont étoilés, ainsique C Y\ R_ .

Lemme :

(Goursat) Soit  f € 'H{U} et T un triangle plein fermé contenu dans TJ . Alors l'intégrale de
f surlebord 3T estnulle. Le résultat reste vraisi | est seulement continue sur TJ et
holomorphe sur T/ \, {1} .

Démonstration :

Posons £ = f.on découpe T en quatre triangles par les milieux des cotés. Les cotés

T
intérieurs sont parcourus deux fois en sens contraires. Donc I'un des quatre, T'{ , vérifie

n
| f| > |I|/4. En itérant, on obtient des triangles emboités 7', avec | f| > |I|/4 ,
8T dTn
de périmetre p/ﬁﬂ et de diametre d/ﬂﬂ . Ils se resserrent sur un point #p . Ensuite, on écrit

flz) = fzy) + f’{zﬂ} (z —zy) +e(z)(z — zy) ,avec & — 0. Les deux premiers termes

n d
ont une primitive, donc une intégrale nulle. Ainsi |I|/'4 < Si}rlp|5| "g® "o7, d'olu
n

. Pour le cas d'un point exceptionnel, on découpe T' en petits triangles et

|7| < dpsuple| — 0
Ty



I on utilise la continuité de f en P.

Théoreme :

(Cauchy) Soit TF un ouvert étoilé et f continue sur 7, holomorphe sur 7 privé d'au plus un
point. Alors f admet une primitive holomorphe sur TF . Par conséquent, f f'iz:' dz =0 pour
¥

tout chemin fermé ¥ de {7.

Démonstration :

Soit ¢ un centre d'étoile. On pose F{z} = f f .Pour z € U et j petit, le triangle plein
[c,2]

desommets ¢, Z, z-+h estdans U7 ,car IJ est étoilé et contient un disque autour de =z

Le lemme de Goursat donne £ +R) — Fi(z) = flw)dw py conséquent,
[z, =z+A]

< sup[f(w) = f(2)]

w € [z, z+h]

Ce majorant tend vers 0 par continuité de f . Donc = f.

2. La formule intégrale de Cauchy

Théoreme :

(Formule de Cauchy) Soit TJ un ouvert étoilé, f € H{TU'), ¥ uncheminferméde ©F et
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a € U\ v*.Alors

Ind~(a) f(a) = 2%,” ;_,za dz.

v

En particulier, i le disque fermé D{(zg, 1) estinclus dans un ouvert ol f est holomorphe, alors
_ 1 [ [
flo) = daar 7—adz pour tout @ & D(ZU, T).
CI:B’D,‘?")

Démonstration :

Onpose g(z) = f(z) — Ja) pour z ?é aet glo) = f’(a} . La fonction g est continue sur

= —d
L7 et holomorphe sur &F ‘\ 72} . D'apres le théoreme de Cauchy, f g = 0 Ainsi

¥
f(=) d :
F—adz = f@' z_fr;: = Zam Iﬂd’}’{ﬂ:‘ f':ﬂ:' . Pour le cas du cercle, on applique ce qui

¥
précede sur un disque D(zﬂ, T":l ,avec r/ = r, contenu dans l'ouvert.

La figure ci-dessous résume la situation : un ouvert étoilé €7, un chemin fermé ¥ de U et un point
a entouré une fois par ¥.Lavaleurde f en a estalors entierement déterminée par les valeurs de
fosur 7.



U étoilé

Méthode :

gl=
Pour appliquer la formule de Cauchy a f F—adz d'abord, repérez les points ou I'intégrande

v
n'est pas défini. Ensuite, isolez le facteur % et vérifiez que le reste @ est holomorphe sur un
disque (ou un ouvert étoilé) contenant “¥*. Enfin, calculez I'indice de @ et concluez : I'intégrale
vaut 227 Indvy(a) g(a) . Siplusieurs points sont entourés, décomposez d'abord en éléments

simples.
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ez
Calculons 2—1 9% Lafonction EXP est entitre et 1| <2 . La formule de Cauchy
C(0,2) .
donnedonc Qs e.Avec @ = &p et z = zy + rett | on obtient aussi la formule de la
29
moyenne : f(zﬂj = ﬁf f{zﬂ _|_T~E.ét:, dt.
0

V. Analyticité, zéros isolés et prolongement analytique

1. Toute fonction holomorphe est analytique

Théoreme :

soit f € H(U) et D(zg, B) C U . Alors f estsomme d'une série entiére sur tout ce disque

n
: f{z} = ;D o ':«?f - 3[]:' pour |z - z[]| < A, avec, pourtout r € ]D, H[:
n

Démonstration :

n
1 (z — #p)
Fixons .2 avec |2: —ESD| <r < A Pour wE G{ED, T“:l,ona w—_= = Z (w — j‘n+l

, Série géométrique de raison § = |2-’ — EU|/’F < 1. Cette série converge normalement sur le
cercle, car son terme général est majoré par q"”*/:r“ . On peut donc intervertir somme et intégrale




&) =) @254
dans la formule de Cauchy 2l = w— 2z %% on obtient le développement annoncé.
C(zﬂsr)

Enfin, le coefficient ne dépend pas de 7, puisqu'il vaut f':”)(zm}/n! .

Corollaire :

Une fonction holomorphe est de classe (7 et sa dérivée est holomorphe. Ses parties réelle et
imaginaire sont harmoniques: &4 P = A & = 0, 0On a de plus les inégalités de Cauchy : si
|f] € M(r) sur C(zg, 1), alors |ay| < M(r)/r™. Enfin, pour Indy(@) =1,
f[ j@' = % dz,

T [z—ajﬂ'"'l
Y

Voici la rigidité annoncée. Sur R, la fonction = — z|z| est dérivable sans étre deux fois dérivable. De
méme, la fonction égale a E—lfﬂ?g pour I ?é 0 etd 0 en 0 estdeclasse ¢ sans étre
développable en série entiere en (. Rien de tel n'existe pour les fonctions holomorphes : une seule
dérivée complexe entraine toutes les autres.

Le rayon de la série de Taylor en #p est au moins la distance de “4( au bord de TJ . Par exemple,

la série de en () apourrayon 1,distancede ( aux points - z.Cela explique

1
1+2=z2 )
pourquoi la série de 7" diverge pour |z| > 1, alors que cette fonction réelle est trés réguliére.

2. Principe des zéros isolés

Théoreme :

Soit IJ unouvert connexe et f € H(L7) non identiquement nulle. Alors, pour tout zéro @ de
f.ilexisteunentier m > 1let g€ H(U) telsque f{z) = (z—a) g(z) et gl@+#0.
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En particulier, les zéros de f sont isolés : chaque zéro a un voisinage sans autre zéro.

Démonstration :

Soit A l'ensemble des =z £ U tels que f(ﬂj{z:] — () pourtout 7.D'abord, A estfermé
dans 7, comme intersection de fermés. Ensuite, A estouvert:si z € A, la série de Taylor
de f en =z estnulle,donc f estnulle surun disque centré en z. Par connexité, A = i ou
A = U .Comme [ nestpasnulle, A = {.Soitalors @ unzéroet m le plus petit entier
tel que f(m]@ ?é 0.Onpose g(z) = f{z}/{z—a}m pour ?é a et
g@ = f':m:'(a) ! . Le développement en série entiere montre que g est holomorphe prés de
a.Enfin, g(a)s 0, donc 9 nes'annule pas présde @ par continuité.

Corollaire :

(Prolongement analytique) Soit 7 connexeet f,g € H(U).Si f = g surune partiede 7
qui admet un point d'accumulation dans 7 ,alors f = g sur U7 . En particulier, une
fonction holomorphe sur {J connexe est déterminée par ses valeurs sur un segment, ou sur une
suite convergente dans TF.

Méthode :

Pour utiliser le principe des zéros isolés : exhibez une fonction candidate 9, puis appliquez le
résultatd [ — g . Vérifiez trois choses : I'ouvert est connexe, I'égalité a lieu sur un ensemble infini,
et cet ensemble s'accumule en un point de l'ouvert.

Les fonctions entiéres z —s 51113 z + cosd z etz — 1 coincident sur [R. Ainsi, elles sont
égales sur Z. De méme, toute identité algébrique entre fonctions entieres vraie sur [ reste vraie



Isur C. ‘

Le point d'accumulation doit appartenira T . La fonction =z — Sin{ﬂ/z} est holomorphe sur
C* et s'annule en tous les lfn . Pourtant, elle n'est pas nulle : ses zéros s'accumulent en 0, qui
n'est pas dans ({*. La figure ci-dessous montre sa restriction a ]D, 1] .

X sin(m/x)
1O e zéros 1l/n
0.5 1
0.0 1
—0.5 1
1ol I
_15 0 & U : point d'accumulation
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

VI. Liouville, d'Alembert-Gauss et principe du maximum

1. Le théoreme de Liouville

Théoreme :

(Liouville) Toute fonction entiére et bornée est constante.
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Démonstration :

Soit M unmajorantde |f|.Lafonction f est somme de sa série de Taylor Z Gy 2™ sur
C. Les inégalités de Cauchy donnent || < M /r™ pourtout +>>0.Pour 7 > 1, on fait
tendre r vers +oo : an = 0.Donc [ = ay.

Théoreme :

(d'Alembert-Gauss) Tout polynéme P € C[X] non constant admet au moins une racine dans C.

Démonstration :

Soit P dedegré m > 1 etde coefficient dominant ¢ 3 0.Comme P(z) ~ c 2™, il existe
R >0 telque |P(z)| > [¢] |z|n/2 > |e| B™ /2 pour |z| = B Supposons par I'absurde que
P nes'annule pas. Alors 1/ P est entiére. Elle est bornée sur le disque compact D(0,R) par

continuité, et par 2/{|C|Rﬂ:l en dehors. D'apres Liouville, 1/P est constante, donc P aussi:

c'est absurde.

2. Le principe du maximum

Théoreme :

(Principe du maximum) Soit T/ un ouvert connexeet f € H(L7).Si |f| admetun maximum
local en un point @ € U7, alors f estconstante sur 7 .

Démonstration :



soit 75>0 telque |f| < |f(@)| sur Da,rg) C U .pour 0 <7 <rg,laformule de la
i

moyenne donne |f{a}| < ﬁf |f|:.5|; + rgétﬂ dt < |f{a)| . L'intégrande continu est majoré par
0
|f(@)| et samoyennevaut |f(@)| :il estdonc constant égala |f(a)| . Ainsi |f]| est constant
sur D{a, T“D:l , donc f y est constante (partie I). Enfin, le principe du prolongement analytique

étend cette éqgalité a 17 .

Corollaire :

Soit TJ un ouvert connexe borné et f continue sur 7, holomorphe sur 7 . Alors le maximum
de |f| sur le compact {7 est atteint surle bord & [J .Side plus f ne s'annule pas, le
minimum de || est aussi atteint sur le bord (appliquer le résultata 1/f ).

La figure suivante représente la surface |2:2 - 1| au-dessus du disque unité fermé. Comme le prévoit le
principe du maximum, le maximum, égal a 2, est atteint sur le cercle, aux points - 3. En revanche, le
minimum [ est atteinten = 1, car la fonction s'annule.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Sur le disque fermé  D(0,1) ,ona |e*| = eRe # . Le maximum vautdonc €, atteint en
z = 1 ,surlebord. De méme, comme E€XP ne s'annule pas, le minimum =—1 est atteint en
Z = —1, lui aussi sur le bord.

Ce qu'il faut retenir

¢ Une fonction est holomorphe si elle est T -dérivable en tout point ; cela équivaut a la
différentiabilité avec les équations de Cauchy-Riemann £z = Qy , Py = —QI.



Sur un ouvert connexe, une fonction holomorphe de partie réelle constante, ou de module constant,
est constante.

Une détermination continue du logarithme est holomorphe de dérivée 1,/2: ; il n'en existe pas sur
c* et Log estdéfiniesur C\R_ .

b
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Théoreme de Cauchy : sur un ouvert étoilé, une fonction holomorphe a une primitive et son intégrale
sur tout chemin fermé est nulle.

1 [ f®)
Formule de Cauchy : Ind’}’@ f@' = Yum | 0 dz | et sa version pour f'i”:'@ .

v

Holomorphe équivaut a analytique ; la série de Taylor converge sur tout disque inclus dans I'ouvert.

Sur un ouvert connexe, les zéros d'une fonction holomorphe non nulle sont isolés ; deux fonctions
égales sur un ensemble qui s'accumule dans I'ouvert sont égales.

Liouville : une fonction entiére bornée est constante ; on en déduit le théoréme de d'Alembert-
Gauss.

Principe du maximum : le module d'une fonction holomorphe non constante n'a pas de maximum
local ; sur un compact, il atteint son maximum au bord.

Questions fréquentes sur fonctions holomorphes

Quelle différence entre une fonction holomorphe et une fonction différentiable sur Rz ?

Une fonction holomorphe est différentiable et sa différentielle est de plus C-linéaire, ce qui équivaut aux
équations de Cauchy-Riemann. Par exemple, la conjugaison est R-linéaire, donc différentiable, mais elle
n'est C-dérivable nulle part. Cette contrainte supplémentaire entraine toute la rigidité du chapitre.

Pourquoi faut-il un ouvert étoilé dans le théoreme de Cauchy ?

Sur un ouvert étoilé, on construit une primitive en intégrant sur les segments issus du centre, grace au
lemme de Goursat. Sans hypothese de ce type, le résultat est faux : sur C privé de 0, l'intégrale de 1/z sur
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le cercle unité vaut 2im. Plus tard, on remplace cette hypothése par la simple connexité.

Comment appliquer la formule de Cauchy a une intégrale sur un cercle ?

Repérez les points ol I'intégrande n'est pas défini et gardez ceux qui sont intérieurs au cercle. Ecrivez
I'intégrande comme g(z)/(z-a), avec g holomorphe sur un disque contenant le cercle. L'intégrale vaut alors
2im g(a). S'il y a plusieurs points intérieurs, décomposez d'abord en éléments simples.

Le principe des zéros isolés s'applique-t-il sur n'importe quel ouvert ?

[l faut un ouvert connexe, et le point d'accumulation des zéros doit appartenir a I'ouvert. Par exemple,
sin(m/z) s'annule en tous les 1/n sur C privé de 0 sans étre nulle, car 0 n'est pas dans I'ouvert. Sur un
ouvert non connexe, une fonction peut étre nulle sur une composante et pas sur l'autre.

Pour aller plus loin en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur fonctions holomorphes

A maitriser avant : Compacité et connexité

Chapitre précédent : Equations différentielles et théoréme de Cauchy-Lipschitz

Chapitre suivant : Singularités et théoreme des résidus

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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