Corrigés des exercices de maths en L3

Fonctions holomorphes

Corrigé de I'exercice 1 : Conditions de Cauchy-Riemann

1. On lit directement : pour fl, P = 2 —yg et & = 2zvy ; pour fg, P ==z et
Q= -y ;pour fq, P=zx24+ylet @Q=0;pour fg, P=x2et Q=1y?.
Les quatre fonctions sont polynomiales en {:J:, ) , donc de classe (71 et
différentiables partout.

2. Pour fl p Pp =2z = Qy et Py=-2y= —Q$ . Les conditions sont vraies partout.
Pour fg : Ppo=1let Qy = -1 , donc la premiére condition n'est jamais vraie. Pour fg :
Pp=2¢, @y =0, Py=2y, &_ =0 Lesconditonsdonnent £ = 0 et
y = 0. Enfin, pour f"—l i Pp=12z, @, =2y, Py=0=-Q_ laseule
condition est T = 4, Ensembles: C pour fl, @i pour fg, {0} pour fg, la droite
Y = T pour f.&.

3. Les fonctions sont différentiables. D'aprées le théoreme de Cauchy-Riemann, elles sont donc -
dérivables exactement aux points trouvés, avec f’r =P, 4+ ﬁQE . Ainsi
fi{z} = 2z 4 2wy = 2z :enfait fy(z) = z2  Ensuite, fé(ﬂ) — 0 . Enfin, en
_ - / / /
a = zg(l+1), fal@)=2zy. fi(z) =2z sur C; f3(0)=0;
f:;{a:lj + ﬂ'a:D:l = 24 ; fg n'est dérivable nulle part.

4. Etre holomorphe sur un ouvert ¥ exige la C-dérivabilité en tout pointde ¥ .0r {0} etla

droite ¥ = I sont d'intérieur vide. Seule fl est holomorphe sur un ouvert non vide (sur
C tout entier).

Point de méthode : la ( -dérivabilité en un point isolé, ou le long d'une droite, ne suffit jamais pour étre
holomorphe. Il faut un ouvert.
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Corrigé de I'exercice 2 : Fonction harmonique conjuguée

1.Ona u; = 3z2—3y2 +2,donc Ugy = 62 .Deplus, Uy = —6TY , donc
Uyy = —O6T Ainsi Au = 6z —6x = 0 : U est harmonique.
2. Oncherche % avec Yy = UYg et Yz = —Uy . La premiére condition donne

Uy = 3x2 — 3y2 + 2 . Enintégranten ¥, on obtient

v(z,y) = 322y — y3 + 2y + p(z) . Ensuite, vy = Bxy + @/(x) doit valoir

—uy = 6y . Donc @' = 0 et @ estconstante. Enfin, w{0,0) = 0 impose @ = 0.
Réciproquement, wu -+ 2t estde classe (71 et vérifie Cauchy-Riemann, donc elle est
holomorphe. w(r,y) = 32y —y3 + 2y.

3. Développons z3 = (;1:—|—3'y:|3 — 3 + 33':]:23_; — 3;[:y2 — iyg . Ainsi
Re(z3) = £3 —3zy? et Im(23) = 312y — y3. Par conséquent, w4 + v = 23 + 2z.
flz) = 23 4+ 9z

4. Supposons que rd 4 yg = Re g surunouvert ¥ ,avec & holomorphe. D'apres le cours,
g estdeclasse (% et sa partie réelle est harmonique. Or
Alz2 +yd)=2+4+2=4 ?é 0.Cestabsurde: z2 4 y2 n'est partie réelle
d'aucune fonction holomorphe.

Corrigé de I'exercice 3 : Séries entieres et fonctions
analytiques

1. Pour z n z™  le rapport ':'”'"'1:' tend vers 1 . D'apres la regle de d'Alembert, le rayon vaut

1 . Ensuite, Z 9" Z2n — Z {22:3) est géométrique. Elle converge si et seulement si
|222| < 1, c'est-a-dire |z| <1/v2 . Rayons: 1 et 1/v2.

2. Onécrit 1 —z = (1-a) — (z—a) = {1—5&)(1 — H). Pour |z —a| <[l —al, lasérie

géométrique donne

z—a\" (Z_G)n
= LZ (f=a) = Z (1—a)"t1

n >0 n >0

[
I
By
f—
I
k2



Le rayon est exactement |l - r:&| , car la série géométrique diverge dés que sa raison est de
module au moins 1 . Ainsi, autour de chaque point @ ?é 1, la fonction est somme d'une série

entieresur Df{a, [1—al) C € {1} . La fonction z — ﬁ est analytique sur C\ {1},

avecunrayon [l —a|l en a.

1

m
3. Pour |z|<1,ona |-2z2|<1,donc 1422~ ;D (=17 22" Cette série diverge pour
i)

|2| > 1, car son terme général ne tend pas vers 0.Rayon: 1.

4. Lafonction 9 estholomorphesur €\ {3, —t} .Ladistancede 1 & 47 vaut y3.Donc
D(1,V2) estinclus dans I'ouvert d'holomorphie, et le rayon £ de la série de Taylor en 1
vérifie p = V2 .Supposons p >V2.Lasomme S serait holomorphe, donc continue, sur
D(1, p) , qui contient 7 .Deplus, S = g sur D(1,v2).0r |g(z)] =+ +oo quand

z — 2 dans ce disque, ce qui contredit la continuité de § en z.Lerayonen 1 vaut 3

5. La série de Taylor réelle en [ est la restriction a [ de la série complexe de la question 3. Son
rayon est donc 1 . L'obstruction ne se voit pas sur [ : elle vient des poles complexes -+ 3,
situés a distance 1 de I'origine. La divergence pour |z|>1 s'explique par les singularités

+ 2 du prolongement complexe.

La figure ci-dessous représente les deux disques de convergence. Chacun est le plus grand disque centré
au point considéré qui évite les poles 4 z.
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Corrigé de I'exercice 4 : Logarithme complexe et puissances

1. On écrit chaque nombre sous la forme 28 avec 8 € ]—ﬂ', ﬂ'[. D'abord, a2,
Ensuite, 1 4 5 = 3 3/ % Enfin, _y3 _; — 9, 51/6  car cos(—bm[6) = —
et sin(=5m/6) = . Logl) = %, Log(~1+i) = 2ln2+%7,

Log(—V3 —1) = 1112—5%-

IS5

2

2. Oncalcule z; z, = {—1-|-g':|2 =1-2:—-1= —-2¢ = gg_'*:”'rf@. Donc

34
ng{zl 32} —ln2 — % Enrevanche, Log z; + Log z, = In 2+ % . Les deux
valeurs different de 33 : LD.g ne transforme pas les produits en sommes.



3.0na 4t = e}gp(g' . %) = EXP(_TQ_T) L gt — E_’J‘U@ 0,208 , qui est réel.

2

4. Comme _j 4 ; — gL0&(=1+1)  1¢quation s'écrit Ez — pleg(—1+1)  Le noyau de
I'exponentielle est 2z4r# . Les solutions sont z = 2ln 24+ 3( Z + Zﬁwr) , ke df.

5. On pose tw = ei# ?é 0. L'équation cosz = 2 équivauta +w + w—1 = 4, soit
we — day +1 = 0.Donc w = 2 + 3, deux réels strictement positifs. Ensuite,
1z = In(2 £V3) + 2ekw ,dou z = 2kwm —an(2 £V3).or 2-V3)(24+V3) =1,
donc In(2 —v3) = —In(2 4 V3) . Les solutions sont z = 2k £ 2In(2 + V3,
k £ & . Le cosinus complexe n'est donc pas borné par 1 ; en fait, il n'est pas borné du
tout, comme I'impose le théoréme de Liouville.

Corrigé de I'exercice 5 : Intégrales le long de deux chemins

1. On paramétre ’}fll:i:l = (141)t, t € [0]],avec ’}’{'{i} =1+ Ainsi

1
3
fzg dz = {l—i—a} f (I_H) . Or {1-|-g'j2 = 2z, donc
Ty 0

(1_|_g':|3 = jg'{l_H} — —2 + 22.Pour g, le premier segment ¥ — £ donne
1

/13 dt = %.Le second, ¥t — 1 4 1t, donne
1]
1

1
N9 . 1+44t)? 14+4)° =1 _39;
f(1+3t)23dt:[w3?)]0:(+%% _ 3;—2%‘
0

1—3+2  —2+2

La somme vaut . Par ailleurs, 23/3 est une primitive holomorphe de

3 - 3
=2 sur . Donc l'intégrale vaut @ _ [ surtoutcheminde 0 a 1+ .Lesdeux
intégrales valent # .

2. Sur 71, ’}fl{t:l ’}filit:l = (1—2)t(142) = 2¢, d'ou fﬁdz =1 sur Vq, le premier
11
1

segment donne fﬁdt
0

. Le second donne

[l
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1 1
f{l—ii}idt:f{i—kt}dt:ﬁ—k%. ffdz:let f?dz:l—m_
0 0

T1 Ta

3. Lafonction zZ posséde une primitive holomorphe : son intégrale ne dépend que des extrémités.
En revanche, % n'est pas holomorphe (exercice 1). Elle n'a donc pas de primitive, et son intégrale
dépend du chemin. Le résultat dépend du chemin pour Z, et pas pour ;2.

4. Le bord direct du triangle est ¥y suivide Y1 parcouru en sens inverse. Son intégrale vaut donc

(1 + ﬁ) —1 = 2. L'aire du triangle vaut % . L'intégrale vaut ; — 2z x Aire . Cette relation
est générale : elle découle de la formule de Green-Riemann.

Corrigé de I'exercice 6 : Intégrales sur un cercle et primitives

29
1. Avec » — reit,ona gz — srett 4, donc f z"dz = ir”"‘lf ettt g g
C(0,r) 0
7 ?é —1, l'intégrale d'une exponentielle gzkt avec k& ?é 0 sur une période est nulle. Si
n = —1, l'intégrande vaut 1 .L'intégrale vaut ([ pour = ?é —1, et 27 pour
n = —1.

2. Si F' était une primitive holomorphe de l/z sur 7, l'intégrale de 1/3 sur le chemin fermé
C(0,1) serait nulle. Or elle vaut 2771 . Il n'existe pas de primitive de 1/z sur C*.

: C (41?2t 402241 2 1 Dapre -
3. On développe : e — - = z4+5+ - D'apres la question 1, seul le terme
en 1/z contribue. L'intégrale vaut 2 x 2¢m = 417 .

4. Le disque fermé I3(2,1) est contenu dans le demi-plan R.e z > 1, doncdans €Y R_ . Sur
cetouvert, Log est une primitive holomorphe de 1/z.Comme C(2,1) estun chemin fermé

iz _ g
de cet ouvert, 2 — -,

C(2,1)



1. Pour |z| = R, I'inégalité triangulaire donne |72 + 4| > |g|2 —4 = RZ2_4~0.Donc
1

z2+4 <

la majoration annoncée. Enfin,

22 _a sur le cercle, dont la longueur vaut  24r A . L'inégalité de la longueur donne

2w R NE_TTLI.t, I t . s
R2_ 2 & - L'intégrale est majorée par

R
D4 et tend
vers (.

N . ay : 1 1 4
2.0na z4+4 = (z—2u)(z + 2¢). On vérifie que ——o- So5 = 2244 bonc

1 1/.1 1 . . e
Jira = 4@(3——25 z+2é) .Pour H > 2, lespoints - 2z sontintérieurs au cercle, et

dz :
f z—a = 24T pour la| < B (formule de Cauchy avec f = 1). Ainsi l'intégrale
C(0,R)

vaut E{Eﬁr — 2277) . Elle est nulle pour tout R > 2, ce qui est cohérent avec la
question 1.

3. Pour z = Rett, t€[0,7],0ona [e°?| = e~ Im 2 = ¢—Rsint <1 ,car sint > 0.
De plus, |z:2 + 1| = B2 — 1. Lalongueur du demi-cercle vaut 7 & . Donc

gtz d e I KR
2241 %%| = 7 _1.Ce majorant tend vers 0, donc l'intégrale aussi.
I'p

Point de méthode : sur un grand cercle, minorez le dénominateur par l'inégalité triangulaire renversée
22+ ¢l > |o* — el

Corrigé de I'exercice 8 : Applications de la formule de Cauchy

Dans chaque cas, on isole un facteur % et on vérifie que le reste est holomorphe sur un disque ouvert

contenant le cercle d'intégration. Un point intérieur au cercle a pour indice 1 . La figure suit la question 3.

1. Lafonction €XP estentitre, et [1| <2 .Laformule de Cauchy sur C'(0,2) donne
Ii=2%wmel. I1 = 2wme.
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. - \ . . 1 _ 1/ 1 1
2. Les points 0 et 2 sontintérieursa C'(0,3).0n décompose : o 2(3_2 — 3) .
In = 1 il d 1 e* a
Ainsi 42 = 7 R # %% |aformule de Cauchy donne 2541 2 et
¢0,3) C0,3)

24 e0.Donc Tn = imed —qm. Iq = m(e? —1).

3. Seul 0 estintérieura C(0,1) . Lafonction g(z) = ;—_22 est holomorphe sur le disque
D{0,2}, qui est étoilé et contient (0,1} . La formule de Cauchy donne
T3 = 2im g(0) = 2em - =5 Iz = —irr.

- (0, 1) : question 3 — (0, 3) : question 2
4 -

3_

e




g(=)

. 1 1 : < :
4. On écrit — . avec . Le point —3 est a distance de . Donc
zd+1 z— 1 g{z} P ¢ 2 ¢ g

est holomorphe sur  D{z, 2}, qui contient C{a,l},et 3 est intérieur a ce cercle. Ainsi
— o ola) = T
Ig = 2umgl) =5,

Tg =7,

Corrigé de I'exercice 9 : Formule de Cauchy pour les dérivées

On utilise _ :,n+1 ’1 , valable pour f holomorphe sur un ouvert
GEED:TJ
contenant  D{zy, 7) et |a — zg| <7,

1. Onprend f(z) = e2% ,entiere, o = 0 et n = 3.Alors f':gj{[j) — 8. Donc l'intégrale

gdz Baar
vaut EE—TT S_L. 3_4':53:?.

6 C(0,1)

2.0nprend f =sin, a =0 et n = 1.Donclintégrale vaut 2z sin"{[]} = 2umcos 0.

smzd

3 = Ewr_

coD

3.0nprend f(z) =23, a =1, n=1;lepoint 1 estintérieura C(0,2).Comme

2
f’(l} — 3, l'intégrale vaut 2z - 3. (z—1)2 z = b
C(0,2)
il dz = Aar
4. Avec f = exp,ona f':”j{[jj — 1, donc Zntl — q! . Paramétrons ensuite
C(0,1)
par z — ett : gy = et gt et ,—(n+1) _ ,—in+1)t L'intégrale devient
2
ﬂ'/ el g—int Jf . Or gefl — ocos tetsin t . Donc
]

2

scost pu(sInt —nt) gp 2_'?:'
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2ar
En prenant la partie réelle, f eCOE f.;;og(gin i — nt} dt =
0

ol

—T,r , et la partie imaginaire donne
.

une intégrale nulle.

Corrigé de I'exercice 10 : Intégrales trigonométriques par la

formule de Cauchy

1. Posons z = ett, t € [0,27] . Alors dz = 2z dt et cost = %(3 + %).Ainsi
2 .
5+ 4dcost = 5+ 2z _|_% — Mﬂ . Par conséquent,

dt . z dz _ dz :
b+4dcost T 222 4+5z24+2 iz T (222 + 5z +2)

Par définition de I'intégrale le long de C(0,1) , on obtient I'égalité demandée.

2. Onfactorise 222 + 5z 4+ 2 = 2(z + %){z + 2). Seule la racine —% est intérieure au cercle

g(2)
Zz+1/2"
holomorphe sur le disque D{D 2} qui contient C(0,1) . La formule de Cauchy donne donc

1 : TT
pim o -8) = 2w L, _ _
wrgr e 3 f5+4|:os - 37
0

unité. On écrit I'intégrande sous la forme avec g(z) = 790z 3 - Cette fonction est

[ [ ]

- dz
, donc l'intégrale vaut i(bz2 + 2az 4+ b). Le

C(0,1)
—a + Va2 — b2 et —a— Vbﬂg — 52, Leur produit

vaut 1 et &, < —% < —1 . Donc |2-’1| <1< |zg| La formule de Cauchy appliquée en %1 a

Jaz + b

A 2
3. Deméme, g 4+ bcost = bz +2::~:

trinbme a pour racines réelles . —

g9(z) = (z — =) Nolomorphe sur D(0, |z5|), donne

Qiﬂ' . - 2 471'
tb(z, — 22) 2\&12

2

_ 4w QT . B
fa—i-bc-:-st o2 , ce quiredonne 5= pour a = 5, b= 4.
0




2

4. La formule de la moyenne pour €%P en [,avec = = 1,donne 1 = 0 = % eetl gt
. 0
or el = gcos t(cos{sin t) + 2sin(sin i:l) . En séparant parties réelle et imaginaire :
2 2
ec0s fcos(sin t) dt = 2 et f ecos i5in(sin t) dt = 0.
0 0

La figure montre, & gauche, les deux racines du trinbme par rapport au cercle unité. A droite, elle montre

. . 1 2m _ 1
la fonction intégrée : sa valeur moyenne sur [0, 2] vaut bien Ar 3 =35

1.0 =—— t+~1/(5+ 4cost)
1.0 A C(0,1) -=-=- Vvaleur moyenne 1/3
0.5
. -2 —-1/2
g 00 > 03
_05 -
_10 -
_2 _1 0 1 0.0 T T T
Rez 0 2n

Corrigé de I'exercice 11 : Module constant et rigidité

1. Si @ estconstante, alors &, = &y = 0. par Cauchy-Riemann, Pz = &y = U et
Py = —Q$ = 0 ponc f*r =P, —|—iQ$ = 0 sur {7 .Comme [J estconnexe, f
est constante.

2.Si f(U) C R, alors @ = 0 est constante. D'apreés la question 1, [ est constante.

3. Supposons Pl —+ QQ = ¢.Si ¢ =0,alors f = 0.Sinon, en dérivant, on obtient
PPE+QQ$:Det PP?+QQy=D.Onremplace & = —Pyet Qy: P

v

celadonne PP, —-QPy =0e QP,+ PPy = 0. Cesysttmeen (P, Py} apour
déterminant P2 —I—QE = c?é 0.ponc P, = Py =0, puis Q$ = Qy =0 et
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' = 0.Ainsi f est constante.

4.Si f et f sontholomorphes,alors f 4 f = 2P est holomorphe et a valeurs réelles. D'aprés
la question 2, P est constante. Ensuite, le cours (partie réelle constante) donne la conclusion. La
fonction [ est constante.

5. Lafonction ¢(z,y) = (cos £, sin £} est (7, non constante, et de norme 1 . Pour les
applications de RZ dans [RZ, un module constant n'impose rien ; seule I'holomorphie,
via Cauchy-Riemann, crée cette rigidité. On vérifie d'ailleurs que % ne satisfait pas Cauchy-
Riemann: P, = —sinz alorsque &y = 0.

Corrigé de I'exercice 12 : Déterminations du logarithme

1. Posons w = —tz.Si z = retf avec 8 € |—w/2,3w/2[, alors ,, — il —7/2)
avec 8 — /2 € ]—m [ .Deplus, z € tR_ sietseulementsi w € R_ .Par
conséquent, pour =z £ L7, L(z} = Log(—g',g) + % . Cette expression est continue (et méme
holomorphe), comme composée. Enfin, ej{p{L{z}} = (_gg} . E"':"ng = {_3'2;} .2 = z.Pour
lesvaleurs: _] = gtm avec T € |-m/2,3mf2 et _j_; — 5 5/%. L est

une détermination continue ; L(-1) = 7 et L(—1—1) = %111 9 4 E)fT”T

2. L'ouvert U\ R_ est formé de deux morceaux. Le premier corresponda 8 € |—m /2, [ ; 13,
les deux arguments coincident et L: = Log . Le second est le quart de plan ouvert Re z <0,
Im z<0,o0u 8 € Jm 3 /2] :I'argument principal vaut alors § — 24r. Donc L = Log
hors du troisieme quadrant, et L = Log + 2¢7 dans le troisieme quadrant ouvert.
Cela illustre la différence d'une constante 22/ sur chaque composante connexe.

3. Supposons que I, soit une détermination continue sur {¥. La fonction
P(t) = ﬁ(j_]{eﬁ't) — it) est continue sur [ . Elle est a valeurs entiéres, car
exp(L(e™)) = et Par le théoréme des valeurs intermédiaires, elle est constante. Or

:glb{jﬂ-) = M = qlb([j] — 1. C'est une contradiction : aucune détermination
T

continue n'existe sur ™.

4. La fonction f’;/f est holomorphe sur ¥, car f ne s'annule pas. D'aprés le théoréme de
Cauchy dans un ouvert étoilé, elle admet une primitive & . Alors
{fe—Gj'; = f'e=G — fG'e—G = 0 . Un ouvert étoilé est connexe par arcs, donc
fE_G est une constante ¢, non nulle car f ne s'annule pas. On choisit 5 tel que
EJB — .~ (surjectivité de ®XP sur C*). Lafonction g = & + 5 est holomorphe et
vérifie e? = eGc = f.



5. Onpose } — EE‘,"Q , holomorphe sur ¥ . Alors hg = 9 = f

Point de méthode : pour construire un logarithme de |, intégrez la dérivée logarithmique f’;jf ;
c'est ici que sert I'hypothese « ouvert étoilé ».

Corrigé de I'exercice 13 : Zéros isolés et suites de valeurs

1. Lafonction z —s z2 convient.Si f convient, alors f — #2 est entiére et s'annule en tous les
lfn . Cette suite converge vers [ £ C , et C est connexe. D'apres le principe des zéros
isolés, f — z2 = 0. La seule solution est f(z) = 22 .

2. Supposons qu'une telle | existe. Pour n = 2k,ona f(1/(2k)) = 1/(2k).Donc f et
'identité coincident sur une suite quitend vers 0 € D{0,1). Ainsi  f{z) = z surle disque, qui
est connexe. Or, pour n = 2k +1,onobtient f(1/(2k+1)) = —1/(2k+1) £ 1/(2k+1) .

C'est impossible : une telle [ n'existe pas.

1 _Ym - _ =z
3. Onremarque que =7 = 77 - La fonction g{z) = 145 estholomorphe sur D(0,1),
car son péle —1 n'est pas dans ce disque, et elle vérifie g{l/n} = fn%l—l Enfin, deux solutions

coincident sur la suite  (1/m), qui s'accumuleen 0 € D{0,1) . oui: f(z) = l—l—iz , et c'est
I'unique solution.

4. Les zéros l/n de [ s'accumulenten 0, qui appartient a I'ouvert connexe C. Ce zéro ne
serait pas isolé. Donc  f est identiquement nulle. En revanche, sin{w/z) est holomorphe sur
¥, et le point d'accumulation [ n'appartient pasa {*. Le principe exige un point
d'accumulation dans l'ouvert ; pour sin(m/z) sur (*, il ne s'applique pas.
] (_1)3:- Z2k+1 23 25
5. Pourtout =z, Sl&—2 = ;;;1 T (Er1r T T8 + 190 — - - - . Le premier coefficient

(—1)% z2k—2
non nul est celuide  »3.Le zéro () estdordre 3,et 9(2) = Z (2k+1)7 »avec
Ex=1

9(0) = —5# 0.
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Corrigé de I'exercice 14 : Prolongement analytique d'identités

1. Lesfonctions 7 —3 sinz +cos2z—1et z — cos(2z) — 1 + 2sin? z sont entiéres.
Elles sont nulles sur [, par les formules réelles. Or [ admet des points d'accumulation dans €,
qui est connexe. Par prolongement analytique, les deux identités sont vraies sur (.

2. Fixons ¥ € R . Llafonction z — exp(z + v) — exp(z)exp(y) estentiére et nullesur R,
donc nulle sur  C. Fixons ensuite z € C . Lafonction w — exp(z + w) — exp(zjexp(w)
est entiere. D'apres I'étape précédente, elle est nulle sur [, donc sur . Ainsi

exp(z+w) = exp(z)exp(w) pourtous z,w € C.

3. L'ensemble [0,1] est infini et tous ses points sont des points d'accumulation, situés dans T7 .
Comme {J est connexe, le principe des zéros isolés s'applique. Donc  f = 0 sur 7.

4. Lafonction ¥ est (°? sur E etnulle sur [—1, D] . Pourtant, elle n'est pas nulle, puisque
fp{l} = e—1 . Une fonction " réelle n'est pas déterminée par ses valeurs sur un
segment : c'est la rigidité propre aux fonctions holomorphes. En effet, toutes les dérivées de
¥ en ( sontnulles, mais % n'est pas somme de sa série de Taylor.

5. L'ouvert C "-\ [%_ est connexe (il est étoilé par rapport a 1 ). Deux prolongements holomorphes
de In coincident sur ]D, —|—CO|: , qui s'accumule dans I'ouvert. lls sont donc égaux. De plus,
Log{a::l = Inx pour x >0.Le seul prolongement est la détermination principale
Log .

Corrigé de I'exercice 15 : Fonctions entieres a croissance
polynomiale

1. Lafonction f estentiere, donc flz) = Z Gp 2™ sur C.Sur C(0,r),ona
|7/| £ A + Brk | Les inégalités de Cauchy donnent la,| < A"'T—fﬂc pour tout = >0 .Si

n > k , ce majorant tend vers () quand ™ — —4co.Donc Gy = 0 pour n >k . Ainsi
f est un polynéme de degré au plus k.

2. D'apréslaquestion1 (avec A =0, B =1, k=2), f(z) =ag+a;z+ayz2.
Dabord, |f(0)] < 0,donc @ = O . Ensuite, pour z%# 0, |aj 4+ aqz| < |2] ; en faisant
tendre Z vers 0,onobtient @ = 0 Enfin, |aq z3| < |2:|2 impose |ay| < 1.



Réciproguement, ces fonctions conviennent. Les solutions sont les f{z} — az? avec
|la| < 1.

3. Lafonction [ est continue sur le carré compact K = [0,1] + #[0,1] , donc bornée par un réel

M .Tout z € C sécrit z = zy+m +n2avec 25 € K et m;n € Z (prendre les

parties entiéres). Par périodicité, f(z) = f(zy),donc |f(z)] < M .D'apres le théoreme
de Liouville, f est constante.

Corrigé de I'exercice 16 : Variantes du théoreme de Liouville

1. Lafonction oJ estentiére et |Ef| — gHe f < 1.D'aprés Liouville, oJ est constante. En
dérivant, f”gf — (1. Comme I'exponentielle ne s'annule pas, f’ — (.Donc | est
constante.

2. Ona |.=;»’*;f| — ERE':'*;f) — g~ im f < 1 . La fonction Eﬁ'f est donc entiere et bornée, puis
constante. On en déduit g’f’gﬁf = [, puis f’ = (). La fonction f est constante.

3. Lafonction f —1 nes'annule pas, donc g = I 1_1 est entiere. De plus, |g| < 2. D'aprés

Liouville, & est une constante non nulle < . Ainsi f =1 _|_% est constante.

|f(=)]
||

une constante ¢, avec |c| < 1.Donc f{z) = ce? avec || < 1.

4. Lafonction g(z) = f(z)e™# estentiére, et lg(z)| = < 1.D'apreés Liouville, g est

Point de méthode : pour appliquer Liouville a une fonction qui n'est pas bornée, composez-la avec une
fonction qui transforme I'hypothése en borne : Ef, eéf , J%a , ou divisez par une fonction de

référence.

Corrigé de I'exercice 17 : Théoreme de d'Alembert-Gauss par

Liouville
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1. Soit |z| > R.Comme |z| > 1,ona |z[f < |z[® L pour 0 <k <n—1.Par
conséquent,

n1 = k n—1 _ |2l _n-1
\an_lz +...+ ao\ < D lagllel® < 81" < e
k=0

n
|z| = 2.5 . L'inégalité triangulaire donne alors |P(z:|| > |z|ﬂ _ % . Ainsi

1P(z)| > |3| pour |z| > R.

2. Si P nes'annule pas, I/P est un quotient de fonctions entieres sans péle donc entiere. Sur le

_|j| < En.La

disque compact E(D,R} , elle est continue, donc bornée. En dehors, P(zj

fonction 1/P est entiére et bornée sur C.

3. D'aprés Liouville, I/P est constante, donc P aussi.Or P estdedegré n = 1.C'est
absurde: F admet une racinedans (.

4. On raisonne par récurrence sur . Pour n =1, P{Z} =z - {—G&D} . Supposons le résultat
vraiaurang 7 — 1.Soit #1 uneracinede P .Lla division euclidienne par ¢ — €1 donne
P(z) = (z — 21)Q(z) ,avec @ unitaire de degré n — 1.0On applique I'hypothése d @ .
T

Donc P{E’:‘ = kﬂl{z - Zk:' .

5. Siles Ok sontréels, alors Pfw) = P(w) .Donc P(w) = 0 entraine P(w) = 0. Plus
précisément, H{z —zp) = Plz) = P{z} = H{z — Z) . Par unicité de la factorisation,
les racines non réelles vont par paires conjuguées, avec la méme multiplicité. Elles sont donc en
nombre pair. Si 71 est impair, il reste au moins une racine réelle.

Corrigé de I'exercice 18 : Principe du maximum

1. La fonction z2 — 1 estun polynébme non constant. D'aprés le principe du maximum, le maximum
de son module sur le disque fermé est atteint sur le cercle. Pour » — %% ,ona
gdud —l = e(e® — e—0) = 27eWsind . Donc |22 — 1| = 2|sind|, maximal pour

g = 2 Le maximum vaut 2, atteinten > — ; et z — —; uniquement.

2. La fonction |z:3 — %| s'annuleen z = :I:% , intérieurs au disque : son minimum sur E{D,l}

vaut 0.Surlecercle, 1 = z2 décrit le cercle unité, et |w — %| >1— % , avec égalité pour



1 = 1.Le minimum vaut ( sur le disque, % surlecercle(en » = 4 1).Le
principe du minimum exige que la fonction ne s'annule pas : il ne s'applique pas ici.

3.0na [|e?| = eRe # et Re z variedans [—1,1] surle disque fermé. Le maximum vaut
€, atteinten z — 1 ;le minimumvaut 0—1, atteinten z — —1. Les deux sont
atteints sur le bord, car =P ne s'annule pas.

4. D'abord, [ ne s'annule pas sur le compact E{D,l} . Par continuité, elle ne s'annule pas sur un
ouvert ¥ contenant ce disque. Le principe du maximum appliqué a § donne |f| < 1 sur
E{D,l} .Ensuite, 1/f estholomorphesur ¥ etde module 1 sur le cercle. Donc
IL/f] €£1,soit |f| = 1.Ainsi |f| =1 surledisque ouvert, qui est connexe. D'apreés
I'exercice 11, { est constante sur D(D,l:l , puis sur le disque fermé par continuité.

5. La fonction f{z) = z est holomorphe, de module 1 sur le cercle, et non constante. Elle
s'annule en [, ce qui empéche d'appliquer le principe a l/f .

La figure ci-dessous trace |2:2 — 1| sur le cercle unité en fonction de I'angle @ . Ony lit le maximum
2 en —4 3 etleszérosen +1.

3.0
— G |e?f — 1| =2|sinf|

311/2 on

0 /2

D A A
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Corrigé de I'exercice 19 : Lemme de Schwarz

m
1. Lafonction [ est somme de sa série de Taylor ;1 %" sur D, car ag = f(0) =0.
m

— —1
Donc g{z} o Z:.;l Op 27 pour z & [,y comprisen 0, oul'on trouve 4y = fI{D).
n

Cette série a le méme rayon, au moins 1 . La fonction ¢ est holomorphe sur [.

2. Soit 7 € ]0,1[ .Pour |z| = 7 ,o0na l9(z)| = |f5ﬂ’g}| < L. Lafonction ¢ est holomorphe sur

un voisinage du disque fermé D (0,r) . D'apreés le principe du maximum, la(2)| < ,l,l, pour
|z| < v .Fixonsalors z € D .Pourtout r € ]|z[,1[ ,ona |g(z}| < 1/r.En faisant
tendre T vers 1,onobtient [g(z)| <1 sur D.

3. Pour 2z 0, |f(z)] = |2||g(z)| < |2|. et linégalité est triviale en 0. De plus,
7O = |g@)] < 1.ponc |f(z)] < |2| sur Det |/ <1.

4. Dans les deux cas, |g| atteintlavaleur 1 enunpointde D (en Zg,ouen (). Comme
lg| <1, c’est un maximum intérieur. D'aprés le principe du maximum sur D connexe, J est
une constante %, et |A| =1 .Ainsi f(z) = Az avec |A =1.

5.5 f(1/2) = 1/2 ,alors |f(zg)] = |zg| pour 2y = 1/2. D'apres la question 4,

flz) = Az, puis AJ2 =1/2, donc ) = 1.Réciproquement, I'identité convient. La seule
solution est f(z) = z .

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : intégrale de Gauss par le

théoreme de Cauchy

1. Lafonction f estentiére, et C est un ouvert étoilé. D'aprés le théoréme de Cauchy, I'intégrale

de [ surtout chemin fermé est nulle. Donc f flz)dz =10,
I'p

2.0na (H+ z’t}g — R?—t2 4 2;Rt, donc |F(R +4t)| = E—(HZ — +2) < ch? — R?
pour t € [0,b]. De méme, (—R +4t)> = B2 — 2 — 2Rt donne la méme majoration sur
T4 . Chaque c6té vertical est de longueur § . L'inégalité de la longueur donne



2_ g2
/ fl € eb R , et de méme pour Y4 . Ces deux intégrales tendent vers 0
72
quand A — +oo.

3. Lecoté Tavade R 426 & —B 4+ :b.0nleparcourt ensensinverse avec = — © -+ b,
€ [-R,R].or (£ + )% = 2 — b2 + 24ibz . Ainsi

R R
/ Fl2)dz = _[ e~ (@ i) g b2 / £2,-2ibz g,
¥s “R “R

C'est I'expression demandée.

E E
4. La question 1 donne f e—Tldr + f f- Ebgf e—Tle—2br g 4 f f=0.
¥

Quand f — oo, la premiére intégrale tend vers T , et les deux intégrales verticales

tendent vers (. La troisieme converge, car |E_¢EE_355$| = e— 72 est intégrable. Donc
+oo
f E—;rﬁ(ms,:g,g.@ _ t'sin(gbx})dj: _ /7 —b? . En identifiant parties réelle et imaginaire,
1% +oo

f e_$2c05(25:15} dr = vy e—b? et f E_ﬂ?gsin{ﬁbx} dx = (0. Laseconde égalité se

voit aussi par imparité.

5. Le changement de variable 1 = J_ 9 a4 donne
+oo

f e~ =2/ cos{f z)dr = J_f e~ ulcos(V2 ¢ ) du - S ¢ # 0, on applique la

questlon 4avec b = [E|/V2, car le cosinus est pair. On obtient /5= ,—€%/2.5i £ =0,
calcul direct donne /24 , ce qui est la méme formule.

+co
f E_ﬂmcos{f z)de = V2w e,
— o

Point de méthode : pour déplacer une intégrale réelle vers une droite paralléle, fermez le contour par un
rectangle et montrez que les cotés verticaux sont négligeables.

Revenir aux énoncés des exercices
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