Cours de maths spé

Fonctions génératrices

I. Définition des fonctions génératrices

Dans tout le chapitre, l:ﬂ, A, P:l est un espace probabilisé. Les variables étudiées sont discretes et
prennent leurs valeurs dans [+. L'idée est simple : on range les probabilités P{X = n:l comme
coefficients d'une série entiere. Ainsi, la loi de X devient une fonction, et les calculs sur les lois
deviennent des calculs d'analyse.

Définition :

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [N. On appelle fonction génératrice de X la
fonction & 3 définie par

Gy(t) = E(tX) = iﬁ P(X =n)t"
n=0

pour tout réel ou complexe 1 tel que la série converge.

L'égalité entre E{tx} et la somme de la série est la formule de transfert appliquée a la fonction
n — t™ . En effet, la variable ¢ est d'espérance finie dés que la famille (P(X = n) ?n}ﬂ est
sommable.
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Propriété :

Le rayon de convergence de la série entiere Z P(X = n) ™ est au moins égal a 1. De plus,
tn C,

[t <O
est continue sur ce disque, Gx (1) =1 et [Gx(£)| <1 pour [¢ < 1.

cette série converge normalement sur le disque unité fermé { 1} . Par conséquent, & ¥

Démonstration :

Pour |t <1 ettout n,ona |P(X = n)t"| < P(X = n).O0rla série ZP{X = n
converge et vaut 1, car les événements (X = m) forment un systéme complet. Donc la série
converge normalement sur le disque fermé. Ensuite, chague terme est continu, donc la somme est
continue. Enfin, |G x ()| < Z P(X = n) =1,avecégalitéen £ = 1. Le rayon estdonc
au moins 1.

Si X suitlaloi de Bernoulli B{p),avec ¢ =1 —p,alors G x(t) = g + pt pourtout %.
Ici, la série est un polyndme : son rayon est infini. De méme, toute variable bornée a pour fonction
génératrice un polynoéme.

Remarque :

Quelques valeurs particuliéres se lisent directement. D'abord, G x (0) = P{X = 0) . Ensuite,
14+ G x(—1)
—
De plus, sur [0, 1], la fonction G est positive, croissante et convexe, car tous ses coefficients

sont positifs. Cette convexité joue un réle clé dans I'étude des probabilités d'extinction d'une
population.

G x(-1) = P(X pair) — P(X impair). Par conséquent, P(X pair) =




La figure ci-dessous trace plusieurs fonctions génératrices sur [—1, 1] . Toutes passent par le point
(1,1), et toutes restent comprises entre —1 et 1.

Gx(1) =1
1.0
0.5 1
s [
O 0.0 —
_051 — Bernoulli B(1/2) : (1 +1t)/2
—— binomiale B(4,1/2) : (1 + t)/2)*
—— géométrique ¢(1/2) : t/(2 - 1)
—— Poisson P(2) : g2t~ 1)
—1.0

|
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Le rayon peut valoir exactement 1. Par exemple, si P(X = n} = ﬁ pour 1. = 1, lasérie
n
Z fﬁ a un rayon égal a 1. En revanche, il peut étre infini (loi de Poisson) ou strictement compris

entre 1 et oo (loi géométrique).

Il. La fonction génératrice caractérise la loi

Une série entiere de rayon non nul est déterminée par sa somme au voisinage de 0. D'ou le résultat
central du chapitre : connaitre & 3y, c'est connaitre la loi de X .
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Théoreme :

(n)

GX ©) . En particulier,si X et ¥ sonta valeurs
n!

dans Netsi Gy et Gy coincidentsurunintervalle |—a,a[ avec a >0, alors X et
¥ ontla méme loi.

Pourtout n € N,ona P(X = n) =

Démonstration :

La fonction & ¥ estla somme d'une série entiére de rayon JF > 1. Elle est donc de classe =°
~ . . . _ lm) I
sur |—1,1[, et ses coefficients s'obtiennent par la formule de Taylor : a,, = Gy () /nt.

Ensuite,si G = Gy sur |—a,a[ , leurs dérivées en 0 coincident  tout ordre. Par
conséquent, P(X = n) = P(¥Y = n) pourtout 7.

Méthode :

Pour retrouver une loi a partir de sa fonction génératrice :

1. on développe Gx(t} en série entiere au voisinage de 0, avec les développements usuels (
1 Q.
et ¢ l:1—|-t;'l ),

2. si G x estune fraction rationnelle, on la décompose d'abord en éléments simples ;
3. onlit P(X = n} comme le coefficient de +™ ;

4. enfin, on reconnait si possible une loi usuelle, éventuellement décalée.




i—1 t—
% .D'abord, ©

Cherchons la loi de X telle que GX'@' =

Ensuite, on multiplie par 14 £ :

, 1 e—1f1 1 ,
avec la convention — = 0.ponc P(X =n) =5+ m) Nous verrons plus loin

que X alaloid'unesomme B + Y ,avec B ~ B(1/2) et ¥ ~ P(l) indépendantes.

lll. Fonctions génératrices des lois usuelles

Les quatre lois du programme ont des fonctions génératrices simples. Il faut les connaitre par coeur, mais
aussi savoir les retrouver en quelques lignes.

Soit p€0,1[, g=1-p, neN e A>0.

Loi de Bernoulli B(p) : Gx(t) = g+ pt,pourtout £ € R.

Loi binomiale B(n, p) : Gx(t) =g+ pt}n, pourtout t £ .

r
Loi géométrique G(p), sur WN*: Gx(t) = lf—gt' pour |¢] < %-

Loi de Poisson  P(A) : Gxl(t) = e —1) pourtout t € R.
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Démonstration :

n
mn
Pour la loi binomiale, la formule du bindme donne Z (T}}) pkgn—k tk = (pt+4¢) . Pourla
k=10
loi géométrique, P(X = k) = g¢¥—1 p pour k > 1.Ainsi, pour |gt| <1 :

400 " 400 , i
Gx(t)= ) pgklth=pt Y (qt)) =15
=1 =0

Enfin, pour la loi de Poisson, on reconnait la série exponentielle :

o0 I
Gx(t) = Z e A % th = e A ert = A1)
k=0

Remarque :

Une transformation affine de la variable se traduit simplement. Si @, b € N, alors
Gax +b(t) = BE(13X+0) = ¢b G 5 (%) . Par exemple, si X ~ G(p), la variable
X —1,avaleursdans N, vérifie Gx_1(t) = 1 —pgt :

Le programme définit la loi géométrique sur [* : c'est le rang du premier succes. Si I'énoncé
compte le nombre d'échecs avant le premier succes, la variable vaut X — 1 et sa fonction
génératrice perd le facteur 1.




IV. Espérance, variance et fonction génératrice

La fonction génératrice contient aussi les moments de X . Autrement dit, dériver < 3 en 1 revient a
calculer une espérance. Le point délicat est que 1 est au bord de l'intervalle de convergence quand le
rayon vaut 1.

1. Espérance

Théoreme :

La variable X est d'espérance finie si, et seulement si, 3 est dérivable (4 gauche) en 1. Dans
cecas, FB(X) = Gij{{lj :

Démonstration :

Pour t € [0,1[,onutilise 1 —t" = (1—¢£)(1+¢t+...+t* 1) Ansi:

+ oo n—1 oo
Gx(1)-Gx(t) _ Y P(X =n) th= " P(X>k)tk
0 k=0

L'interversion est permise, car tous les termes sont positifs (sommation par paquets). Or cette
P(X > k)
iy CI '
finie ou non. D'aprés le chapitre précédent, cette somme vaut E{X} . Par conséquent, le taux
d'accroissement a une limite finie si, et seulement si, F{X ) < 400,

derniére fonction est croissante en ¢ . Elle a donc une limiteen 1 , égale a k;

Le cas d'une espérance infinie se voit sur le graphe. Comme le montre la figure ci-dessous, avec
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P(X =

n)
B(X) =5 %

s

les cordes issues de (1, 1) deviennent de plus en plus raides. En effet,

= oo :la courbe arrive en 1 avec une demi-tangente verticale.

1.0{ — G)=22 &
n=z1 4%
--- cordedet=0,5a1:pente =1,29 Ry
V4
-—— cordedet=0,9a1l: pente =2,10 /,/ f
0.81 --- cordedet=0,99 a1 : pente =3,42 ol /
/’,/ fl I”
’/,/ ,,/
g 0.6 T //,
= ot
QO e
0.4- ~
I,l/
0.2
0.0 I T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Quand le rayon vaut exactement 1, le point 1 est au bord de I'intervalle ouvert de convergence. On ne
peut donc pas y appliquer directement le théoréme de dérivation d'une série entiere. Il faut soit
utiliser le théoréme ci-dessus, soit prouver la convergence normale de la série dérivée sur [0, 1]. En
revanche, si le rayon est strictement supérieur a 1, la fonction & ¥ est de classe = au
voisinage de 1, et tous les moments de _X sont finis.

2. Variance

Théoreme :



Si X admet un moment d'ordre 2, alors G estdeclasse 2 sur [—1,1], et

B(X(X-1)), V(X)=Gx1)+G%(1) - Gx(1)*

)
b
=

I

Réciproquement, si & ¥ est deux fois dérivable en 1, alors X admet un moment d'ordre 2.

Démonstration :

Supposons E{XE} finie. Pour || < 1, les séries dérivées vérifient

In P(X = n)tn 1| < nP(X =n)et |nn-1)P(X =n)t" 2| <n2P(X =n).
Ce sont des majorants sommables. Donc les séries dérivées convergent normalement sur  [—1,1] .
Le théoréme de dérivation terme & terme donne alors < ¥ declasse 4 et

G () = Z nn—-1) P(X = n) = B(X({X-1}) . Ensuite,

V(}{} = E{XE) — E(X}g = E(X(X—l}) + E{X} — E{X}E . La réciproque se prouve
comme dans le théoréme précédent ; elle est admise ici.

Méthode :

Pour obtenir espérance et variance a partirde & i

1. on vérifie que & 3 est dérivable deux fois en 1 (c'est automatique si le rayon est strictement
supérieura 1) ;

2. oncalcule Gy (1) = E(X) puis G%(1) = B(X(X-1) ;

3. enfin, on conclut par V{X} = Gf{f{l} + G’X(l} — GIX{I}E .
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Si X ~ P(A),alors G () = e*&=1) | de rayon infini. D'abord, GIX'@' — 3 et—1)
donc E(X) = X .Ensuite, Ggf(l) — A2 Par conséquent, V(X)) = A=,

P
De méme, pour X ~ G(p),lerayonvaut 1/g>1.0n trouve GTX'@' T 1—gt)?
q

1 1
{t:l = —t)a Donc E(X) = et V(X)) = —|- B~ i = pi

La figure ci-dessous illustre le cas de la loi de Poisson de parametre 2. La tangente en 1 a pour pente
I'espérance.

1.6 Gx(t)= et~ 1 X ~p(2) 4

-== tangente en 1 : pente G)’<(1)=E(X) =2 /

1.4 1

0.2 1 / ‘au-delade 1:

e ,l ‘rayon infjni

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Plus généralement, si le rayon est strictement supérieur a 1, on a



Gg?'ilj' = E(X(X—lj_ ) _{X-k-|—1}jl pour tout j . Ces nombres s'appellent les moments
factoriels de X .

V. Fonction génératrice d'une somme de variables indépendantes

C'est ici que I'outil devient vraiment puissant. En effet, la loi d'une somme se calcule en général par un
produit de convolution, souvent pénible. Avec les fonctions génératrices, ce produit de convolution devient
un simple produit de fonctions.

Théoréme :

Si X et Y sontdes variables indépendantes a valeurs dans [N, alors, pour tout % & [—1, l] ,

Gx4y(t) = Gx(t) Gy(t)

Plus généralement, si Xq, ..., X, sont mutuellement indépendantes,
GXy+...+ X, =GXxy---Gxp sur [-1,1].

Démonstration :

Fixons t € [—1,1] . Lesvariables ¢+X et ¢¥ sontdesfonctionsde X etde ¥ :ellessont
donc indépendantes. De plus, elles sont bornées par 1, donc d'espérance finie. Ainsi,

B(tX t¥) = B(tX) B(tY), cestadire Gx+v(t) = Gx(t) Gy(t) Lecasde n
variables s'obtient par récurrence, grace au lemme des coalitions: X1 4+ ...+ X, 1 est
indépendante de X .
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Corollaire :

oSi X1,..., X, sontindépendantes de loi B(p),alors X1 +...+ X, ~ Bn, p.

oSi X ru Bin,p)et ¥ ~ B(m,p) sontindépendantes, alors
X4+Y ~ Bln+m,p).

«Si X ~ P(X) et ¥ ~ P(u) sontindépendantes, alors X + ¥ ru P(X + p).

Démonstration :

Pour le premier point, G ¢, + ...+ X, (t) = (g + pt)n , qui est la fonction génératrice de
. m ™ .
B(n, p). Ensuite, (g + pt) (g + pt) = (g + pt}”"‘m . Enfin,
eAt—1) Jult—1) — (A + p){t—1) . Dans chaque cas, on conclut par le théoréme de
caractérisation de la loi.

La figure ci-dessous montre la stabilité de la loi de Poisson : la somme de deux variables de Poisson
indépendantes, de parametres 2 et 3, suit la loi de Poisson de parametre 5.



el X~ 7r2)
0.25 mm Y-~ 7(3)
N mm X+Y~7P(5)
2 0.20-
]
>
©
v 0.15
e}
P
3 0.10
(V]
o]
e
< 0.05
0.00 - 1 = L

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

k

Pour identifier la loi d'une somme S = X1 +4...4 X, de variables indépendantes :

1. on vérifie I'nypothése d'indépendance mutuelle ;
2. on écrit G's comme produitdes &X; ;

3. on reconnait une fonction génératrice connue, ou bien on développe (=5 en série entiére
pour lire P(§ = k).

On lance 7 fois une piece qui donne pile avec probabilité P, etonnote S le nombre de piles.

Alors § = X1+...4+X,, 00 X, vautlsile 7 -iéme lancerdonne pile. Les X, sont

indépendantes de loi B{p).Donc Gg(t) = (g + pt)n et S r~ Bln, p) . Ensuite,
G(1) = np et G4(1) = n{n—1)p2. On retrouve ainsi E(S) = np et
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I V(S) = n(n—1)p2 + np — n?p? = npg , sans aucune somme de coefficients binomiaux.

Sans indépendance, la formule est fausse. Par exemple, si X ~ B(1/2), alors

142 14 1)
Gx +x(t) = Gox(t) = _E , alors que le:t}iz%.

Reprenons la loi de la partie I. Si B ~ B(1/2) et ¥ ~ P(1) sontindépendantes, alors

Gp+v(t) = % gt—1 . C'est bien la fonction étudiée : X adonclaloide B 4+ ¥ .On

en déduit sans calcul E(X) = %4-1 = %

VI. Dénombrements et récurrences par fonction génératrice

Le méme principe s'applique hors des probabilités. A une suite (an} , 0N associe la série entiere
m . / . / .
Aft) = E @n t . Une relation de récurrence devient alors une équation sur A , et un
dénombrement devient un produit de séries.

1. Lancers de dés et coefficients d'un polynéme

Soit & la somme de deux dés équilibrés indépendants. Chaque dé a pour fonction génératrice
%{t +t24...416).Donc Gglt) = 31—6{1'; 4+ 4 1’;5}2 .Ainsi, 36 P(S = s) estle nombre
de couples (3, 7) € [[1, 6]]2 telsque %=+ 7 = s . La figure ci-dessous donne ces coefficients.



0.200
0.175 4 6/36
0.150 1
0.125 -
0.100 {
0.075 -

0.050 1

P(S = s) = coefficient de t*

0.025 1

0.000 -

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
somme S des deux dés

Cette lecture évite de dresser un tableau a 36 cases. Par exemple,
E+...+ 1'5}2 =t2(1+t+...+ 15}2 , et le coefficient de  #7 vaut 6. Ainsi,
P{S = ’.?‘j =35 = % : c'est la valeur la plus probable. Avec trois dés, on développe de méme
(1- tB}E (1- t)_g , ce qui donne chaque probabilité en une ligne.

2. Suites récurrentes linéaires

Méthode :

Pour une suite définie par une récurrence linéaire a coefficients constants :

1. on multiplie la relation par ™ et on somme sur les rangs ou elle est valable ;
2. on obtient une équation dont la solution A.(t) est une fraction rationnelle ;
3. on décompose A en éléments simples, puis on développe chaque terme en série entiere ;

4. enfin, on identifie les coefficients, ce qui justifie I'unicité du développement.
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Soit @mn le nombre de facons de monter un escalier de 7 marches par pas de une ou deux
marches.Ona &p = 41 = let ap =0, 1+0a, 5 pour n > 2 Eneffet, le premier pas
compte une ou deux marches. Comme @, < 2™, lasérie A(t) = Z Gyt aunrayon au
moins 1/2.Pour || <1/2, onsomme la relation :

A(t) =1 —t = t(A(t) — 1) + t2 A(t), donc A(t) = ;=5

Ensuite, 1 —t—%2 = (1—@t)(1—1t),avec 0 = 1"'2"@ et o = 1__2‘*'(5 La
(pn+1_.wn+1

VB

décomposition en éléments simples donne alors ap =

En probabilités, on raisonne de méme sur P, = P(T = n),ou T estuntemps d'attente. On
conditionne par les premiers lancers, par la formule des probabilités totales. On obtient une
récurrence sur ., , puis une équation sur G . Finalement, Gfln{lj donne le temps moyen
d'attente, sans connaitre ¥, explicitement.

Ce qu'il faut retenir

o Gx(t) = B(xX) = Z P(X = n) t™ : rayon au moins 1, convergence normale sur le
disque unité ferm¢, Gy (1) =1,

. - . - . . . n
« La fonction génératrice caractérise laloi: P(X = n) = Gg{ﬂ}/n! :



Poisson: oA(t—1) .

. . . no, . pt
Bernoulli: g + Pt ; binomiale : I:q + pt} ; géométrique : T— gt ;

X est d'espérance finie si, et seulement si, & x est dérivable en 1, et alors
B(X) = G ().

Si X admetun momentdiordre 2: V(X)) = G'%(1) + G (1) — G (1)%.

Pour des variables indépendantes, la fonction génératrice de la somme est le produit des fonctions
génératrices.

e Les lois binomiales de méme P et les lois de Poisson sont stables par somme indépendante.

e Pour retrouver une loi : développement en série entiere, souvent apres une décomposition en
éléments simples.

« Une récurrence sur P(T = n) se traduit en une équation sur G, qui donne E{T") par
dérivation en 1.

Questions fréquentes sur fonctions génératrices

Pourquoi le rayon de convergence d'une fonction génératrice vaut-il au moins 1 ?

Pour |[{| <1,ona |P(X = n)t"| < P(X = n), etlasériedes P(X = n) converge vers 1.
La série converge donc normalement sur le disque unité fermé. Le rayon peut étre plus grand : il est infini
pour une loi de Poisson et vaut lfq pour une loi géométrique.

Peut-on toujours écrire E(X) = G_X'(1) ?

Non : cette formule suppose que X est d'espérance finie, ce qui équivaut a la dérivabilité a gauche de
(z % en 1. Sile rayon est strictement supérieur a 1, c'est automatique. Si le rayon vaut 1, il faut vérifier

la dérivabilité, qui peut échouer, comme pour P(X = n) = n(nl-l—ljl .

Comment calculer la variance avec la fonction génératrice ?

On calcule ij;({l} = E(X(X-1)), puis on utilise V(X)) = Gg{{l} + Gfx{ljl — Gf;.({l}g :
Pour un produit ou une puissance, la dérivée logarithmique G’;’G simplifie beaucoup les calculs, car
G{l} =1.
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La formule G_{X+Y} = G_X G_Y reste-t-elle vraie sans indépendance ?

Non, en général. Par exemple, si X~ B(1/2), alors Gy x (1) = %

2
GX@)E _ @ . L'indépendance sert & écrire E(tX t¥) = E(+X) E(zY).

, alors que

Pour aller plus loin en maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur fonctions génératrices

A maitriser avant : Espérance, variance et loi faible des grands nombres, Séries entiéres

Chapitre précédent : Espérance, variance et loi faible des grands nombres

Chapitre suivant : Adjoint et isométries d'un espace euclidien

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/fonctions-generatrices-exercices-maths-spe
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