Corrigés des exercices de maths spé

Fonctions génératrices

Corrigé de I'exercice 1 : Fonctions génératrices de lois

classiques

L, P(X =k) = L pour k € [[1,n]]. La série est un polynéme, donc son rayon est infini.

Pour t ?‘3 1, la somme géométrique donne

T 1 _ ™
Gx(t) = %kz—:l ik = tn((l _tt)).

H1—t™)

n(l—1 POUr t ?é 1, Gx(1) =1, etlerayon est infini.

Ainsi, le:t:] =

2. D'abord, P(¥ = k) = P(X' =k +1) = ¢*¥ p pour k € N .Ensuite, la série
Z p (gt)* converge si, et seulement si, |gZ| < 1. Son rayon vaut donc 1/q . On obtient

r
Gy (t) = 1— gt Pour l{| <1/q.

3. Les nombres I:R: —+ 1} pg qk sont positifs. De plus, en dérivant la série géométrique,

1
kZ}:U (k + 1) zk = (1— )2 pour |z <1.Avec T = ¢, lasomme vaut p2/p2 =1

: c'est bien une loi. Par le méme calcul avec & = gt on trouve, pour |t| <1/g :

= p?2 k4 1)(qt)F = —B2—.
Gz(t)=p kgo( +1(at)" = 5=

Par ailleurs, (k -+ 1) gk [¢[¥ netend pasvers 0si |t[ > 1/g. Le rayon vaut donc 1/g, et
2
Gz(t) =

P
(1—qt)?

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Point de méthode : pour une loi a support infini, on se ramene presque toujours a une série
géométrique, exponentielle ou a leurs dérivées.

Corrigé de I'exercice 2 : Lire une loi sur sa fonction génératrice

Ondéveloppe: (1 +¢)2 (2 +¢) = (142t +¢2)(2 +t) = 2 4 5¢ + 4¢2 4¢3 Par

unicité des coefficients d'un polynéme, P{X = [j} = %, P{X = 1} _ 5 ,

P{X_Z}_l P — _l w_
= 2) =5 {X = 3} = 15 . On vérifie que la somme vaut 75 =1.

M—1) _ 2k
2. On écrit t 2D = =2 Z k!tk

. Le coefficientde $™,pour 7 = 1, vautdonc
k>0
_n AhT oy _nak ,
€% ! Ainsi, P(X —-1=kj=e¢e E}:! pourtout k& & IN . Par conséquent,
X -1~ P).

1 "
— /2 = Z gn+1 . Donc P{X:ﬂ}:%ﬂ,puis
n >0 2
k—1
Px+1=R=2%=(}) }

5 5 pour k> 1. Ainsi, X +1~ G(1/2).

1 _ 1
3. Pour [E|<2, 2—¢ 7 271

Une fonction génératrice vérifie  G(1) = 1 et a des coefficients positifs. Or la premiére fonction
2
vaut 3

7 en 1. Quant a la seconde, elle vaut bien 1 en 1, mais son coefficient de +2 est —% < 0.
Aucune des deux n'est donc une fonction génératrice.

Corrigé de I'exercice 3 : Espérance et variance par dérivation
enl

Dans les trois cas, le rayon est strictement supérieur a 1. Par conséquent, (3 est de classe ¢“° au
voisinage de 1, et I'on peut utiliser E = G’(l} et V = G”{l} + G’{l} — GI{I}E-

1 Ici, Gx(t) = (g + pt)" . Dabord, G (t) = np(g + pt)" L, donc B(X) = np.



Ensuite, G5 (1) = aln—1)p2 . Ansi, V(X) = n(n—1p2 +np —n2p? = np —np?.
Ontrouve E(X) = np et V(X) = npg.

g2
2. Ona G}f{ﬁ:‘ = jgetG (t}——)g En t = 1,comme 1—¢g = p,on
D2 2 2
obtient E{Y} = et el {1} = —5.Ensuite, V(¥) = % + % — % — 1 ;_ng.
'i‘

Donc E(Y) =3 et V(Y) = Pk

3 Deme ; _ 2p2g p2q2
. De méme, Gg{t} = 1 gtF et G(t) = R Ainsi, m(Z) =T et
g2 2
{1} = —5 . Parconséquent, V(Z) = iﬂ_g + % - % = w . On obtient
g
E(Z) = ﬁ et V(Z) =13

4. Onconstate que H(Z) = 2B(Y ) et V(Z) = 2V(Y ).Eneffet, Gz = G%,— . Donc
7% alaloide Y14+ Y¥5,0u0 ¥1 et Y sontindépendantes de méme loi que ¥ :
c'est le nombre d'échecs avant le deuxieme succes. L'additivité de I'espérance, et celle de la
variance pour des variables indépendantes, expliquent le facteur 2.

Corrigé de I'exercice 4 : Transformations d'une variable

1. Pour |f| €£1,0naaussi |[t*| < 1.Laformule de transfert donne alors

E(t8X +b) = b B((:%)%) . Ainsi, Gax1(t) = b Gx ().

2. D'apres la question précédente, Gy 41(t) = £ (g + ptﬁ}ﬂ. Ensuite, pour % ?é 0,

B(tn — X} = " E({l/tjx) = " (g + p[tjn = (gt + pjﬂ . C'est licite, car X est
bornée : la somme est finie. En £ = 0 , les deux membres valent P{X = n) = p™. Par
caractérisation, n — X r B(n, g). Cestnaturel: n — X compte les échecs.

3. La loi de Poisson a un rayon infini. Donc la série Z 2" P(X = n) converge, et le théoréme de

transfert donne E(EX} = G x(2) . On obtient E{gl’} _ M2 -1) o,

1
4. Pour m € IN,ona f{” dt = —I—l Par ailleurs, la série Z P(X = n)t" converge
0

normalement sur D, 1] On peut donc intégrer terme a terme :
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Gx(t) d Z X =2 p(xl)

0 n >0
1
. _ — a3 1 1— e—2
Enfin, f&’}"[t D g = E[ Mlt— 1)] 1 ; . Donc E(X——I—l) — f .
0

Corrigé de I'exercice 5 : Rayon égal a 1 et espérance infinie

. 1 1 1 , . ,
1. Les termes sont positifs. De plus, A1) — 7 afl La somme partielle télescopique vaut

1-— ﬁ , qui tend vers 1. C'est donc bien une loi de probabilité.

1 a R R
2. Posons @ = Loy Alors E—:l — nL—I—E tend vers 1. D'aprés la régle de d'Alembert, le

rayon de convergence vaut 1.

tﬂ
3. Pour |i| < 1, on connait Z;;l mn o= —11‘1(1 - t:' . Ensuite, pour % ?é Q-
n

| ™ —In(l—t) -t
2 arl=i), wm= g

Les deux séries convergent, donc on peut soustraire. Ainsi,

Gxlt) = n(l—t}—l—ln(l £+t [l—tjllnlil—tj.

. On obtient GX(t:' =14+ T

4. Pour t € ]0,1[ , on calcule le taux d'accroissement en 1 :

Gx(ll) :f}{(t) — _ln(lt_ t)l[f — ]__]—|—DO

Donc {*x n'est pas dérivable en 1, et X n'est pas d'espérance finie. Directement,
g P{X = n} 1 , terme général d'une série divergente. La figure ci-dessous montre la

demi-tangente vertlcale en 1.



1.0- Gx(t) =1 + Q=010

—-=—= demi-tangente verticaleen 1 : E(X) =+

0.8 1

0.6 -

0.4 1

Gx(t)

0.2 1
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—0.2 1

_04 4
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t

5. Pour G{p),lerayonvaut 1/g > 1 :les probabilités décroissent géométriquement. Pour
'P{};l , la série exponentielle a un rayon infini. Un rayon strictement supérieur a 1 garantit
tous les moments, ce qui n'est pas le cas ici.

Corrigé de I'exercice 6 : Variance de la loi uniforme

— rntl

1 m
1.ona Gx(t) = | Z t% pour t ?é 1, la somme géométrique vaut 1 T . Ainsi,
=10

1— tﬂ.+§_
Gx®) = prna—9-

2. On dérive I'écriture polynomiale, plus commode qu'un quotient qui n'est pas définien 1 :

i i
Gy (1) = %H;O k=% Gx(1) = %ﬂkzo k(k—1).

Or k(k—l} = 2(%) , et la formule de sommation sur une colonne du triangle de Pascal donne
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- ! n+1ln(n—1) .
E —[Hft(+—>))D E:;g;gl_(—Jr On obtient
k:[j( ) onc I: :, n obtien

G (D) = § et G(1) = ”':” b,
3. D'abord, E(X) = 7. Ensuite:
_n(n 1) n2 _ 4n?2 —4n + 6n —3n? _ n? + 2n
V(X) = +to-77 = 12 =12

Ainsi, E(X) =7 et Vi(X) = ﬂﬁi;—g). Pour un dé a faces 0,... 5, on retrouve

_ 35
V=1

Corrigé de l'exercice 7 : Sommes de binomiales et de variables

de Poisson

1. Les variables sont indépendantes, donc

Gxav(t)=(g+ pt)n (g + pt}m = (g + pt}”""m. La fonction génératrice caractérise
laloi. Donc X + ¥ r B(n +m, p).

2. Par l'absurde, supposons X + ¥ r B(IV,r) .Comme X + ¥ prend lesvaleurs 0 a
n+m,avec P(X4+Y¥Y =n+m)=pp/m>0,ona N =n-+m et
S ]D, 1[ . Ainsi, pour tout £, {q + pt:ln I:qf + p-’t:lm = I:]_ —r 4+ Tt:lﬂ+m. Le
membre de droite a une seule racine. En revanche, le membre de gauche a les racines —= et

r
/
—jqj . Elles sont distinctes, car ¢ —3 L= —Z est strictement décroissante sur 10,1] . C'est

absurde: X + Y n'estpas blnomlale.

T
3. Par indépendance mutuelle, GS'@' = H E’}"‘(t_lj = E’(}‘l tot Aa)lE-D) . Donc

1=1
SN'PI:}{l—I—...—I—;hﬂ:l.

4. Le nombre total d'appels suit donclaloi P(5).Ainsi, P(S < 2) = 5_5(1 + 5+ %) .0
obtient P(S < 2) = 5 e~ 2 0,125.



Corrigé de I'exercice 8 : Somme de trois dés

, . | (1 —t9) .
1. Chaque dé a pour fonction génératrice E(ﬁ +...4 55) = 50=D pour t ?é 1. Les trois
, L . £3 (1 — £6)?
dés sont indépendants, donc on multiplie. Ainsi, Gg(t} = m

2.0na (1- tﬁ}g — 1 —3¢6 4 312 — £18 . Donc 216 P(S = s) est le coefficient de

k+2
$t5—23 dans (1- 3t +3¢12 - tla:‘ Z [heft?] ': —)) tk .Pour s = 10, on cherche
k
le coefficient de 7 : (92) — 3(32) = 36 —9 = 27 .Pour 5 = 11, celuide ¢8 vaut

10 4 1
(2)—3( 2) = 4518 = 27.Donc P(5 = 10) = P(5 = 11) = m =5 La figure

ci-dessous donne tous les coefficients.

+ t%)3
N N w
(] (0] o

=
Ui
1

10 4

coefficient de t° dans (t + ---

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
somme S des trois dés

3. Notons {1 la fonction génératrice d'un dé. Pour % ?é 0,
£7 G(1/£) = F(8 4+ 5+ ... 4+ £) = G1(t). En dlevant au cube,
t21 Gg(1/t) = Gg(t). Orle membre de gauche a pour coefficient de ¢ le nombre
P(5 = 21 — s} . Par unicité des coefficients, P(5 = s) = P(S = 21 — s} :la loi est
symétrique par rapport a 10,5,

4. Pour un dé, G1{1 Elzget Gl = {D+2+6+12+20+3D} 2 Comme
Gg =G}, ona G = BG%GI et G&=66G1G1%43G7G) g t =100

G =1:
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35 _ 217,

4
Go()=4% Gg(1)=6 -2 +53 2 =2

o

Ainsi, V(S) = 21? _|_ 21 441 _ 476 — 441 op yroyve E(5) = 21 et V(S) = 35

2 4 = 4 4
Corrigé de I'exercice 9 : Rang du r-ieme succes
t
1. Les X; sont mutuellement indépendantes, de fonction génératrice 1f e Donc
v
— pi
Gr (t) = (1 £ gt) pour |f[<1/g.
e I:ﬁ:l— -:r"t'r z kr—1 k’ﬁk
2. Avec u = gt,ona “T,\*)=F S r—1 /9 . Le coefficient de ™
>
corresponda k& = m —r.llestnulsi m <r.Pour 7 = 7, on obtient
P(T, = n) = [\dbinom?]n—1r—1 p” g™~ 7" . Interprétation : le 7. -iéme essai est un
succes, etilya = —1 succes parmiles 1 — 1 premiers.
3. 5ur ]0,1/g[ ,ona InGT, {t) = rin{pt) — rln(l — gt} . En dérivant,
G r _ r
E{t}__ 1 q ) =1, il vient E{TT}_?‘—I— =5
/
i G G
Ensuite, ( ) — ﬁ ( ) ( ) ,:1:, - —p _|_ . Donc
" rg? | 2
G =-r T+ 7 Tt pa Enfin:
rg? 2 | r  r2 _r(g?2—-p?2+p) _ r(g?+ pg),
VTr)=—rt+prtptr—p="" 37 = 22
R T rg
Ainsi, B(T,)=75et V(T,) = ol
4. Onprend r =2, p=g = % et n = 5.La probabilité vaut [1dbinc-m?]41%5 = %

Point de méthode : pour une fonction génératrice qui est un produit ou une puissance, la dérivée
logarithmique évite de longs calculs de quotients.



Corrigé de I'exercice 10 : Décomposition en éléments simples

1. Une fonction génératrice vaut 1en 1.or G{I) = 5.Donc ¢ = 2

2. On cherche (2

2 a b - . .
TR =5 _; —+ 77 En multipliant par 2 — £ puis en faisant
t = 2 ,onobtient g = 2.Deméme, b = —2.Ensuite, pour || < 2

2 " 2 2 t™
TSRS D oW 1= ) g
n > 0 n > 0

Donc P(X = n) = L

_gﬂ'_

35_'_1 pour tout n £ [N.Ces nombres sont positifs, car
2 1
3n+l ~ gn+l. Parexemple, P(X = 0) = 1-§=35= G(0)

1 (gﬁﬁ ot
3. D'aprés l'exercice 2, Gyy(t) = 57— .Deméme, Gy41(t) = ;7= YRl g donc
Gy(t) = % . Par mdependance, Guav = Gy Gy = G . Par caractérisation de la
loi, X amémeloique U7 4+ V.

4, Premiére méthode : E(U} =2—-1=1 et V{U} — 1;_2 —
1
-1 = E et VI:V:] —

= i3 = 2 . Ensuite,
1/3
E(V) =3 i
Seconde méthode : %{t} 1

= Par in ndance, les varian tent.
4;9 g - Pa dépendance, les variances s'ajoute

3 .
= 5= _|_3£tvaut ienl.Pws( )(1)_1+%:%
d'ou G”{l}ll_i-p%:get :%4_2 -?l Dans les deux cas, E{X}—Eet
V(X:'_E'

Corrigé de I'exercice 11 : Probabilité d'une valeur paire

1. La série converge en —1, car le rayon est au moins 1. Ainsi

Gx(-D=3 (-)"PX =n) =

P(X pair) — P(X impair) . Par ailleurs,
P(X pair) + P(X impair) = 1.En additionnant

. 1+ Gyxli—1
P(X pair) = ++() -
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2. Pour P(X), Gx(-1) = e—24, donc P(X pair) = 1+£_M }é Pour B(n, p),
Gx(-1) = (1-2p)", donc P(X pair) = % . Cette probabilité vaut
1/2 si, et seulementsi, p = 1/2 ; pour la loi de Poisson, jamais.

1
3. Pour G{p), Gx(- }—1+ . Donc P(_Xpa.lr:l:]j _;j-qq =lj_g,car

2k—1 Pe
1 — p = g. Directement, ;:;1 4 P=1= g2 = (1—g)(1+ q) . Les deux calculs

donnent P(X pair) = ﬁ

Corrigé de l'exercice 12 : Moments factoriels de la loi de

Poisson

1. Lerayonde < x estinfini. On peut donc dériver k fois terme a terme en 1, qui est intérieur &
I'intervalle de convergence :

GB(1) = 3 n(n-1)..(n—k+1) P(X = n).
n >k

Cette série converge absolument, et c'est E(X{X—l}. . .{X—ﬁ;—l—l}) par la formule de
k — .
transfert. Or Gg{j(t} — 2k 201 Ainsi, B(X(X-D.. (X-k+]) = Ak
2. Ondéveloppe: X(X-1)(X-2) = X3 -3X2 42X et 3X(X-1) =3X2-3X.
Donc X3 = X(X-1)(X-2) +3X(X-1) + X . Parlinéarité,
B(X3) =23 4332 4,

3. D'abord, E{XE} — A% 1 X\ . Ensuite, par linéarité :

BU(X =) = B(X3 —3AB(X) + 302 B(X) =23 = A3 4302 4 0 — 323 — 322 4323 =3

On obtient E((X — 1)) =



Corrigé de I'exercice 13 : Loi conditionnelle sachant la somme

1. Parindépendance, Gg(t) = A1) pt—1) — A+ W(E-1) ponc S ~ P+ ).

2. Pour k € [[0,n]],ona {X:k}ﬂ{.ﬁ'—n}: {X:k}ﬂ(Y:n—FQ}.Par

indépendance, sa probabilité vaut E—J‘f}‘k - [ —kj' On divise par
P(s = m) = e~ OHHAE R
P(IX =k|5=n)= n. . *
( | ) kU (n—k)! (A 4+ )"

Sachant 5§ = n ,laloide _Y estlaloi binomiale B(n, A}\Tp&) .

4
3.1ci, *=13, =1, n =k = 4.La probabilité vaut (%) = ==~ 0316.

Corrigé de I'exercice 14 : Payer avec des pieces de 1 et de 2

1. Pour |i| < 1, les séries Z t* et Z tgy convergent absolument. Leur produit de Cauchy
s'écrit donc

1£t'1—1t2: Z 172y = Z tx +2y =n}t"
z,y >0 n >0

C'est exactement z Oy "

2.0na (1-¢)(1—1¢2) = (1- t}g{l + t} On cherche
1

(1—t)2(1+t) 1— tjﬂ—l_l—t—'_l-l—t En ¢ = 1 aprés multiplication par {1—1}2,
ontrouve o = E.Dememe, ¥ = l .Enfin, ¥+ =0 donne 1 =wa+ 5+, dou

1
B = -li Ensuite, A—t2 Z l:ﬂ + 1) ™ En identifiant :
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_n434 (1"

Ainsi, ap, 3

3. Directement, ¥ peut prendre toute valeurde 0 & | n/2 |, et = = n — 2y estalors

imposé. Donc @y, = | n/2 |4+ 1.Si n = 2m,, la formule donne %m_;_ t o m 41
n = 2m -+ 1, elle donne % — m -+ 1. Les deux résultats concordent, et

00 = 51.

Corrigé de I'exercice 15 : Dérivabilité en 1 et formule de la
queue

1. Pour t € [0,1],ona 1-G(t) = n;[j P(X = n:l(l_tn},car ZP{X =n) = 1.

n—1

or 1-t"=(1- t}z tk . Lafamile (P(X = n)tk)y < g < n est positive. On peut
k=0 o

donc sommer par paquets dans |'ordre de son choix :

LOW SNk Y p(x=n)= T P(X>k) th
ES0 nsk K=o

C'est I'égalité demandée. Elle est finie, car le membre de gauche I'est.

2. Notons H(t) ce taux d'accroissement. Chaque terme P(X > k) t¥ est croissanten ¢ sur
[0,1[, donc H est croissante. Elle admet ainsi une limite L € [0, +oo] en 1™ . De plus,

H{t:' < Z P':X > k:' = E':X:' donc L < EI:X:I . Inversement, pour tout A,

% K
H(t) > Z P(X >k)tk , dou L > Z P(X > k) .Enfaisant tendre K vers
linfini, L > E({X).ponc L = E(X) : ( estdérivable a gauche en 1si, et

seulement si, E(X) est finie, etalors G'(1) = B(X).

3. D'abord, P{X >0) =1,donc P(X = 0) = 0 .Ensuite, pour n > 1,
P(X =) = P(X>n—1) - P(X > 7). Ainsi, P(X =1) =5~

|
(nt1)2"



B(X) = L -
kgﬂ(k+ljg 6.

2_ .9
ng_(ﬂ-l'l:' 2’ _ dnt é . Ce terme est équivalent 3 2
n2 (n+1) (n+1)

n ’
terme d'une série divergente. Donc E{Xg} — 4oo @ X n'apas de variance. D'aprés le
cours, (& estdérivable en 1, mais pas deux fois dérivable en 1.

4. On calcule n P(X =n) =

Corrigé de I'exercice 16 : Collectionneur de trois vignettes

1. Lestroistermes 1, T3 et T'3 sontindépendants. Donc, pour [ <3/2 :

(2/3)t (1/3)¢t :
Gr(t) ==t’1—-t/3'1——2t/3:: 9(1——t/§;(l——2t/3f

C'est la fonction génératrice cherchée.

2. Par additivité, E{T) = 1-|- + 3 = % . Parindépendance,
/3 23 3 -y .
V{T} =04+ 55 2 Ti/9 =14 -+ & . On le retrouve avec la dérivée logarithmique :
1/3 f 11 \ 1;9 4/9 5
121 63 : 63 11 121 '?
G”{l} =2+ =8 puis y(ry = 24 UL _ 27 pinsi, E(T} B VR

v(T) =%

3. On décompose 1— t,fB)%l —2tj3) = l—i,fB —|-1 %t 3+ 0N le vérifieen ¢ = 0 ,oul'on

trouve 1 . Le coefficientde ¢k vaut donc g( ) _(3) — % Avec k= mn —3:
—2

n—2
g° g7 3 3??,—1
La formule est établie. Pour 1 = 3, elle donne % . Directement, les trois premiers paquets
. e e, 3B D
doivent donner trois modeles distincts : 3B =27 =3
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Corrigé de I'exercice 17 : Somme d'un nombre aléatoire de

variables

1. Notons Sy = X1 +4...4+ X, Lesévénements (IN = m) forment un systéme complet.
Sur (N =mn),ona S = 5, .Parlelemme des coalitions, IV et .S, sontindépendantes.

La formule des probabilités totales donne donc P(S =k) = Z PN =n)P(Sp, = k)

T
Ensuite, pour ¢ € [—1,1] , lafamille (P(N = n) P(S, = k) ik)n, L est sommable, car la
somme des modules est au plus 1. Le théoreme de Fubini donne alors :

Gg(t) = 20 P(N =n)Gg_(t) = 20 P(N =n) Gx,(t)"

Enfin, |G, (t)] < 1, pointol lasériede G converge. Donc Gg(t) = Gu(Gx,(t).
Remarquez que ce résultat vaut pour toute loi de IV a valeurs dans [+ : I'hypothese de Poisson
ne sert qu'aux questions suivantes.

2. 1ci, Gg(t) = eMetPt—1 = ApE—1) ponc 5§ ~ P(Ap).

3. Le nombre d'ceufs éclos suit la loi  P{3) . La probabilité qu'aucun n'éclose vaut
e—3 2 0,050.
i 1

t
4. sur [-1,1], Gg(t) = exp()&(l 2 i 1)) . Cette expression est dérivable sur
]-1/g,1/g[ , qui contient 1. Donc G'g est dérivable a gaucheen 1, et S est d'espérance
" / . AP . A .
finie. De plus, Gg(t) = Gg{t}-(—l e .Ainsi, E(S) = 7, soitle produit
E(N) B(X1).

Corrigé de I'exercice 18 : Des dés pipés a somme uniforme ?

1. Posons @ = Ig(xl = k). Alors

Gx,(t) = Z aktk = t{al—l—agt—|—...—|—a6t5).0npose
k=1



&
Pi(t) = z G t5—1 de degré au plus 5 ; de méme pour Pjy.
k=1

2. Les dés sont indépendants, donc G g = Gx; G, = 2 F1 Py . Par hypothese,
Gg{ﬁ} — %{13 +...+ jlﬁ). Pour t ?é 0, on simplifie par #2 . Les deux membres sont
des polyndmes égaux sur [R*, donc égaux partout. Ainsi, P Pq = 11—1{1 +1t+...+t0).

3. Le degré d'un produit est la somme des degrés. Donc deg Pq + deg Py = 10, avec
deg P, < 5. Par conséquent, deg Pq = deg Py = 5,

_ 411
4. Pour t ?‘3 L, 14¢+...4+¢£0= 11 —tt . Une racine réelle vérifierait ¢11 — 1, donc

t = 1,car ¢ — ¢l1 estinjectivesur [.Or le polyndme vaut 11 en 1. Il n'a donc aucune
racine réelle. Cependant, F{ est réel de degré impair : ses limites en oo sont de signes
opposés. Le théoreme des valeurs intermédiaires lui donne une racine réelle 7, qui serait racine
de P71 Pqy.C'est absurde : on ne peut pas piper deux dés pour que la somme soit
uniforme.

Corrigé de I'exercice 19 : Attendre deux piles consécutifs

1. On ne peut pas avoir deux piles en un lancer, donc ¥y = 0. Ensuite, T = 2 signifie PP, donc
Py = pg. Enfin, T = 3 signifie FPP, car PPP donnerait T = 2. Ainsi, P = 0 ,
Py = p? et py = gp?,

2. Soit m > 3 .0ndistingue selon les premiers lancers. Si le premier est F, I'attente recommence a
zéro & partir du deuxiéme lancer. Par indépendance des lancers, la probabilité de (T = n) etF
au premier lancer vaut 4 P,,__1 . Siles deux premiers sont PF, I'attente recommence au troisiéme
: celadonne P9 P, _q. Enfin, si les deux premiers sont PP, alors T = 2 ?é 1. . Ces trois cas
forment un systéme complet. Donc P,, = ¢ P, _1 + P2 P, _npour n = 3.

3. Comme Z p, =1, lasérie G(t) converge normalement sur [—1,1] . On multiplie la
relation par ¢™ eton somme pour 1 > 3 :

G(t) —p2t2 = gt (G(t) — py t) + pg t2 G(t) = gt G(t) + pg t2 G(¢).

Par ailleurs, pour [{| <1, |gt + pgt?| < g + pg = 1 — p2 <1, donc
_ gt — pgt2 : _ 2
1 —gt — pgt ?é 0.On obtient G(t) = ppre—
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p2
— ]1.Donc T est
1—q)

. _ _ _

4. Dabord, P(T <+od) = ) p, = G() =1— . = 1
fini presque sCirement. Ensuite, (& coincide sur [—1, 1] avec une fraction rationnelle dérivable
enl.Donc T estdespérance finieet E(T) = G'(1).Posons D(t) = 1 — gt — pgt? :

D(l) = p? et D'(1) = —g — 2pq . Alors :

G!(l) _ 2p? D(1) — p? Df(l) _ 2pt +p2(q + 2pgq) . 2p? + 2pg +q
= 2 = 2 = 2
D(1) p p

1
Or 2p2—|—2pq:2p{p—|—g}:2p,et 2p +q = 1+ p. Ainsi, E{T}:%.

5 Pour p = %,posons Up = 2" P, Larelation devient Vn = V,_q + U,_9, avec
vy = 0 et vy =1 . Cesontlesconditionsde Fn_1,avec Fg=0et F; =1.Donc

Fo_
P(T =n) = ;ﬂ l,et E(T) = 6. Lafigure ci-dessous représente cette loi.

0.251 . E(M=6

B P(T=n)=F,_1/2"
0.201

c 0.15

0.10 1

0.05 1

0.00-

2 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 1516 17 18 19 20
n

Point de méthode : on conditionne par le début de I'expérience, on obtient une récurrence sur F.,, ,
puis on la traduit en une équation sur (s .



. Ona G{t):%-&%tlDonc G’{t}:%t.Ainsi, m:G’(l}:%-

. Le raisonnement est celui de I'exercice 17, avec Zp, alaplacede IN.Pour t € [-1,1],la
formule des probabilités totales et le théoreme de Fubini donnent

GZnu4(t) = Z}:: P(Zy, = k) G{t}k.Comme |G(t)] < 1,celavaut Gz, (G(t).

Ensuite, Gz’n(t:l = t. Une récurrence immédiate donne le résultat. Donc
Gz, =Go...0oG ( n fois).

.Ona Z, < 2", donc Gz, estunpolyndme. On dérive la composée en 1, avec G(1) =1
E(Zn41) = Gz (G() G/() = m E(Z,).Comme E(Zy) =1, on obtient

B(Z,) = m" = @ﬂ

. Dabord, g = P(Zg = 0) = 0. Ensuite, un = Gz,(0).or Gz,., = GoGz,,
carles n + 1 copiesde (3 peuvent se regrouper dans l'autre sens. Donc Uptl = G(Un].

. Lafonction G est croissante sur [0, 1]. De plus, Uy = % > g - Par récurrence, si

Up 2 U, g, alors G{uy) > G(u,_1) :lasuite est croissante. Ensuite,

G(%) — é_|_ %% - %.Donc SIi Uy < %,alors Upiq < G(%) — l.La suite converge
vers £ € [0,1/3].Parcontinuitéde G, G(£) = £, cest-adire 362 _4¢ 11 = 0.Les
racines sont % et 1. Par conséquent, Un tend vers % . La figure ci-dessous montre I'escalier
de cette suite.
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6.

1.0 11— y=G(t)=1+3t?

— y:
—— Up+1=G(Up), uop=0

0.8 1

0.6 -

0.4 -

0.2 1 qg=1/3

00 ! 1 T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Si Zy =0, alors Zp+1 estune somme vide, donc nulle. Les événements {Z,, = 0)
forment ainsi une suite croissante, de réunion I'extinction. Par continuité croissante, la probabilité

. Malgré m ==1, la population s'éteint donc une fois sur trois.

Cad =

d'extinction vaut |im Uy =

. Désormais, G(t) = %—|— %tg. L'équation G(t) = ¢ s'écrit 2 —4¢ +3 = 0, deracines 1

et 3. Comme précédemment, () est croissante et majorée par 1, car G(1) = 1. Sa limite
est un point fixe dans [0, 1], donc vaut 1. L'extinction est alors presque siire ; ici,

_1
m—gf;‘l-
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Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : fonctions génératrices, cours de maths spé
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