Exercices de maths en L2

Fonctions de plusieurs variables

Exercice 1 : Domaine de définition et lignes de niveau

On considere  flxz, y) = 4 —zd vyl et glz,y) =y — ol

1. Déterminer le plus grand domaine IJ de [R2 surlequel [ est définie. Est-il fermé ? borné ?
2. Pour chaque réel ¢, décrire la ligne de niveau ¢ de f.

3. Décrire les lignes de niveau de 9. Deux lignes de niveau distinctes de & peuvent-elles se couper
?

Exercice 2 : Continuité par les théorémes généraux

e®¥eos(r + v)

1. Justifier que  f(x, ) = est continue sur [R2.

14+ x4
rd — yE!
2. Justifier que Flix = | ,2zv, définit une fonction continue de R2 dans
' ¥
In(l + 22 4 y2)
R3.
rdy—1
3. Calculer L

@) Sy TV

4. Déterminer le plus grand ouvert sur lequel h(;t?, y:, — w est définie, et justifier que A vy

est continue.
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Exercice 3 : Limites différentes selon les droites

Les fonctions suivantes sont définies sur R2 \ {{D, EJ:I} . Pour chacune, calculer la limite en (0, 0} le
long de la droite ¥ = ¥, puis conclure.

Ty
1. fl{‘ﬂ:!y} = $2+-y2'

T+ 2
3. falmy) = %

Exercice 4 : Limites en I'origine par majoration

Montrer que chacune des fonctions suivantes, définie sur R2 \ {(0, 0)} , admet une limite en (0, 0) ,

etla donner.Onnote r = \/z2 4 y2.

Ty

Ty
2. bz, y) = JzZt o2

ot 4yt
3. Cli;t?,y:l = pi4 g2

4. dlz,y) = (22 + y2)In(z? + y2) .

i+ y? 4
5. E'I:I“! y:l = 8—1-2 T -yﬂ



ot f(z, ) =zl pour (5,9)# (0,0t £0,0) = 0.

1. Montrer que la restriction de f a toute droite passant par l'origine tend vers [J en (EI, D} .

2. Pour k € R, calculer f(z, kz?) pour = ?é 0 . Que peut-on dire des paraboles vy = k2
?

3. En déduire que f n'est pas continue en (0, 0) .

4. Montrer que |f(z, y)| < % sur [R2, et que cette borne est atteinte.

Les trois fonctions suivantes sont prolongées par 0 en (0, 0} . Etudier leur continuité sur [R2.

rd 4 3

sin T 5ln ¥

2. 9 Y) = 32

xd gy
3. h‘{:ﬂ!y} — %4 g2

Exercice 7 : Fonctions lipschitziennes

onnote |, y}|1 = |z + ] et |(=, y}|2 = Jz2 +y2
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1. Soit N unenormesur R™ .Montrerque N est 1 -lipschitzienne de {[Rn, N:l dans [£.

2. Montrer que fl::t:‘, :l = sin « + cos y est 1 -lipschitzienne pour "1, puis /3 -lipschitzienne
pour g .

3. Montrer que g{:l:, y:l = zy n'est pas lipschitzienne sur [R2.

4, Soit A >0 .Montrerque 9 est & -lipschitzienne sur le carré [—R] R]2 pour 1.

Soit ' unenormesur R”™ et A unepartienonvidede R™.Pour x £ R™, on pose
dalr) = algfﬁ_ 1L — &1 La figure ci-dessous représente une partie A , un point & et un point @
de A quiréalise la distance.

2.5 1

2.0 1

1.5 1

1.0 1

X2

0.5 1

0.0 -

—0.5 1

_1.0 ]

1. Montrerque d 4 est 1 -lipschitzienne. En déduire qu'elle est continue.



2. Onsuppose A fermée. Soit x € R™.Enconsidérant K = A N Blzr,d(x) +1),
montrer qu'il existe a € A telque 1z — a1 = da(z).

3. Dans [R2 munide la norme euclidienne, on prend pour A le disque fermé de centre (2 etde
rayon 1 . Montrer que dA(I“} = ma:{{lsﬁlg -1, D:l et préciser le point le plus proche lorsque
|1’3|2 o= 1 .

Exercice 9 : Un maximum atteint sur le plan entier

Soit flx,y) = (z + v e (=2 + ) gyr RZ.Onnote r = /o2 4 y2.

1. Montrer que |f{z,y)| < V2 r e—72.
2. Calculer f(%: %)

3. Etudier (r) = V2 r e=7? sur [0, +oo[ . En déduire que |f(x, v)| < f(%: %) dés que
r =2,

4. Montrer, a I'aide d'un compact, que f admet un maximum sur [R2.

5. Déterminer ce maximum, un point ou il est atteint, puis le minimum de f

Exercice 10 : Calcul de dérivées partielles et de gradients

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes sur I'ouvert indiqué, puis le gradient au point
donné.

1. flz,y) = £3vy2 —2zy + vy sur R2,aupoint (1,1).
2. gz, y) = eYsiny sur R2,aupoint (0, ).
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3. hlz,y) = arctan(%) sur {(z,v): x>0} ,aupoint (1,1).

4. k(r,y,z) = zy?e? sur R3,aupoint (1,2,0).

Exercice 11 : Dérivée directionnelle et direction de plus forte pente

Soit flz,v) = 2 +3zy et a = (1,2).

1. Calculer, & I'aide de la définition, la dérivée de f en @ selon v = (1, —1}.
2. Calculer ¥V f{a) et retrouver le résultat précédent.

3. Parmi les vecteurs unitaires 1 pour la norme euclidienne, lequel maximise D, f(a) ? Quelle est
la valeur maximale ?

4. Déterminer les vecteurs unitaires u tels que D, f{@) = 0. Les relier 4 la ligne de niveau de
f passantpar a.

Soit flx,vy) = ﬁyyg pour (z, ) (0,0) et f(0,0) = 0.

1. Montrer que [ n'est pas continue en (0, 0} .
@ f 8 f .
2. Montrer que ﬂ{[j] [j:] et ﬁ([j, [:]:1 existent et les calculer.
3. Soit v = (&, ) avec aff ?é 0.Ladérivée D, f(0,0) existe-t-elle?

.8 .
4. Calculer %@;] y) pour  (z,y) f,é (0,0}, puis ﬁr([j] y) pour y ?é 0. La fonction f est-
elledeclasse 1 sur R2?



Exercice 13 : Toutes les dérivées directionnelles sans continuité

2
Soit  g(z,y) = ff—_I_r‘L"rryg pour (z,y)# (0,0) et g(0,0) = 0.

1. Calculer g(,%2) pour 3 O.Endéduire que § n'est pas continue en (0,0) .

2. soit v = (&, ) 5 (0,0) . Montrer que D, g(0, 0) existe et la calculer, en distinguant

B=0e B+0.

3. Calculer D1 ) g(0,0) , D, 1) g(0, 0) et D, 1 g(0, 0). L'application
v — Dy, g(0,0) est-elle linéaire ?

4. Expliquer pourquoi g ne peut pas étre de classe ¢l au voisinage de {D, D:l , de deux facons
différentes.

ot (o, 1) = “L2—L pour (z,9) £ 0,0t 0,0 =0

1. Montrer que |f(z, v)| < %{133 + y2). En déduire que f est continue sur R2.

2. Montrer que, pour (z, y) £ (0,0),

éﬂf( y(z* +4z2y? — y*)

y) =

2
0 (22 +y?)
3 f 5 f |
3. Calculer ==-(D, 0) et montrer que == et continue en (0, 0) .
- . | 5 f
4. Vérifier que  f(y, £) = —f{z, ¥) . En déduire une expression de 5y ctconclure que f est
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de classe (1 sur RZ.

g f 2 f
5. Calculer ﬂ([j! y) et ﬁ{:r,, 0y pour T3 Y non nuls.

Exercice 15 : Fonction continue sans dérivée directionnelle

Soit g(xz,y) = |zy| sur R2.

1. Montrer que & est continue sur [R2.
2. Montrer que les deux dérivées partiellesde ¢ en (0, 0) existent et sont nulles.
3. Montrer que 9§ n'admet pas de dérivée en (0, 0) selon le vecteur (1,1},

4. En déduire que 9 n'est pasdeclasse ¢71 sur R2.Quelle lecon tirer de cet exemple et de
I'exercice 12 7

Exercice 16 : Dérivée le long du cercle unité

Soit f une fonction de classe (1 sur R2.Pour £ € R,onpose g(t) = flcost,sint).

1. Justifier que g est dérivable et exprimer g/(f) & I'aide des dérivées partielles de f .

2. Vérifier la formule lorsque  f(z, y) = o2 — y2,

3. On suppose que ;r;%{;t;" y) — y%l@, ) = 0 pour tout (x,y) € R2. Montrer que f est

constante sur chaque cercle de centre {3} .



Exercice 17 : Gradient en coordonnées polaires

Soit f declasse 1 sur R2\ {(0,0)}.0npose F(r8d) = f(rcosd, rsind) pour r >0 et
0 eR.

1. Exprimer % et % en fonction des dérivées partielles de  f .
2. Endéduire 2L ot 2 4y point (rcosd, rsind) enfonctionde 2L et 2L
' 2 y ! gr g
3. Montrer que |V f|3 _ (aFY? _|_L 8 I 2.
7T NgT rd 38

4. Application : f{a:, y:' = m . Calculer |‘? f@?, y:'|2 par cette méthode, puis

directement.

Soit U = R2\ {(0,0)}, & € R et fdeclasse ¢l sur ©/.Onditque f esthomogene de
degré o si fltz, ty) = t f(z,y) pourtout >0 ettout (z,y) € U.

o] o
1. Onsuppose f homogeéne de degré ¢ . Montrer la relation d'Euler : xﬁr —+ yﬁr = o f sur
.
g f R L
2. Montrer que ¥ est alors homogene de degré o — 1.

3. Réciproguement, on suppose la relation d'Euler vérifiée sur LT . Pour (a:, y} £ 7 fixé, on pose
@(t) =t ° f(tz, ty) sur |0, +oo[ . Montrer que % est constante et conclure.

3 + y3

4. Vérifier la relation d'Euler au point (1, 1) pour f(z, y) = POl

5. On suppose f homogene de degré (I et prolongeable en une fonction continue en I:D, D:l .
Montrer que f est constante.
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Exercice 19 : Composée avec l'application carré complexe

Soit f declasse (1 sur R2,devariables (u,v).Onpose g(r,y) = f(z?—vy? 2zy).

. 2 g g g
1. Justifi t | 1 et calcul —= et =—.
Justifier que 9 estdeclasse ('l etcalculer 3 e 5y

2. Montrer que |V g(z, y}@ = 4(z2 + y2) |V f(22? — y2, Zi‘y}@ :
3. Onsuppose V f(0,2) = (3, —1). Calculer ¥ g{1,1) et vérifier le résultat de la question 2.

4. Vérifier la formule de la question 1 lorsque f{u, U= u.

On cherche les fonctions f declasse ¢l sur R2 telles que

0 0
f(;';') y) — 2%(% y) = 0 pour tout (z,y) € R%. (E)

0z
1. Soit f une solution. On pose G{u, v) = f(“ 5 L ’u).]ustiﬁer que G estdeclasse ¢l sur
dG
k2 et calculer 5.

2. En déduire qu'il existe h declasse (1 sur R telleque fiz,y) = hi(2z +v).
3. Vérifier réciproquement que toute fonction de cette forme est solution de {E} :

4. Déterminer la solution de (E) quivérifie f{z,0) = sin x pourtout . Décrire ses lignes de
niveau.



Partie A. Soit T unouvert convexede [R™, [ declasse (1 sur U7 et M > 0 tel que
|? f'@:‘b < M pourtout x € [J.

1. Soit a@,b € U .Onpose @(t) = fla + t(b —a)) pour t € [0,1]. ustifier que % est bien
définie et dérivable, et calculer /(%) .

2. En déduire que |f(B) — fla)| < M1b —aly.

3. Montrer que f{x,y) = sin xcosy est 1 -lipschitzienne sur R2 pour '3 .

Partie B. On montre que I'hypothese de convexité ne peut pas étre supprimée. Soit L7 ['ouvert formé
des points  (z, ¥) telsque x2 + y2 > 1, privé de la demi-droite {(z, 0): z < —1}, comme surla
figure ci-dessous. Pour (z, y) € U ,onnote 8(x, y) I'unique réelde |—, 7| tel que

(z,y) = r(cosd, sinf),avec r = \/z2 4 y2.0Onadmetque 4 estdeclasse 1 sur U,
avec

)
Vo(z,y) = (332 T y2 g2 i yz)
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. Vérifier la formule du gradient sur le demi-plan = >0, ot 8(x,vy) = arctan(y / z) .
. Montrer que |‘F Oz, y:'|g <1lsur 17.

. Pour € € ]0,1[ , on pose P, = (—2,€) et 7, = (—2, —€) . Calculer 5'1:135) et S{QE} a
I'aide d'une arctangente.

. En déduire que @ n'est pas lipschitzienne sur T7 . Quel argument de la partie A tombe en défaut
?



Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L2

¢ Le cours : fonctions de plusieurs variables, cours de maths en L2
A maitriser avant : Normes et topologie de R™n

¢ Chapitre précédent : Normes et topologie de R™n

¢ Chapitre suivant : Différentiabilité, formule de Taylor et extrema

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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