Cours de maths en L2

Fonctions de plusieurs variables

. Fonctions de plusieurs variables et lignes de niveau

Dans tout le chapitre, 7. et P désignent des entiers non nuls. L'espace ™ est muni d'une norme
notée ' .Vous savez depuis le chapitre de topologie que toutes les normes de [R™ sont équivalentes.
Par conséquent, les notions de limite, de continuité et de fonction lipschitzienne ne dépendent pas de la
norme choisie. Seules les constantes changent.

Soit {J unepartiede R™ .Unefonction f:U — R¥ associe a chaque
£ = (2,..4%n) de U unvecteur f(z) = (f(z),.. ., fplz)). Les fonctions
fiooafpiU — R sontles composantes de f.Lorsque p = 1,onditque f estune
fonction numérique, ou un champ scalaire.

Une fonctionde [R™ dans RP seraménedonca P fonctions numériques. C'est pourquoi I'essentiel
du chapitre porte surlecas = 1.Deplus, lecas n = 2 suffit a faire apparaitre tous les
phénoménes nouveaux.

La fonction f{:ﬂ, y:l = 1%+ yg est une fonction numérique sur R . En revanche, |'application
#(r,8) = (rcosd, rsinfd) vade R2 dans R2 :ses composantes sont (r;8) — rcosd et
(;8) — rsind. Enfin, ~(t) = (cost,sin ¢, £) décrit une hélice : c'est une fonction de R

dans R2.
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Le graphe d'une fonction de deux variables est une surface de [R2. Cependant, une surface se dessine
mal sur une feuille. On préfere souvent la représenter par ses lignes de niveau, comme une carte
topographique.

Soit f:U7 — R et ¢ € R.Laligne de niveau ¢ de [ estl'ensemble
L.={z € U: f() = c}.Pour n = 3, on parle plutét de surface de niveau.

Pour flz,vy) = £2 + y2, laligne de niveau ¢ estvidesi ¢ <0 . Elle est réduite & I'origine si
¢ = 0 .Enfin, pour ¢ =0, c'est le cercle de centre (& etderayon % .

La figure ci-dessous montre a gauche le graphe de f un paraboloide. A droite, on voit les cercles de
niveau obtenus en coupant ce graphe par les plans horizontaux = = ¢ .

graphe z=x2? + y?

2 :_"‘— niveauc=1
hh—h‘“‘ r 4 —— niveau c=2
= 3 1 ~~=—— niveauc=3
> 4 — niveauc=4
.\_\ . | | 1L 11
0 —1 1
-2
-2 0 2
X

Remarque :




Des lignes de niveau régulierement espacées en valeur mais de plus en plus serrées signalent une
fonction qui varie de plus en plus vite. Ici, lesrayons 1, 2, 3, 2 seresserrent: la pente du
paraboloide augmente quand on s'éloigne de I'origine.

Il. Limite et continuité d'une fonction de plusieurs variables

1. Définitions

La définition reprend celle d'une variable, en remplacant la valeur absolue par une norme. Soit
f:U — RP et @ unpointadhérenta Tr.

Onditque [ admetlalimite # c RP en a si

Ve>0,
30 >0,
Vel
1z —al<o=|f(r)—L|<e.

Si o € U, lafonction f estcontinueen a lorsque f{zr) — f(a) quand = — a .Elle est
continue sur TJ sielle I'est en tout point de 7 .

Soit F:U — RP et a adhérentd ©7.
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« ftendvers £ en a sietseulementsichaque composante [, tendvers £;.

o ftendvers £ en a sietseulement si, pour toute suite l:ﬂ:‘k:l de {J quiconverge vers
a,lasuite (f(xp)) convergevers £.

e Les sommes, produits, quotients (a dénominateur non nul) et composées de fonctions continues
sont continus.

Les projections {:l?l, sy i“n} — I sont continues. Ainsi, toute fonction polynomiale en

Ly Tn estcontinuesur [R™ . De méme, une fraction rationnelle est continue la ol son
dénominateur ne s'annule pas. Enfin, en composant avec £*P, |n, ain ou <, onobtientla
continuité de la plupart des fonctions usuelles : ce sont les théoremes généraux.

. gtV .
La fonction f(x,vy) = T 22 7 52 est continue sur R2.Eneffet, (z,y) — Ty est

polynomiale, donc e*¥ est continue par composition. De plus, le dénominateur est polynomial et
ne s'annule jamais.

2. Montrer qu'une limite n'existe pas

Le point délicat est ailleurs. En une variable, on ne peut approcher @ que par la gauche ou par la droite.
En deux variables, on peut approcher & le long d'une infinité de chemins. La limite, si elle existe, doit
étre la méme le long de tous ces chemins.

Supposons que f(z) —+ £ quand x — @ .Soit 7y: I — U une fonction définie sur un
intervalle T, et %p une extrémité ou un pointde I,avec () — @ quand t — £g. Alors

fly(E)) — £ quand t — g,




Démonstration :

Soit £>>0 et § associé par la définition de la limite de  f.Comme (t] — a, il existe un
voisinage ¥ de %g telque |y(f)—a| <& pour # € ¥ N I.Pources t,onadonc

|FOE) - €] <e.

Méthode :

Pour montrer que f n'a pas de limite en @, on cherche deux chemins ¥{ et Vg quitendent
vers a et le long desquels | a deux limites différentes. En (0, 0} , on essaie d'abord les droites
Y = MZT, puis les axes, puis des courbes comme y = z2 ou T = 2.

Soit  flz, y) = #ly.yz sur R2\ {(0, 0)}. surladroite ¥ = ™MT, avec x ?é 0, on trouve

m:z:z m

o, me) = s =

Cette valeur dépend de 1 :ellevaut 0 pour s = 0 et % pour 1 = 1.Par conséquent,

f n'apas delimiteen (0,0} .

Autrement dit, chaque droite passant par |'origine, privée de I'origine, est contenue dans une ligne de
niveau de f . La figure ci-dessous le montre : toutes les valeurs de [—%: %} sont prises dans tout

voisinage de (0, 0} .
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m ?é a, g'@, mf:' = E—gfixmg —+ 0, et & estnulle sur les axes. Pourtant g{g;, xﬁ} = %
pourtout x 7 O . Ainsi, § n'apas de limiteen (0,0) .

Obtenir la méme limite le long de toutes les droites ne prouve rien. Soit g{g;, y} = . Pour

Comme le montre la figure ci-dessous, les lignes de niveau de & sont des paraboles 4y = kr

Chaque droite finit par traverser les niveaux proches de (0, alors que la parabole 1 = 2 reste au

niveau % .
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3. Prouver qu'une limite existe

Pour prouver une limite, les chemins ne suffisent jamais. Il faut une majoration valable pour tous les points
proches de @ a la fois.

Méthode :

Pour montrer que  f{z,y) — £ en (0,0), on cherche une majoration |f{z, v) — £| < ¢(r),

avec r = /z2 4y et () — 0 quand r — 0. Lesoutils usuels sont |z| < r,
|y| <7, 2|a:y| < rd 4 yg et le passage en coordonnées polaires = = rcosfd,

y = rsind . La majoration ne doit pas dépendre de & .
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, Tdy

h{z,y) = O en (0,0) . Prolongée par A{0,0) = O, lafonction A estcontinuesur R2.

.Comme z? < x2 + y2, onobtient |A{z, ¥)| < |y| £ r. Donc

lll. Fonctions lipschitziennes et image d'un compact

1. Fonctions lipschitziennes

Soit % = 0.Unefonction f:UJ — RP est Kk -lipschitzienne si
|flz) — fly)| < kjz — v pourtous z,y € U . Elle est lipschitzienne s'il existe un tel k.

Propriété :

Une fonction lipschitzienne est continue sur TJF . Plus précisément, elle est uniformément continue.

Démonstration :

Soit f une fonction f -lipschitzienne avec % >0, et &>>0.Posons & = & /k‘ . Si
1T —y| <8, alors |flz) — flv)| € kjz — vy <e.Leréel § nedépend pas du point: la
continuité est donc uniforme. Si & = [, la fonction est constante.




La norme elle-méme est 1 -lipschitzienne : I'inégalité triangulaire donne
[\big|?]iz — |y |[\big|?] < | — ¥|. De méme, une application linéaire ¢, : R™ — RP vérifie
|u(z)| < Ciz1 pourune constante ¢ . Ainsi, |ufz) —uly)| = |ulz —y)| £ Clz —y.
Toute application linéaire est donc lipschitzienne, donc continue.

Remarque :

Changer de norme ne change pas le caractere lipschitzien, car les normes sont équivalentes. En
revanche, la constante change. Par exemple, [z, ) — sin £ + sin ¥ est 1 -lipschitzienne pour
"'1 et /3 -lipschitzienne pour 'y .

2. Image continue d'un compact

Rappelons qu'une partie de R™ est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée. De plus,
toute suite d'un compact K admet une sous-suite qui converge dans K .

Théoreme :

Soit K uncompactde R" et f:ff — R¥ continue. Alors f{ff:l est un compact de R¥

Soit {yk) une suite de (K ').Onécrit ¥y = flxy) avec z € K . Dabord, K est
compact, donc une sous-suite 'ii’f“tp(;::,:' converge vers un point 1 & K . Ensuite, par continuité

de fen =z, lasuite ¥,p = f($59{k)} converge vers f(x), qui appartienta f(K ). Ainsi,
toute suite de f{ff:l a une sous-suite convergente dans f{ff:l : cette partie est compacte.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Corollaire :

Une fonction numérique continue sur un compact non vide K est bornée et atteint ses bornes : il
existe T T1 € K telsque flzg) < flz) < f(2{) pourtout = € K .

Démonstration :

La partie (K} estun compact non vide de . Elle est donc bornée, et sa borne supérieure 4
est limite d'une suite de  f{H ). Comme f(K ') estfermée, M € f(K).Le méme argument
vaut pour la borne inférieure.

Le cercle unité 5 = {{a:, y:l ol 4 yz = 1} est fermé et borné, donc compact. Par conséquent,

flr,y) = oy atteintun maximumsur § . Dailleurs, 2zy < x4 4 y2 = 1, avec égalité
(2,4 ]
27 2

en . Le maximum vaut donc 5

L'hypothése de compacité est indispensable. Par exemple, f{:r:, y} = & est continue sur R2 mais
n'est pas bornée. De méme, f{ﬁ, ) = £ 4 yg n'atteint pas sa borne inférieure 0 surle
disque ouvert privé de l'origine.

IV. Dérivées directionnelles et dérivées partielles




1. Dériver dans une direction

Dans cette partie, ¥J estunouvertde R™, f:U — R et a € IJ.L'idée estsimple : on
restreint f & une droite passant par @, puis on dérive une fonction d'une seule variable.

Soit 1 £ R™ nonnul. Comme ©F estouvert, a -+ tv € UJ pour [f| assez petit. On dit que
f admet une dérivée selon le vecteur % en a sila limite suivante existe :

fla+tv) = £(a)

D, f(a) = lim

t — 0
Autrement dit, D, fla) = @/(0) ou @(t) = flo + tv).

Soit flr,y) = 2 + 292, o = (1, %) et v = (1,1).Alors

2
@(t)=(1+t)2+2(%+t) = 2+ 4t + 312

Par conséquent, D, fla) = o/(0) = 4.

La figure ci-dessous illustre cet exemple. A gauche, la droite ¢ — @ -+ tu coupe les lignes de niveau de
. Adroite, la fonction % etsatangenteen (0, depente 4.
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— p(t)=fla+tv) /
—==- tangente de pente @'(0) =4

2. Dérivées partielles

Notons (El, cy En:l la base canonique de R™ .La 7 -iéme dérivée partiellede f en o
est, si elle existe,

f(al:---:aj—i_t:--': a?l-)_f(a)
F .

05 1(6) = 53-(@) = De, f(a) = limg

En pratique, on dérive par rapport a ‘fj en regardant les autres variables comme des constantes. En

dimension deux, on note ﬂ et ﬁ .
g &y

Méthode :

Pour calculer les dérivées partielles, on distingue deux cas.




e Surl'ouvert ol f est donnée par une formule usuelle, on dérive par rapport & une variable, les
autres étant fixées.

e En un point particulier, par exemple la ou la formule change, on revient a la définition : on

fa+te)) = f@)

étudie le taux d'accroissement

t

Pour f(zr,vy) = z2vy + sin(zy), on obtient

0 0
@—i(wj y) = 2zy + ycos(zy), ﬁc(x, y) = ©2 + zcos(zy).

3. Les dérivées partielles ne suffisent pas

En une variable, une fonction dérivable est continue. En plusieurs variables, ce n'est plus vrai pour les
dérivées partielles. En effet, elles ne regardent f que sur 7 droites passant par @ .

Reprenons f(z, y) = #@ryz , prolongée par  f(0,0) = 0. Surles axes, f estnulle. Ainsi,
f(t,0)— f(0,0) = 0 et g{[]] 0) = 0.De méme, %{D, 0) = 0. Pourtant, la partie Il a

montré que [ n'est pas continueen (0, 0) .

Méme |'existence de toutes les dérivées directionnelles n'entraine pas la continuité. Pour
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2
g(zr,y) = ﬁi—_'_?"ryg , prolongée par g{0,0) = 0, et v = (&, ) avec f3 ?é 0, on trouve

g(tﬂ: t/ﬁ) &2/8 le2+

t T t2 ot 4 B2 B

Si B =0, gestnullesurl'axeet D, g(0,0) = 0. Toutes les dérivées directionnelles
existent, mais 9§ n'est pas continueen (0, 0) .Deplus, v — D, g(0,0) n'est méme pas
linéaire.

Ces contre-exemples motivent une notion plus forte, la différentiabilité, étudiée au chapitre suivant.
On demandera que f{a + &) = f(a) + L{A) + o(lhl}, avec L linéaire. Cette condition porte
sur tous les k. petits a la fois, et non sur quelques droites. Ici, nous utilisons une condition suffisante
commode : le caractére 1.

V. Gradient et fonctions de classe ¢!

1. Définitions

Définition :

Siles 7 dérivées partielles de f existenten @, |le gradient de f en & estle vecteur

V fla) = (61 f(a), .., 0y f(a))

La fonction [ estde classe (1 surl'ouvert ©J sises 7. dérivées partielles existent en tout
point de {J et sont continues sur 7 .




Pour une fonction f 7 —= RY ,on dit que f est de classe ¢l sichacune de ses composantes
I'est. Les théoremes généraux s'appliquent encore : sommes, produits, quotients et composées usuelles de
fonctions (71 sont (1.

2. Développement limité d'une fonction de classe 1

Théoreme :

Soit f declasse (1 surl'ouvert TF et a & UJ.Alors,quand A — 0O,

fla+h)= f(a)+(V f(a), k) + o(lhl).

Démonstration :

On traite le cas . = 2, le cas général étant identique. Soit r = 0 tel que la boule B{a, r:l soit
incluse dans  TJ ,et h = (A1, hy) avec lhAl,, <7 .Onpassede @ & a + A en deux étapes
paralléles aux axes :

fla+h)— f(a) =[flag + b1, ag + ha) — fag, ag + k)] + [f(aqg, ag + ko) — f(ay, ay)]
Chaque crochet est I'accroissement d'une fonction d'une variable, dérivable. D'aprés le théoreme des
accroissements finis, il existe 81, 8 € 10,1 tels que

fla+h) = fla) = h1 01 flag + 61 hy, a9 + ho) + ho D9 f(ag, ag + 65 hy).
Les deux points intermédiaires tendent vers @ quand h — (1. Par continuité des dérivées
partielles, on écrit d1 fl:fll + 81 Ay, Gn + hg:l = d1 f{ﬂt} + El(h} avec Ell:h:l — 0, etde
méme pour Jq f . Finalement,

[\bigl?)f(a + R) = f(a) = (V f(a), h)\big?] < [Ralleq(B)] + [halley(R)] < 1Bl (ley(R)] + leo(R)]).

Le membre de droite est un o |Al}, ce qui conclut.

Corollaire :
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Soit f declasse ¢l sur 7 .Alors f estcontinuesur IF,etpourtout ¥, ladérivée
directionnelle existe et vaut

Dy f(a)=(V f(a)v) = Y v, d; f(a)

J=1

Le théoréme donne f{a + h) — f{@) — 0 quand A — 0, d'ol la continuité. Ensuite, on prend
h=tv: flo+tv)— fl@) = #{V fla),v) + ot). Ondivise par % eton faittendre
vers 0.

Ce corollaire éclaire les contre-exemples de la partie IV. Une fonction discontinue, ou dont les dérivées
directionnelles ne dépendent pas linéairement de ', ne peut pas étre de classe (1.

3. Interprétation du gradient

Pour ¥ unitaire pour la norme euclidienne, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
D, f@' = < Vv f@': C > < |‘F f@'b. Si V f{a} ?é 0, I'égalité a lieu pour
v ="V f@ /Y f@,.

Si V f{a} ?‘é 0, le gradient indique la direction de plus forte croissancede f en a,etsa
norme euclidienne est la pente maximale. De plus, L7, f{a} = 0 pourtout v orthogonal a

vV fla).




4. Montrer qu'une fonction est de classe (1

Méthode :

Pour une fonction définie par une formule sur U7 \ {a} et par une valeuren a :

e on justifie le caractére ¢71 surl'ouvert TF \ 7a} par les théorémes généraux, et on calcule
les dérivées partielles ;

e on calcule les dérivées partielles en @ par la définition ;

e on prouve la continuité des dérivées partielles en @ par une majoration, comme en partie Il.

2 o2
Soit  f(z, ) = ;;Tyy? et F(0,0) = 0.sur R2Y {(0,0)}, f est ¢l comme quotient,
et

J f 2ey?(z2 + y2) — 2z - z2 y? 2zyt
@—$($: y) — 2 212 — 2 2 2
(22 + y?) (z2 + y?)

- & ,
En l'origine, f{%,0) = 0, donc ﬁr{[j] 0) = 0. Enfin, y* < (22 + yg}i donne

g f s df , . -
35 @, v)| € 2|x| — 0. Par symetrie, ﬁ(‘t! Y) = 55y, x) setraite de méme. Ainsi, f
estde classe (1 sur RZ.

VI. Dérivées partielles d'une composée : la regle de la chaine
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1. Dérivée le long d'un chemin

Théoreme

N
’
-a

Soit f declasse (71 surl'ouvert 7 c R™ et ¥ = (’}’1,---, ’}’ﬂ]!f — U7 dérivable sur
lintervalle I .Alors g = f oy estdérivablesur T, et

g'(t) = (V F(y(t), v Z 95 F((2)) 7v%(2).

7 =1

Demonstration

N
.
e

Fixons t € I etposons A(s) = ¥(t + s) — y(t). Comme ¥ estdérivableen £,ona
h(s) = sy/(t) + o(s), donc  |h(s)| = CO(|s]) . Le développement limité de la partie V donne

g(t +5) —g(t) = (V f(7(2), h(s) ) + o([h(s)]) = s(V F(7(2)), 7' (¥) ) + o(s).

On divise par 3 etonfaittendre = vers 0.

2. Regle de la chaine

N
’
|

Théoreme

Soit ¥ unouvertde R™, @ = (fpl,---,fpﬂ:llv —+ U declasse ¢l,et f:U =+ R
declasse ¢1.Alors g = f o estdeclasse ¢l sur ¥ et pour ¢ € {l,..., m},

8w .
5L (u) Z (p(u)) 522 (u).

2




Démonstration :

Onfixe w € V eton applique le théoréme précédent au chemin  ¥(t) = @ + tEE-:l .Sa
E T
dérivée en [J est le vecteur des 8—;{”} . La formule donne donc la dérivée partielle cherchée.
i

Enfin, cette expression est une somme de produits de fonctions continues : g est de classe ¢71.

Pour dériver une composée, on nomme les variables intermédiaires, par exemple I = gﬂl(u, ’Ujl et

Yy = (pz{u, ’U}. Ensuite, on écrit « la dérivée de g parrapporta % estla somme, sur chaque
variable intermédiaire, de la dérivée de f par rapport a cette variable, multipliée par la dérivée de
cette variable par rapport @ % ». Enfin, on n'oublie pas d'évaluer les dérivées de [ au point

o, v) .

Coordonnées polaires : pour [ declasse (1 sur |2, posons F(r;8) = f(rcosd, rsind).
Alors

%—f = cosf g—i + sinf g—;; %—g = —rsind g—i + rcos® g—ia

les dérivées de f étant prises en (rcosd, rsind) .

3. Gradient et lignes de niveau

Soit f declasse (71 et <y: X — U un chemin dérivable tracé dans la ligne de niveau ¢,
c'est-a-dire  f{y(t)) = ¢ pourtout t.Alors (¥ fly(t]), ¥/(t)) = O :le gradient est
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I orthogonal aux lignes de niveau. ‘

Démonstration :

La fonction t — f{7¥(t]} est constante, donc sa dérivée est nulle. La dérivée le long d'un chemin
donne exactement { ¥ fly(t)), ¥/(t)) = 0.

La figure ci-dessous représente les ellipses de niveau de f(:r, y:l = 2 4 23;2 et quelques vecteurs
Vv f{a:, :I = {2;1:‘, "-ly:l . Chaque fléche coupe sa ligne de niveau a angle droit et pointe vers les
niveaux supérieurs.

A

— Vf=(2x, 4y)

1.5 4 ___ —— lignes de niveau x? +2y? =¢

1.0 1

0.5 1

> 0.0

—0.5 1

_1'0 i

_1_5 i




La régle de la chaine exige une fonction ¢>1, ou au moins différentiable. Soit

2
flz,y) = ﬁ ,avec f(0,0) = 0. Ses deux dérivées partielles en (0,0} sont nulles. Or,

pour y(t) = (t,t). ona fly(t) = % , de dérivée L. La formule donnerait

2
(V f(0,0),(1,1) ) = 0 :elle est fausse ici.

VIl. Ce qu'il faut retenir

e Une fonctionde R™ dans R¥ seraméneases I composantes; ses lignes de niveau
flz) = c la décrivent comme une carte.

e Limite et continuité ne dépendent pas de la norme ; les théoremes généraux traitent les fonctions
usuelles.

¢ Deux chemins donnant deux limites différentes prouvent qu'une limite n'existe pas ; les droites
seules ne prouvent jamais I'existence.

« Pour prouver une limite, on majore |f{z) — €| par une quantité qui ne dépend que de = — @l
ettend vers (.

¢ Une fonction lipschitzienne est continue ; les normes et les applications linéaires sont
lipschitziennes.

¢ Une fonction continue sur un compact non vide est bornée et atteint ses bornes.

o D, fla) estladérivéeen 0 de t — fla + tv) ; les dérivées partielles sont les

De; fla).

e Dérivées partielles, et méme toutes les dérivées directionnelles, n'entrainent ni la continuité ni la
formule Dy f = (V fv).

e Une fonction (1 vérifie fla + A) = fla) 4+ ( V fla), A ) + o(lhl) ; le gradient est

orthogonal aux lignes de niveau.

e Regle de la chaine : au‘f(f ° (’ﬂ} = Z (aj f ° (’D} au"' (’Dj , valable pour f et ¥ declasse
J
cl.
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Questions fréquentes sur fonctions de plusieurs variables

Comment montrer qu'une fonction de deux variables n'a pas de limite en un point ?

On trouve deux chemins qui tendent vers ce point et le long desquels la fonction a deux limites
différentes. En (0, 0} , on essaie d'abord les droites ¥ = "M, puis des courbes comme 1y = £2.Si
la limite dépend de 1, la conclusion est immédiate.

Si la limite est la méme le long de toutes les droites, la fonction a-t-elle une limite ?

2
Non. Pour f{;r;! y} — ﬁir—_'_?"ryg , la limite vaut [ sur toutes les droites, mais f{g;! 132:] — % Pour

prouver une limite, il faut une majoration qui ne dépend que de la distance au point.

Une fonction qui a des dérivées partielles est-elle continue ?

Pas nécessairement. La fonction 2+ g2 prolongée par (0, a deux dérivées partielles nulles en

I'origine sans y étre continue. En revanche, une fonction de classe (1, c'est-a-dire & dérivées partielles
continues, est continue.

Quand peut-on appliquer la régle de la chaine ?

Il suffit que les fonctions composées soient de classe (1 . La formule

I (f © f’ﬂ:' = Z ':ai"‘ fo (’Q} I (’Dj peut étre fausse si  f a seulement des dérivées partielles,
3
Ty

comme le montre ————
4+ y2

le long de la diagonale.

Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur fonctions de plusieurs variables

e A maitriser avant : Normes et topologie de R™n



https://mathovore.fr/fonctions-plusieurs-variables-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/topologie-espace-rn-cours-maths-l2

Chapitre précédent : Normes et topologie de R™n

Chapitre suivant : Différentiabilité, formule de Taylor et extrema

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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