Corrigés des exercices de maths en L2

Fonctions de plusieurs variables

Corrigé de I'exercice 1 : Domaine de définition et lignes de

hiveau

1. La racine carrée est définie sur [0, +oo[ . Ainsi, f(x, y) existe si et seulement si
2+ yg < 4.Le domaine IJ estle disque fermé de centre (& et derayon 2.l est
fermé, comme image réciproque du fermé ]—oo, 4] par la fonction continue
{:1:, y} — rd 4 yﬁ . De plus, il est borné, car contenu dans la boule de rayon 2 . C'est donc un

compact.

2. Une racine carrée est positive, donc la ligne de niveau ¢ estvidesi ¢ < (0 .Pour ¢ = (J,ona
V4 — 22 — y2 = ¢ sietseulementsi £2 + y2 = 4 — ¢2. Par conséquent :

osi 0 < c<2,laligne de niveau ¢ estle cercle de centre (2 et de rayon
4 —¢2;

osi ¢ = 2,elle estréduite a l'origine ;

osi ¢=>2 o0u ¢ <0, elleestvide.

Le graphe de f est la demi-sphéere supérieure de rayon 2 : c'est cohérent avec ces cercles.

3. Laligne deniveau ¢ de 9 est {(r,y):v = £2+c}.Cestlaparabole y = 2+ ¢,
translatée verticalement de la parabole 1y = T2 . Deux lignes de niveau distinctes ne se coupent
jamais. En effet, un point commun  (z, v) vérifierait glx,y) = ¢ et gz, y) = ¢/, donc

¢ = ¢!. Cette remarque vaut d'ailleurs pour toute fonction.

La figure ci-dessous représente les cercles de niveau de f dans le disque {1}, puis les paraboles de

niveau de 4¢.
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Corrigé de I'exercice 2 : Continuité par les théoremes généraux

1. Les fonctions (z,v) — zy et (z,y) — x + ¥ sont polynomiales, donc continues. Par
composition avec €XP et co8, le numérateur est continu. Ensuite, le dénominateur 1 -+ rd
est continu et ne s'annule pas. Par quotient, { est continue sur [RZ.

2. Une fonction a valeurs dans [R2 est continue si et seulement si ses trois composantes le sont. Les
deux premiéres sont polynomiales. Pour la troisieme, 1 + x4 + yg >1>=0,et ]n est
continue sur |0, 4co[ . Ainsi, F' est continue de R2 dans R3.

. gy —1 . . , :
3. Lafonction (g, 1) — wre est un quotient de polyndmes. Son dénominateur vaut 3 ?é 0
en (1,2} . Elle est donc continue en ce point, et la limite est sa valeur : 123—_1 . La limite
1
vaut 3"

4, lIfaut = 4 vy >0 pourle logarithme, et = ?‘é % pour le quotient. Le domaine est
n = [l::]:‘, y) o + vy > 0[\textxt?] et x ?é y} , qui est un demi-plan ouvert privé d'une
demi-droite. C'est un ouvert, intersection de deux ouverts : {Iﬁ +y > ':]} est I'image réciproque
de ]0, +oo[ par une fonction continue, et [:t? ?é y} est le complémentaire d'une droite fermée.
Enfin, h estcontinue sur {2 par composition et quotient.



Corrigé de I'exercice 3 : Limites différentes selon les droites

Dans les trois cas, on remplace ¥ par ™I avec x ?é 0 :lefacteur 12 se simplifie.

1. On obtient fll::t‘:, ma:] = ﬁ , qui est constant. La limite vaut (0 surla droite ¥

% surladroite ¥ = Z.Donc [ n'apas delimiteen (0,0).

2. On obtient fg{,ﬂ: mx} = 1_|_ .Pour . = 0 ,ontrouve 1 .Enrevanche, pour

ontrouve 0 .Par conséquent, fg n'a pas de limite en (0, 0} . On note aussi que

Fo0, ) = =1 suraxe vertical.

3. On obtient f (x, mz) = (1 + m)’ . Cette valeurvaut 1 pour m = 0, 2 pour
1+ m2
et 0 pour m = —1.Ainsi, f5 n'apasdelimiteen (0,0).

m

™

0 et

Point de méthode : dés que deux chemins donnent deux limites différentes, la conclusion est acquise. Il

est inutile d'en chercher d'autres.

Corrigé de l'exercice 4 : Limites en l'origine par majoration

Onutilise |z| < r, |y €r et 2oyl < 22 +y2 =r2.

1. Comme z2 < r2,ona |a(z,vy)| = £|y| < |yl £ r.0r r — 0 quand
(z,y) — (0,0) .ponc afz,y) — 0.
2. De |zy| < %2 , on déduit  |b(z, y)| < % — %.Par conséquent, bz, y) — 0.

3.0na £% 4yt < 2% 4 222y2 4 y% = r% Ainsi, 0 < c(r,y) < r2. Donc
clr,y) — 0.
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4. Onpose u = x2 4 y2 = r2 Aors diz,y) = ulnu,et 4 — g+ quand
(z,y) — (0,0) . Par croissances comparées, wlnw — 0 quand ¢ — 0+ . Par
composition des limites, d{z, ) — 0.
5. Avec le méme w,ona E(;]_:‘J y} — £ u_l
c'est-a-dire 1,quand u — 0 .Denc e(z,y) — 1.

. Ce quotient tend vers la dérivée de €XP en 0,

Dans chaque cas, la majoration ne dépend que de 7 . C'est ce qui garantit la limite, quel que soit le
chemin suivi.

Corrigé de l'exercice 5 : Limite nulle sur les droites mais pas

sur une parabole

1. Surlaxe ¥ =0, flz,0) =0.Surlaxe £ =0, f({0,v) = 0.Pourune droite
¥ = MI avec m?élf]et :t:?é[:],

3 ! 0
[z, mz) = 4 Tfnzdﬂjz = S;Qﬁ‘rmz —+ 0] 5 =

La restriction de [ a toute droite passant par I'origine tend vers (.

™ kx4 I . .
2. Pour :‘ £0, flz, ks?) = 734 k7,4 = 14 52 Lafonction [ est constante, égale
a H—kg, sur la parabole y = ko privée de I'origine. Ces paraboles sont donc

contenues dans les lignes de niveau de .

3. Pour k = 1,onobtient f(r, £2) = pourtout £#0.0r (z,52) = (0,0) quand

£ — 0.Si [ était continueen (0, D:l ,onaurait f(z,z2) — f(0,0) = 0.Donc f
n'est pas continue en {0, 0) .

4. L'inégalité (g2 — |y|}2 > 0 donne 2x2ly| < £ + y2 . Ainsi, pour  (z, ) ?é (0,0},
|f(z, y)| < 5 - Cestaussivrai enl'origine. Ona | f| < % , et la borne est atteinte en tout
point (r,z2) avec £ 0.

La figure ci-dessous représente quelques paraboles vy = kx2 . Chacune porte une valeur constante de



f, alors que toutes passent par I'origine.

2.0 v 7
— 2. f_- _k !
pa boles\‘;\/—kx = /
1.5 Y
1.0
- k=-2:f=-0,4
051 — k=-1:f=-0,5
..... =-05:f=-04
~ 00— 0<sfF— k=05:f=04 -
1 — k=1:f=0,5
-—- k=2:f=0,4
—0.51 — k=0:f=0
_1.0_
—1.5 -
-2.0 . . \‘. . . .

Corrigé de I'exercice 6 : Continuité de trois fonctions

prolongées en l'origine

Sur R4 \\ {{D, D}} , les trois fonctions sont des quotients de fonctions continues a dénominateur non nul.
En effet, =% 4 yg = (0 impose £ = y = 0. Ellesy sont donc continues, et seule I'origine pose

question. Onnote + = /2 + 2.

1. Ona |;r;|3 = |z|z? < - r2, et de méme |y|3 < 73 . Ainsi,

|flz, v)| < % = 2r — 0 .Lafonction j est continue sur RZ.
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. :2 .
2. Sur la diagonale, g(r, ) = % — % quand z — 0 ,car 80L . ¢ Or

g(0,0) = 0.La fonction J n'est pas continue en (0, 0) ; elle est continue partout
ailleurs.

z2y] ||
T 4 oy2 < 7 0.

3. Comme dans I'exercice 5, 2z2|y| < £% + 42 . Donc |h(z, 1) = |z

La fonction }, est continue sur R2.

Corrigé de I'exercice 7 : Fonctions lipschitziennes

1. Soit =,y &€ R™. L'inégalité triangulaire donne
Nir) = N{z —y +vy) < N{z —y) + N(y),donc N{z) — N{y) < Nz — ). En
échangeant = et ¥,onobtient N(y) — N(zr) < N(z — y). Ainsi,
|IV(x) — N(y)| € N(zr — y) : lanorme est 1 -lipschitzienne.

2. D'aprés I'inégalité des accroissements finis en une variable, |sin £ —sin =/| < |z — /] et
|cos v — cos /| < |y — y!| . Par I'inégalité triangulaire,

(2, y) = F(=!, y) < e — e/ + |y — y!| = |(& =1,y — yP\PrPrimeT])|

Ensuite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne  |a| + [b] < V2V a2 + b2 .Donc f est 1-
lipschitzienne pour '"'1 et /7 -lipschitzienne pour ;.

3. Supposons 9 -lipschitzienne pour '"'{.Pour x € R, comparons {(x,1) et (z,0) :
lg(z, 1) — g(z, 0)] = ||, alors que la distance vaut 1 .0On auraitdonc |z| < k pour tout
réel T, ce qui est absurde. La fonction ¢ n'est pas lipschitzienne sur [RZ, quelle que soit |a
norme, puisque les normes sont équivalentes.

4. Soit (z,y) et (x/,y’) dans [—R, R]?.On écrit
zy—xly! = zly — v )+ y/(z —x'). Comme |z| < Ret |y/|< RH,

ey — @'yl < Rly — y'| + Rle — 2/| = R |(z, y,— (a/, yDPPm])|
Donc ¢ est H -lipschitzienne sur [—R, R]E . Le caractere lipschitzien est ici local : la
constante grandit avec la taille du carré.



Corrigé de I'exercice 8 : Distance a une partie fermée

1. Soit z,y € R" et o€ A. Par I'inégalité triangulaire,
dalr) <1z —al <z —y|+ |y —a|.Ainsi, da(z)— | —y| estunminorantde
y —al:a € A}. Par définition de la borne inférieure, d 4(z) — |z —y| < d4(y) . En
échangeant les roles, |da(z) —da(y)| < |z —y| : dg est 1 -lipschitzienne, donc
continue.

2. Posons d = d 4(x). Par définition de la borne inférieure, il existe @1 € A tel que

| — 0y < d +1.Donc K n'estpas vide. Ensuite, K est l'intersection de deux fermés,
donc fermée. De plus, elle est bornée, car incluse dans une boule. En dimension finie, une partie
fermée et bornée est compacte: K est donc compacte. La fonction @ — 1& — @l est
continue, car 1 -lipschitzienne. Elle atteint donc un minimum sur & en un point %p. Enfin, si

a € A\ K ,alors 1 —al>d+1> T —aq 2 | —ag.Par conséquent,

[T — G| <1z —al pourtout a € A, dou |T — &g <d, L'inégalité inverse est vraie par
définition. Il existe donc g € A tel que |T —ag| = d a(z).

3.6i 1ZIp £ 1 alors © € A et dalz) = 0.Supposons maintenant 1€lq > 1. Pour tout
a € A, laseconde inégalité triangulaire donne 1Z — Gy 2 1Zlg — &Iy 2 1Zlp — 1. De plus,
le point @y = % appartienta 4 , et

T — a0|2 = (1 — ﬁ)wmg = 1Ty — 1.

Ainsi, da(z) = max(ix, —1,0), et le point le plus proche est H‘ér—lz

cercle unité avec la demi-droite [O'x).

, intersection du

Corrigé de I'exercice 9 : Un maximum atteint sur le plan entier

1. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, |z + y| = [{ (1,1}, (z, v) )| £ V2 r . Comme
e (x?+v2) _ .—r2~ g, onobtient |f(x,y)| < VI r e~

2.0na r+y=1c¢€t aﬁ—i—ygzé.Donc f(%:%):e_lf@-

3. Lafonction 1 est dérivable, avec 1)’(r) = v2(1 — 2r2)e—72 . Elle croit sur [D, E] puis
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Lon 1 , 1N —1/3
decroit sur L@: —I—m[ . Son maximum vaut ﬂf}(&) = e

donne (r) < 4(2) = 22 e—%.0r 943 c3<cede o2, donc 95 o—4 < o—1/2,
Ainsi, |f(z, y)| < e~ 1/2 _ f(%: %) déesque = > 2,

.Pour r = 2, la décroissance

4. La boule fermée B — E{D, 2) est fermée et bornée, donc compacte. De plus, f est continue
par les théorémes généraux. Elle atteint donc sur & un maximum A4 enun point F. Le point

(%: %) estdans B ,donc pF > E_lf@ .En dehorsde 7, la question 3 donne

f< E_lx@ < M .Parconséquent, I{ estle maximum de f sur RZ, atteint en
r.

5. Les questions 1 et 3 donnent |f(3_¢! y}| < ¢@~} < E—l,.@ sur tout le plan. Or cette valeur est
atteinte en (%: %) Le maximum de [ vaut ,—1/2, atteinten (%: %) . Enfin,

f(—z, —y) = —f(z, ¥). Le minimum vaut donc _,—1/2, atteint en (—%: —%) :

La figure ci-dessous montre les lignes de niveau de |, le cercle de rayon 2 qui délimite le compact, et
les deux extremums.



— = cercle de rayon 2
| _ 0.620
2 ",—.— -__-“
0.465
1 -0.310
- 0.155
~
> 0 -0.000
=
- —0.155
—17 - —0.310
—0.465
—2] ~0.620
-2 -1 0 1 2
X

Point de méthode : pour une fonction continue sur un domaine non borné, on se ramene a un compact
en montrant que la fonction est petite loin de I'origine.

Corrigé de I'exercice 10 : Calcul de dérivées partielles et de
gradients

1. On dérive parrapporta x, ¥ étant fixé, puis l'inverse :

% = 3zr2y? — 2y, g—; = 2z%y — 2z + 1.

Aupoint (1,1}, ¥V f(1,1) = (1,1).

049 = v eTV¥qin 1y - Pourla dérivée en ¥, on dérive un produit :

2. Lavariable Y étant fixée, -—=
o T
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o) . .
ﬁ = re*Vsiny +e%Ycosy.En (0,7),ona sinm = 0 et cosm = -1 .Donc

v g{[:l! ﬂ—:' = {D: _1:' '

3. Avec la dérivée de arctan,

oOh _  —y/z? —y on __ ljz 4

O ~ 14+y2/z2 ~ z2+y2 0y 1+y2/22 =~ 724 y2

Aupoint (1,1}, WV A(L,1) = (—%: %)

4. On obtient % = yle?, % = 2rye® et 2K _ zy2e? . Aupoint (1,20},

2z
WV k{l, 2, Djl = (4, 4 4:1 .

Ces quatre fonctions sont de classe (7’1 sur leur ouvert, car leurs dérivées partielles sont continues par
les théoremes généraux.

Corrigé de I'exercice 11 : Dérivée directionnelle et direction de
plus forte pente

1. Posons (t) = f(1+4 ¢ 2 —£).0n développe :
p(t) = 1+ 62 +3(1+¢)(2—t) =1+2¢ +¢2+6+3t —3t2 = 7 4 5t — 242

Le taux d'accroissement vaut M — 5 _9¢ — 5.Donc D, fla) = 5.

& af _ ,
2. Ona ﬁr = 2z 43y et 5 = 3z.Abnsi V f(1,2) = (8,3) . Lafonction f est

polynomiale, donc de classe ¢71 . Le cours donne alors
D, fla) = ((83),(1,-1)) = 8—3.0nretrouve D, fla) = 5.

3. Pour % unitaire, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
Dy, f@' = ( v f@': U > < |v f@'b = 64 4+ 9 'égalité a lieu si et seulement si u est

positivement colinéaire au gradient. Le maximum vaut /73, atteint pour u = ﬁ{& 3} .

4. Oncherche u = (U, Uy) unitaireavec 8ty + 3uy = O . Les vecteurs orthogonaux &
(8,3) sontcolinéairesa (3, —8), de norme f73. Les solutions sont

1 . . .
u = :I:E(S, —8) . La ligne de niveau passant par @ est x4+ 3zy = 7, soit



¥ —

_ 7 1 _ 8, .
Y= "35 pour £ >0.Sapenteen x = 1 vaut — = —3 . elle est dirigée par

1
3z 3
{3, —8} . Ces directions sont donc tangentes a la ligne de niveau, ce qui est cohérent avec

I'orthogonalité du gradient.

La figure ci-dessous montre la ligne de niveau 7, le gradient (8, 3) et la direction tangente (3, —8)
aupoint (1,2} .

3.0 - —— ligne de niveau x2+3xy =7
\ = = direction (3, —8) : D,f=0

2.5 1 Vf(1,2)=(8, 3)

2.0 A

1.5

1.0 -

0.5 A1

0.0 A1

_0.5 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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Corrigé de I'exercice 12 : Dérivées partielles sans continuité

1. Pour a:?é 0, flr,z) = ;—; = %.Or (z,z) = (0,0) et f(0,0) = 0.Donc f n'est

pas continue en (0, 0} .

2. Pour t£ 0, f(t,0) = 0, donc f':t’m;fm’m:g_,D.Deméme, flo,£) =0.

Les deux dérivées partielles existent en (0, 0) et sont nulles.

t?
3. Pour % % 0, f{tg{! tﬁ) — tz(a?-gfﬁzj = a;fﬁz , constante non nulle notée ¢ . Le taux

d'accroissement vaut § , quitend vers oo quand ¢ — 0F . Ladérivée D, f(0,0)
n'existe pas.

4. Pour (z,y) # (0, 0), la dérivée d'un quotient donne

a—f(;;c:, ) = y(z?2 +92) —zy -2z y(y?—=z?)

2 — 2
L g f 3 1 o .
En particulier, ﬂ{[j, y} =A=7 pour % ?é (. Cette quantité n'est pas bornée quand
g f e . g f
— 0 =4 — el
y , donc ne tend pas vers 3 a:':[]! [j} — (1. La dérivée partielle 1 n‘est pas

continue en (0,0}, et f n'estpasdeclasse (1 sur R2.Clest cohérent: une fonction
1 serait continue.

Corrigé de I'exercice 13 : Toutes les dérivées directionnelles

sans continuiteé

1. Pour t?é 0, g(z,2) = t‘*t—it‘* = %.Quand t— 0, (3,t2) — (0,0) mais g(, t2)
ne tend pas vers g{0,0) = 0.Donc ¢ n'est pas continue en (0, 0] .

2.5 3 =0, alors o ?é 0 et g(ter,0) = 0. Le taux d'accroissement est nul, donc
D, g(0,0)=0.s5i B£0,pour t£0,



g(to, tB) 1 t3a28  a?p

b Tt gt 282 T 1204 4 B2
Ainsi, D, g(0,0)=0si 8 =0,et Dvg{[],[]}:%?si ,8%[]

o
1
=

=,

. Ontrouve D1 ) g(0,0) = 0, puis D, 1) g(0,0) = I — 0, etenfin

D, g(0,0) = 1. sirapplication était linéaire, on aurait

Do ng=D,009+ D@, 1)9 = 0. Lapplication v — D, g(0,0) n'est donc pas
linéaire.

. Premiére raison : une fonction de classe (1 est continue, or g nel'estpasen (0, 0) .
Seconde raison : pour une fonction 1, Dy, g(0,0) = ( V ¢(0,0), v } dépend linéairement
de ¥, ce que la question 3 contredit. Dans les deux cas, 7 n'est pas de classe (1 au
voisinage de l'origine.

Corrigé de I'exercice 14 : Une fonction de classe C1 sur le plan

.Ona |z2 —y2| € 22 4 y2, donc |flz, )| < |zy| < %{333 + 2} . Ce majorant tend vers
0 en l'origine. De plus, f est continue ailleurs comme quotient. La fonction | est continue
sur R4.

o N
. Ecrivons - f = 55 avec N = w3y —zyd et D = z2 —|—gg.0na
dp N = 3zdy —y3 et 8, D = 2z . Le numérateur de ﬁr vaut

(Be2y —y¥) (22 + y2) — 20(edy — zyd) = 3oty 4+ 322y3 — 22yd — yd — 2aty 4 202y3.

Aprés réduction, il reste ,:1:43; —+ 41?23;3 - y5 = y{:t:‘1 + 41’:2y2 - y‘i} . On obtient bien
la formule annoncée.

. Pour t% a, f{t, D:l = 0, donc —([j [j:] — (1. Ensuite,
4 4x2y2 4yt < 22% 4 4x2y2 4 2yt = 2(22 + yﬁ}g. Par conséquent,

y| (z% 4 42242 4+ y4)
(22 + y2)*

Ainsi, %{[}j 0) =0 et % est continue en (0,0 .

[
gi(“’? y)‘ < < 2|y| (=, y) = (0, 0)]0.
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4. Ona fly,z) = % — f(x, ) . ce qui reste vrai en l'origine. Dérivons la relation
flz,y) = —f(y, £) parrapporta ¥ :lavariable ¥ occupe la premiére place dans f{¥, =)
. Donc g_fl:ﬂ?, y:] = —ﬁr{y] ;1:} , soit
2 f( r(z? —4z2y? — yt)
0 (2 + y2)°
3 f . Bf
gz

y) = 50,00=0.

La fonction ﬁ est la composée de

I
(z,4) — (v, ) : elle est continue. Enfin, sur B2\ {(0, O)}, les deux dérivées partielles sont
continues comme quotients. La fonction f est donc de classe (1 sur RZ.

, continue, par l'application continue

& f—gd 4
5. Pour y?é[], %({j]y}:%:—ymour $%D, I:;E[:I:l—u—;t.
. g f g
On obtient ﬂ([j] y} = —y et ﬁ{g;, [:]:1 — x . Ces formules restent vraies en (] .
Point de méthode : une symétrie de la fonction, ici f{y, :L?:l = —f{a:, y} , divise le travail par deux. I

faut cependant bien appliquer la regle de dérivation de {:J:, y:l — f{y, :E‘:I .

Corrigé de I'exercice 15 : Fonction continue sans dérivée

directionnelle

1. Lafonction (z, ¥) — |zy| est continue, comme composée d'une fonction polynomiale et de la
valeur absolue. Ensuite, la racine carrée est continue sur [D, —I—DD[ . Par composition, & est
continue sur RZ.

2. Pourtout ¢, g(t,0) = g(0,%) = 0. Les deux taux d'accroissement en I'origine sont donc

a a
nuls. Ainsi, S_i{[:]! [:]:1 = ﬁ({]! [j]} =10.

3. Pour t?é 0, g(t,t) = = |¢| . Le taux d'accroissement gl t) — vaut 1

9(0,0) ¢
t -t
si t>>0 et —1si tec:[].llnapasde limiteen 0 : 9 n'a pas de dérivée selon

(1,1) en I'origine.

4. Si G était de classe (71, toutes ses dérivées directionnelles existeraient d'apres le cours. Donc
g n'est pas de classe (71 sur [RZ. Lalecon est double. D'abord, I'exercice 12 montre que



les dérivées partielles n'entrainent pas la continuité. Ensuite, cet exemple montre qu'une fonction
continue ayant des dérivées partielles peut n'avoir aucune autre dérivée directionnelle. Les dérivées
partielles ne voient que les axes.

La figure ci-dessous montre le graphe de & . Il est nul sur les deux axes, mais forme un « V » le long de la
diagonale.

1 N—— g(t, t)=|t| : diagonale /
—— g(t,0)=9g(0,t) =0 : axes

~1.0 -05 00 05 1.0

Corrigé de I'exercice 16 : Dérivée le long du cercle unité

1. Lechemin y(t) = (cos t,sin t) estdérivable, de dérivée (—sin £, cost}.Comme f est
de classe (71, le théoréme de dérivation le long d'un chemin s'applique. On obtient

. d i o) .
g/(t) = —sint ﬁr{cos t,sint) + cos t ﬁr{cos t,8in ).

2. lci g—a: = 91 et % = —2y . La formule donne
g/(t) = —2sin tcos t — 2cos tsin £ = —2sin(2t) . Directement,
g(t) = cos?t —sin? ¢t = cos(2t),donc g/(t) = —2sin(2t). Les deux calculs
concordent.

3. 50t R>0 et gp(t) = f(Hcost, Rsint) . De méme,
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gl(t) = —Rsint g—f + Rcost g—g = (xg—;: — yg—i)(ﬁcos t, Rsint) = 0.

X

Ainsi, 9 g est constante sur l'intervalle [ . Or tout point du cercle de rayon B s'écrit
(Hcos t, Rsin t). Donc [ est constante sur chaque cercle de centre O .

Corrigé de I'exercice 17 : Gradient en coordonnées polaires

) &
Onnote ¢ = cnaf, s — ainf,et A, B lesvaleursde g—f S

- et 3= aupoint (re, rs) .

1. L'application (1, 8) — (rcosé, rsinf) estde classe 1 de 0, 4oo[ x R dans

R \ {{D, D:l} Par la régle de la chaine, % =cd 4 sB et % = —rsd 4 rcB.

2. Onrésout ce systemeen A et B .D'une part,

Cia_F — 5% = ¢2A 4 ¢5B + 524 — s5cB = A . D'autre part,
=

S—JE' +55g = scA+s2B —csA +c?B = B . Ainsi,

3F snddF 8f ., 8F  coslBF
gz =Cos0G, —F Fg ¢t sy =iz +7r g

2 2
3. D'apres la question 1, (%) + L(%) — {.:A + 33}2 + {—sA + CB:]E . En

2
T
développant, les doubles produits 2csA B et —2csAB s'annulent. Il reste

9L 2V A2 M — 42 9 : o (3 F\2 173 V2
(c4+ s4)(A4 4 B%) = A%+ B4 .On obtient |vf|g_( )_|_( )

3r ri\ 26
4. Ici F(r;8) = cosf . Donc % = 0 et % — —sinf . La formule donne
in4 A a8 2 g2 2
9 _ sin®f _ ¥* Y oy SR 8f _r2—ag2 ¥’
|véf| =57 = T4.D|rectement,4avec2rg_ :;7 + y<4,0na 55 = 3 = .3
°J _ _%V o _ yrtaiyt oyt
et Gy = i . Alors |‘F f|g = pr; =3 Dans les deux cas,

|v]
Vi@l = 3542




corriaé de I e 18 : Fonctions | . ¢ relati

d'Euler

1. Fixons (xz,%) € U etdérivons par rapporta t larelation f(tz, ty) = t“ f(z,v) . Le
chemin t — (tx, ty) est dérivable et reste dans 7 . Par la dérivation le long d'un chemin,

0 0 _
$@_§;(t$; ty) + y@—;(t:nj ty) = ate 1 f(x y).
En prenant ¢ = 1, on obtient :r:% + y% —af.

2. Fixons t = 0 et dérivons cette fois la relation par rapport 8 . A gauche, la régle de la chaine
g X . , ad I
doanne ﬁﬂ{t:ﬁ, ty:l A (;rmte, on obtient ¢ ﬂ'@: y). Donc
ﬂ':mﬂ ty} — o — lﬁr@;! y:, : cette dérivée partielle est homogeéne de degré

a—1.

3. Lafonction % est dérivable sur ]D, —I—CO[ comme produit. Par la dérivation le long d'un chemin,

! (t) = —at— ~lf(te, ty) +t—2~ 1(mg—f;(tx, ty) + tyg—;c(tx, ty))‘
On applique la relation d'Euler au point (tx, ty) de ¥7 :la parenthése vaut o f(tx, ty).
Donc @/(t) = 0.Surlintervalle 0, +co[ , ¥ estconstante, égaled (1) = flz, y).
Ainsi, fltz,ty) = t® f(r,v) : f est homogeéne de degré c.

. X . t3(x3 + y3) .
4. La fonction est homogene de degré 1, car f{tggj ty} = m . Par la dérivée d'un
quotient,
o f 3z2(z? +y?) —2z(z3+y3) O Ff 6—4 _ 1.

Par symétrie, %(1J ) = % . On trouve 1. % +1- % =1 = f(1,1) : la relation d'Euler

est vérifié¢eavec o = 1.

5. Notons I lalimitede f en (0,0).Soit (z,y) € U .Pour >0,
fle,y) = f(tz, ty), carledegré estnul. Quand ¢ —s o+, (tx,ty) — (0,0), donc
f{ta:, ty} — L . Le membre de gauche ne dépend pas de t.Par conséquent,

£
flz,y) = L pourtout (z,vy) € U : [ est constante. Ainsi, Wyyg , homogéne de

degré (0 et non constante, ne se prolonge pas par continuité.
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Corrigé de I'exercice 19 : Composée avec l'application carré

complexe

1. Posons u = 124 —y2et v = 2zy . Lapplication (x,y) — (u, v) est polynomiale, donc
de classe (71 .Parlaregle delachaine, ¥ estdeclasse (1, et

59_2 Of of dg _9 8)‘

0z +2y80 oy —

les dérivées de f étant prisesen (x? — y2 2xy).

—|—2$af

2. Notons @ et p ces deux dérivées de f . Alors
(2za + 2yb)2 + (—2ya + 2£L'b)2 = 42242 + 8xyab + 4y2b2 + 4y2a? — 8wyab + 42252

Les termes en @b s'éliminent. Il reste  4(x2 + y2)(a? + bg} , ce qui est la formule
annoncée.

3. Aupoint {1,1},ona (u,v) = (0,2),donc @ =3 et b = —1.Ainsi,
¢ 0g .
a—i(l,l} = 6-2=4et ﬂ{l,l} — —6—92 = —8 .0n obtient
V g(1,1) = (4, —8) . Vérification: 16 +64 = 80 et 4x2x (3+1) =80,

]
Loy

, _ c g
4. Si f{u, 1-_.'} = wu,alors @ =1 et & = 0 .Laformule donne 3y = Or et Sy = —2y

.or g(z,y) = x? —y2, dont les dérivées partielles sont bien 2r et —2y.

Corrigé de I'exercice 20 : Une équation aux dérivées partielles

de transport

1. L'application (u, v) — (H T ’u) est linéaire, donc de classe ('l . Par composition, G est

de classe (71 . La régle de la chaine donne, au point (T‘E E L, *u) ,

0G _ 5f 5f 10 f o f
ov — T3 _2<@$_2@y>’
Comme [ vérifie (E'), on obtient %—G = (0 sur R2.



2. Fixons . Lafonction v — G{u,v) estdérivable sur l'intervalle R, de dérivée nulle. Elle est
donc constante, égale 8 G(u, 0) . Posons Alw) = G(u,0) = f(%! D) , qui est de classe

¢l sur R.Pour (z,y) donné onprend u = 2z + % et ¥ = ¥ :alors % = .
Ainsi, f(z,y) = G2z +y,y) = A2z +y).

3. Soit h declasse ¢l et f(z,y) = h(2z + y). Par la régle de la chaine,
o g a a .
ﬁr — thl:ﬁi? + y:, et % — h*’,:gﬁ + y} . Donc ﬁr —2% =0 : f est solution.

Les solutions de (') sont exactementles f(z, y) = A(2x + y) avec h declasse (1.

4. La condition impose h(2&) = sin & pourtout =,soit A(s) = sin3 . La solution est
flz,y) = sin($ + %) Elle est constante sur chaque droite 2 4 % = c. Ces droites,

dirigées par (1, —2}, sont contenues dans ses lignes de niveau. En effet, (E') signifie
exactement que la dérivée de f selon le vecteur (1, —2) est nulle.

La figure ci-dessous montre les valeurs de la solution, la donnée initiale sur I'axe ¥ = 0, et les droites
de transport 2z 4+ vy = c.
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= connée initiale f(x, 0) =sinx
—=- droites 2x + y =c : f constante

03 S
+
=

0.0 =
Il
BN

- —0.3 x
=

-0.6
-0.9

Corrigé de l'exercice 21 : Probleme : gradient borné et
fonctions lipschitziennes

Partie A.

1. L'ouvert [J est convexe, donc le segment [a, b] est contenu dans TF : ¢ est bien définie. Le
chemin y(t) = a + t(b — a) est dérivable, de dérivée constante h — @ . Comme [ estde
classe ¢l la dérivation le long d'un chemin s'applique. On obtient

¢'t) = (Vfe+Hb-a)b-a).

2. Lafonction % est continue sur [0, 1] et dérivable. D'aprés le théoréme des accroissements finis,
il existe ¢ € ]0,1] telque f(b) — fla) = (1) — (0) = @/(c) . Par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz,



1(8) = F(@) = |(V f(a+e(b—a)), b —a)| < |V f(a+c(b—a)), 1b - als.

Comme le gradient est majoré par AT , on obtient |f{b) — f(a)| < Mlb —aly.

3. La fonction est de classe ¢7'1 surle convexe [R2, avec
V flz,y) = (cos zcos y, —sin zsin y) . Alors

2 2

|V f(e=, y)\g = cos2zcos?2y +sin? zsin?y < cos2 z +sinz = 1.

D'aprés la question 2avec Af = 1, | est 1 -lipschitzienne pour '3 .

Partie B.

1. Sur z >0, I'exercice 10 a donné E%:arcta,n% = ﬁ et %arctan% = ﬁy? La

formule du gradient est donc vérifiée sur ce demi-plan.

yita?
:r3+y2)2 = a:g_'_yz.Sur

|V 8(z, y:l|2 —fcisur U.

2. On calcule |V 8z, y}@ =1 U, 2+ y2>1.Donc

3. Le point F_ = {—2, E:l estdans T ,car 4 +gd>1 et € ?é 0. Il est dans le demi-plan

z < 0, au-dessus de I'axe. Posons g = T — arctan , qui appartient a Zsar| . Alors
0 2 2

tanfy = —% = _LE ,et cosflp <0, sindy>0 :cestbienl'anglede P, .Par symétrie
par rapport a I'axe des abscisses, 5'{}35) =T — a,rcta,n% et S{qE} = -7+ a,rcta,n%.

4.0na [Pe =]y = 2€ ot H(p, ) —0(g,) = 2m - 2arctans. Supposons § -
lipschitzienne sur  TJ . Alors 2 — Za,rcta,n% < 2ke pourtout € € ]D, 1[ .Quand £ — 0
, le membre de gauche tend vers 21 et celui de droite vers [J : c'est absurde. Donc & n'est
pas lipschitzienne sur 7, bien que |V &Iy < 1. L'argument de la partie A échoue a la
question 1 : le segment [qE, PE] coupe la demi-droite retirée, donc n'est pas inclus dans L7 . La
fonction % n'est alors pas définie sur tout [0, 1] . Pour relier les deux points dans 7 , il faut
faire le tour du disque, par un chemin de longueur proche de 441 .

Point de méthode : |'inégalité des accroissements finis en plusieurs variables repose sur un segment. Il
faut donc toujours vérifier que le segment reste dans le domaine, ce que garantit la convexité.
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