Corrigés des exercices de maths sup

Fonctions de deux variables

Corrigé de I'exercice 1 : Calcul de dérivées partielles et de
gradients

1. La fonction f est une somme de produits de polyndmes et de I'exponentielle d'un polynome. Elle
estdonc de classe (71 sur RZ.Endérivanta ¥ fixé, puisa T fixé:

g—i(m‘; y) = 2zy3 + ye®Y, 3—5(@ y) = 3x2y? 4+ z e*Y.

En (1,0) ,onobtient 04+0=0et 0+1=1.Donc ¥V f{1,0) = (0,1).

2. Lafonction w = 14 z2 + yg est polynomiale et strictement positive, et ]n est 1 sur
10, +oo[ . Par composition, & est ¢'1 sur RZ2.Ensuite,

dg 2 dg 2

O0r — 1+xz2+y2 Jy 1+ x2+y2

En (1,1),ontrouve V¥ g(1,1) = (%: %) :

3. Sur U, lequotient y/x est ¢l et arctan est (1 sur R,donc A est ¢1.Comme

a,r-:ta,n’{t)zl_'_tg,ona
Oh _ _ ¥ 1 __ __ ¥  0h_1 1 _ _=z _
Oz T 1+% 24+ 92 Oy 1+% 2 + y

11
Donc ¥V A(l,1) = (_E’ i)'
4. sur U, (z,v) = vlnz est 1, etl'exponentielle aussi: k estdonc ¢'1.A Y fixé,
% = Fevlng — 4 2V =1 A zfixg, % =lnz-z¥ .En (g1), on obtient

1-e0 =1 et 1-e=ce.Ainsi, Vil =(1¢.
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Point de méthode : pour ¥, on revient toujours a la forme exponentielle eyln I ; on évite ainsi de
confondre la dérivée d'une puissance et celle d'une exponentielle.

Corrigé de I'exercice 2 : Ouverts du plan

1. Soit @ = (ay,a9) € A et © = min(ay, aq)> 0.5t u = (z,y) € Bla, r). D'abord,
|z —aq| 1w —ar<r <ay,dnc £>a;—a; =0 . peméme, |y —aq|<r <a,,
donc % >0.Ainsi, Bfa,r) C A.Donc A estouvert.

2. Lepoint (0,0} appartienta B .Soit r>0.Llepoint (0, —r/2) estdans B(0,0),r),
mais pas dans B . Aucune boule centrée en l'origine n'est donc incluse dans B . Par
conséquent, B n'est pas ouvert.

3. Soit @ € €, clest-a-dire 1@ <2.0npose r = 2—a/>0.Pour u € Bla,r),
I'inégalité triangulaire donne 1wl < 1u —al+ 1@l <7 4+ 1@l = 2.Donc u € .

L'ensemble C est ouvert : c'est la boule ouverte B(0, 2}.

4. Soit a3 (0,0) et r = ja1>0.5 (0,0) appartenaita B(a, ), onaurait a1 < ial, ce
qui est absurde. Donc  Bf{a, r) C I . Ainsi, D est ouvert.

Point de méthode : pour montrer qu'une partie est ouverte, on fixe un point quelconque et on exhibe un
rayon explicite ; pour montrer le contraire, il suffit d'un point dont aucune boule ne tient dans la partie.

Corrigé de l'exercice 3 : Continuité en I'origine

T2 7
1. Pour $?é a, fl{g:!mx} = Tt 1223 = 1%

0 pour m = 0 et 5 Pour m = 1. Or ces deux droites menent a I'origine. Si fl était

. Cette valeur dépend de 1 : elle vaut

continue en (0, 0) , les deux limites seraient égales & fl(ﬂ, 0) . ponc f{ n'est pas continue
en (0,0).



2. Pour t ?é 0,ona fll:ﬁ, 0) = 0 et flm, t) = 0. Les taux d'accroissement
fl(t: D) - fl([:l: D) f]_I:D: t:l - f]_I:D: D:I

t r
fq fl
52 0,0 =

{[j []:, — (. On retient qu'une fonction peut admettre des dérivées partielles
en un point sans y etre continue : les dérivées partielles ne regardent que deux directions.

sont donc nuls. Ainsi,

3. Pour (z, ) ?é (0,0),ona £2 < £2 4 y2, donc |f2|:35, Yl < |yl < |, )| . soit
e>0;avec § =¢, |z, y)| < entraine |f21:35, y) — 0| <&.Donc [ est continue
en (0,0).

4. Surlaxe = 0, fg est nulle. Sur la droite ¥ = ™I avec T ?é 0,

m2$3 mzm [
fg(u"fa me) = 22 4+ mird T 1+ mig2 T 0]0.

Donc fg tend vers 0 le long de toute droite. Cependant, pour ¥ ?‘3 g,
4
Falv?y) = 7E i aa _|_ A= é or (y?,y) — (0,0) quand v — 0. Par conséquent, [

n'est pas continue en (0, 0) .

La figure ci-dessous représente les valeurs de f3. Le long de la droite, les valeurs passent par (J a

I'origine ; en revanche, le long de la parabole, elles restent égales a % .

0.5 1 —
PR
’
W0 /,’
3 0.0 7
— /,
= 7
Q ”
E -
- parabole x = y? —0.57
= = droite y =0,8x . — = Jlelong de y=0,8x
le long de x =y?: 1/2
_1'0 -II T T
X -1 0 1

parametre (x ou y)
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Corrigé de I'exercice 4 : Lignes de niveau et surface en selle

1. Si ¢ =0, laligne de niveau T — yg = ¢ est une hyperbole dont les deux branches coupent

'axe des abscisses en (£vE,0).Si ¢ < 0, c'est I'hyperbole 42 — £2 = —c , dont les
branches coupent I'axe des ordonnées en (0, v=¢) . Enfin,si ¢ = 0, I'équation
(r — v)(x + v) = 0 donne la réunion des deux droites % = T et ¥ = —Z, qui sont

les asymptotes communes de toutes ces hyperboles.

2. Dansleplan ¥ = 0, la section a pour équation z — 52 : c'est une parabole tournée vers le
haut. Dans leplan x = (0, onobtient =z = —yg , parabole tournée vers le bas. La surface
monte selon I'axe des abscisses et descend selon I'axe des ordonnées : elle a la forme
d'une selle de cheval.

3.0na V flz,y) = (22, —2y),donc ¥V f(0,0) = (0,0) : I'origine est un point critique.
Pourtant, pour £ 0, f(t,0) = t2>0 = f(0,0) et f(0,%) = —t? <0 . Dans toute
boule centrée en l'origine, f prend donc des valeurs plus grandes et plus petites que f([:l, D} :
L'origine n'est pas un extremum local : c'est un point col.

I:T{_TJ)('H'FTJJ_-HE—-UE
5 =
(u,v) & (z,y) estlarotation d'angle 7 .Ainsi, lasurface z = 2zy estla méme selle,

,d'ol 2zy = ud — w2 . Orle passage de

4. On calcule Ty =

tournée d'un huitieme de tour autour de l'axe vertical.

Corrigé de I'exercice 5 : Plan tangent et approximation affine

&
1. Lafonction f estdeclasse (1 sur R2, avec % — oV et % —rze¥.En (2,0) :

f(2,0) = 2, %(ﬁj 0) =1 et %(ﬁj 0) = 2. Le théoréme du développement limité a

['ordre 1 donne

f(24+h k) =24+ h+ 2k + o(|(h, k)|).

Le plan tangent a pour équation z = 2 4 (z — 2) + 2y ,soit z = = + 2y .

2. Ona 2,01 e 0,02 _ f(2 +0,01, —0,02). Avec h = 0,01 et k& = —0,02, I'approximation



affine donne 2 4 0,01 — 0,04 . Donc 2,01 o= 0,02 ~2 1,97 . La calculatrice donne d'ailleurs
environ 1,9702.

]

g g ,
3.0na g(l,1) =3, S—izz:ﬂ et 7o, = 4y quivalent 2 et 4 en (1,1). Le plan

tangents'écrit z = 3 +2(x — 1) + 4(y — 1) .Donc P a pour équation
=2z +4y 3.

4. On calcule la différence :

glz,y) — (20 +4y —38) = (22— 2z + 1)+ 2(y? — 2y + 1) = (e — 1) + 2(y — 1)%.

Cette quantité est positive, et elle est nulle si et seulementsi © = 1 et ¥ = 1. La surface
est donc au-dessus de P, et elle ne le touche qu'au point (1,1,3].

Corrigé de I'exercice 6 : Dérivée selon un vecteur

1. Ona ffa) =1—2412 = 11 . Ensuite, on développe :
FA+t6248) =14+t =1 +)(241)+3(2+1)° =11 + 11t + 3t2.

Fla + tw) —

Le taux
t

fa) =11+ 3% tend vers 11 .Donc 1}, f@' = 11.

& o f

2. Ona 8'_-,:1: =2z —y et 5, = —z +6y. Donc V fl@) = (0,11) . Comme f est
polynomiale, elle est ¢, et la formule du cours donne D, fla) = ( (0,11), (1,1} ) = 11.
On retrouve bien le résultat.

3. Deméme, D, fla) = Dx%—I—llx%.Donc D, fl@) = %

4. D'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour  unitaire, Dy, f(a) < |V f(a)] = 11, avec
égalité si et seulement si v est le vecteur unitaire du gradient. La dérivée est maximale dans
la direction (0,1}, et elle vaut alors 11 . Parailleurs, Dy, f{@) = 11 vy s'annule si et
seulementsi Uy = U Les directions de dérivée nulle sont donc (1, 0) et (—1,0).
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Corrigé de I'exercice 7 : Dérivation le long d'un cercle

&
1. La fonction f est polynomiale, donc (1, avec % = 2zy et ﬁr — x2 . Deplus, ¥ est

¢l et ~/(t) = (—sint, cos t) . Larégle de la chaine donne

g'(t) = —sint - 2cos tsint +cost - cos?t = cost (cos2 t — 2sin? t).

Directement, g{t} = cos? £ sin t , et la dérivée d'un produit donne
—9cos tsin? £ + cos3 ¢ . Les deux calculs coincident : g/(t) = cos £ (3cos? t — 2).

2. Alaquestion 1, onaremplacé gjn?+ par 1 — cos2 +. Ainsi, g’{t} = 0 si et seulement si

il 2

cost =0 ou cosdt = %.Les solutions sont = 7, t= 5 et les quatre réels

de [0, 2] telsque cost = +,/2/3.

3. Lafonction 9 est continue sur le segment [D, Z?r] , donc elle y atteint son maximum et son
minimum. Un extremum atteint en un point intérieur annule g’ . Aux bornes,
g(0) = g{?ﬂ) = 0.5 cos t =0,alors g(t) =0.Si cos2t = % alors sin?t =
2v3

et g(t) = 3111 t = BJ_ Le maximum de z2vy surle cercle vaut <LZ, atteint en

(:I:‘r J_) ; le minimum vaut _%— , atteint en (j:£, _J‘)

Comme le montre la figure ci-dessous, en ces quatre points, le cercle est tangent aux lignes de niveau

:I:E de x2y :lecercle ne peut pas atteindre un niveau plus élevé.
g y



1.5 1

——
0.15

g1 0

08 C

82.0 —

1.0 -

0.5 -

> 0.0

—0.5 1

—1.0- b : —
| "’é; 1 |_ cercle unite
\ ! —
. \ f_:’_, ! @ maximum 2V3/9
o 1 ol Ly —
® ~ minimum =2v 3/9
~1.5- 5 1 S B /
-1.5 -1.0 -=0.5 0

.0 0.5 1.0 1.5

Corrigé de I'exercice 8 : Un minimum global par complétion du
carré

o f . . - _
1. Ona ﬂ:4$+2y_get ﬁ:2;1:-|-2y.Lasecondeequatmndonne Y= —T.En

reportant dans la premiere, 4 — 2x —2 = (0,donc £ = 1. L'unique point critique est

a=(1,-D,et f@=2-2+1-2=1.
2. Ondéveloppe f(l1+h,—-1+k) :

20+ b))+ 2L+ W) (=14 k) + (=1 4+ k)2 —2(1 +h)

= —142h?% 4+ 20k + k2.
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Les termes du premier degré disparaissent, ce qui est normal en un point critique. Donc

Fl4+h,-14+8 - fl@) = 2h% + 2hk + k2.

3. On complete le carré : 2h2 4+ 2hk + k2 = h2 4 (h + k)? > 0.Donc  f{u) > f(@) pour
tout %, et f admetun minimum global en @ . De plus, |'égalité impose A = ( et
h+k = 0,donc k£ = 0.Le minimum global vaut —] et il n'est atteint qu'en

(1, -1).

4. 0na f(t,0) = 2¢2 — 2t — +co quand t — +0o . La fonction n'est pas majorée : elle
n‘admet pas de maximum global.

Corrigé de I'exercice 9 : Dérivées partielles de composées

1. Lafonction F' est (71 comme composée. Par la régle de la chaine,

g K5 i
o = 2w pl(2? +y2) et 5o = 2y¢/(22 +y2) . Ainsi,

V Flz,y) = 2¢/(z2 4+ v2) (z, v), qui est colinéaire & (z, v) . C'est cohérent : les lignes
de niveau de F' sont des cercles centrés en I'origine, et le gradient est orthogonal a ces cercles.

2. Sur I[F, on dérive la fonction composee : % = —% @F(%) et 25 _ %@’(%) Par

conséquent,

e5C +u57 =SB +Ee(k) =0

La relation demandée est vérifiée sur 7.

3.0npose U = &+ 1Y et U = TY  Dapréslethéoréme sur les dérivées partielles d'une

composée, avec g—u_l g—z:y, g;_let g—;:;{‘;;

Qo
@
@

8 8
O = sty 2y) +y 5o +y, wy), %—H e +y, oy) + o ga(z +y, wy).

Ce sont les deux formules cherchées.

4. pour glu,v) = u?—2v,0na g—i — 9 et g—g — _9. Les formules donnent
% = 2 +v) -2y = 2z et %—‘E = 2(r + y) — 2z = 2y . Directement,

Hiz,y) = (z + y}g —2zy = £ 4 y2 . Les dérivées partielles valent bien 2z et



Corrigé de I'exercice 10 : Gradient orthogonal aux lignes de
niveau

1. L'équation x4 4 4y3 = 4 équivaut a %? 4 yﬁ — 1 :c'est une ellipse de demi-axes 2 et
1.D'une part, (2cos t}g +4sin?t = 4,donc (t) € E .Dautrepart,si (z,y) € E,
le point (%! y) est sur le cercle unité, donc s'écrit (cos ¢, sin t) avec t € [0, 2] . Ainsi, ¥

parameétre toute l'ellipse FE .

2. Lafonction t — f(y(t)) estconstante, égale & 4. Sa dérivée est donc nulle. Or, d'apres la
régle de la chaine, cette dérivée vaut { ¥ f(y(t)), ¥/(t) ). Donc (¥ fly(t)), ¥/(t)) = 0O
pour tout £ . Vérifions-le directement. Comme V¥V f(z, v) = (2z,8v),ona

V f(y(t)) = (4cos t,8sint).Deplus, y/(t) = (—2sin ¢, cos t) . Le produit scalaire
vautdonc —8cos tsin t + 8sin tcost = 0, ce qui confirme le résultat.

3.0na f(M)=2+4x%i=4,dnc M ¢ E Ensiite, V f(M)=(2/2,4/3),
vecteur normal a la tangente. La tangente est donc I'ensemble des (=, y} tels que
g.ﬁ(ﬂ; — .ﬁ} + 4&(3[ — g) — (. Endivisant par 243, on obtient
Tz —v2+ 2y —v2 = 0.Latangentea & en Af apouréquation x + 2y — 2V2.

4. Si Y esttracé surlaligne de niveau ¢, alors f(y(t)) = ¢ pourtout % .En dérivant avec la

régle de la chaine, on obtient { ¥ f{¥(t}), 4/(t) ) = 0. Donc le gradient est orthogonal au
vecteur tangent en chaque point de l'arc.

Point de méthode : |'équation de la tangente a une ligne de niveau en [ s'écrit directement
(V f(M),(z,y) - M} =0,desque V f(M)£0.
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corriaé de I ice 11 : Equation de t ot cl l

de variables linéaire

1. Soit (u,v) € R%. L'équation #(z,y) = (u,v) équivautd ¥ = ¥ et = = u — 2vu.Elea
donc une unique solution. Ainsi, & est bijective, de réciproque
$1(u,v) = (u — 2v, v) . Les deux applications sont linéaires, donc de classe ¢l .

2. Lafonction g = fod 1 est (1 commecomposée.Deplus, f(z,y) = gz + 2y, v).
La régle de la chalne, avec u = = + 2% et ¥ = ¥, donne

0 0 0 0
7w, v) = 52 v), 5Lz ) = 2 350w, v) + Fo(u, v)

Ce sont les expressions demandées.

3. Enreportant, (E) devient 29+ 9,6 = 24g_, cest-a-dire g—g — [ en tout point, car

& est surjective. Pour u fixé, la fonction v — g(u, v) a une dérivée nulle sur l'intervalle R.
Elle est donc constante, égale & g{u, 0) = f(u, 0) . Posons A{u) = f{u,0): h estde

classe ¢1.Alors f(z, y) = h{z + 2y). Réciproquement, pour h declasse 1, la

fonction flz, v) = hlzx + 2vy) vérifie % = 2h/(z +2y) = 2%

: ] ’ .
(E) sont les fonctions (r,y) — Az 4 2y), avec h declasse (1 sur R

. Les solutions de

4. La condition f(x,0) = A(z) = sin x impose h = sin . La solution cherchée est

fI::LT, y:l = Sin{:t? + Ey:l . On vérifie : g—f = Zcos{;r: -+ Zy:l = 2 f .

Point de méthode : on choisit la nouvelle variable & constante le long des « droites caractéristiques »
T 4 2y = cte ; I'équation se réduit alors a une dérivée nulle.

Corrigé de I'exercice 12 : Coordonnées polaires et équations

aux dérivées partielles

1. L'application (1 8) — (rcosf, rsinf) estdeclasse 1 sur ¥ ,avaleursdans UJ .Lla



régle de la chaine donne, les dérivées de [ étant prises en (rcosd, rsinf)

% = cosf g—i + sinf 6—f: % ?"51119 0f s 'rcos{-? f

Ce sont les formules du cours.

2. On multiplie la premiére formule par . Comme rcosf = x et rsind = 1w, on obtient

2 g gf Bf \ ... g  3f df
f’“ﬂ:%;u‘*ya . De méme, la seconde formule s'écrit 7 = —Y r5.,5]:—|-,;p'5., . Les

deux identités sont etablles.

3. D'abord, f est (1 sur IJ sietseulementsi g est ¢71 sur ¥, carles deux

changements de variables sont (71 . L'équation équivaut a ?"g — (), donca g_g =10
puisque r >>0.Pour @ fixé, = — g(r;8) estalors constante sur l'intervalle |0, oo .
Ainsi, g(r; 8) = k(@) ,ou k() = g{1,8) est (1. Réciproquement, ces fonctions
conviennent. Les solutions sont les f{ggj y:, — ;g(a,r.;ta,n%), avec k declasse (1l sur

]—%! E—T[ : ce sont les fonctions constantes sur chaque demi-droite issue de I'origine.

4. L'équation équivaut a g—g — (0 .Pour T fixé, 8 — g(r;8) estconstante sur l'intervalle
]—%! E—T[ .Donc g{r8) = £(r),avec £(r) = g(r,0) = f{r;0) declasse ¢1.Les

solutions sont les f(z, y) = .-'3(\,":1:3 + yg), avec # declasse (1 sur |0, +oo[ :ce

sont les fonctions radiales.

5. L'équation devient f""g_ — 1, donc g—f — 1.Posons G, 8) = g(r,8) —r :alors
% — 0. D'aprés la question 3, G{r;8) = k(@) avec k declasse (1 .Réciproquement,

T4 4 2 , _ .
:1:5., Jod 4yt 4 Y5 o yx,"ﬂ:g + 2 \f% , qui vaut bien /x2 4 y2. Les solutions

Corrigé de I'exercice 13 : Points critiques d'une fonction
cubique

'CLJ|QJ

f 0f _ 5.9 ints critiques vérifi _ 2
1. Ona T = Ird — 3y et y = 3y4 — 3z . Les points critiques verifient donc y = x4 et

r = yd.Ainsi, £ = z%,s0it z{x?—-1)=0,dot £ =0o0u z = 1.Les points
critiques sont (0,0) et (1,1),avec f(0,0) =0et f(1,1)= -1
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2. 0na f(t,0) = £3, qui est strictement positif pour £ > 0 et strictement négatif pour * <0 .
Toute boule centrée en I'origine contient de tels points. Donc {0, J) n'est pas un extremum
local.

3. On développe :

JA+h14k) =14+3h+3h24+h%+1 43k +3k24+ k3 —3(1+h+k+hk)
= —1+43h%2 —3hk + 3k 4+ h% 4+ K.

Donc f(1+h 14k +1=3(h?—hk+k%)+hrd4+k3.
4. D'unepart, h2 — hk 4 k2 — %{hz + ,5@2:] = %{h, — }9}2 > (. D'autre part, si
h? 4+ k2 < p2,alors |A| < p et |k| < p . Parconséquent,
|h,3 + FQ3| < |A| h2 4 |k| k2 < 0 (hg + E@E). Les deux inégalités sont prouvées.
5. Pour h? 4+ k2 < p2 , les résultats précédents donnent

FA+h1+E) +123(h2+ K2 — p (h2+ k) = (§ - p)(h? + K?)

Avec p = 1, cette quantité est positive sur la boule fermée de centre {1, l:l etderayon 1.
Donc f admeten (1,1} un minimum local, égala —1. Cependant,
f(#,0) = t3 = —oo quand # — —co . Ce minimum n'est donc pas global.

Corrigé de I'exercice 14 : Extremums sur un disque fermé

1.Ona V f(zr,y) = (2z — 1,4y} .l s'annule seulement en (%1 []) . C'est l'unique point

critique, et il est a l'intérieur de 17, car % <1.

2
2. Oncomplételecarré: 2 _ r — (3; — %) — % Donc
f{;p] y} = (;]‘_‘; — é) + 2y 1 > _‘li . L'égalité a lieu seulement en (%: []) : c'est le

minimum global de f, sur |]23 comme sur f!.

3. Sur D,ona y3£1—$2 donc f{a: <2 42(l-) -z =2-22-1.

Ensuite, 9 — 2 — 5 = =2 ( il faut que les deux
T

9
— 4
. Réciproquement,

9 . Pour avoir f{;p

inégalités soient des egalltes et yﬁ =1—z2 =

L\JII—‘\H-\_,-r”

o



—l: :I:E :l 3 l:g.Lemaximumde sur I} vaut E,atteinten
fl-y¥q)=3+5+3=1% 7}

V3

2

38)« (-

4. En ces points, V f = (—2, + 2\@) ?é (0, 0) . Cela ne contredit pas le théoréme. En effet, celui-
ci concerne un extremum atteint en un point d'un ouvert. Or ces points sont sur le cercle, bord de
I :aucune boule centrée en eux n'est incluse dans I} . Le maximum est atteint au bord,
ou le gradient n'a aucune raison de s'annuler.

La figure ci-dessous montre les lignes de niveau de f dans le disque. Le minimum est au centre des
9

ellipses de niveau ; en revanche, les maximums sont sur le cercle, la ou la ligne de niveau z le touche.
1.0 -
0.5 A
0.0 A
>
—0.5 1
—1.0 1
B minimum —1/4 en (1/2,0)
® maximum 9/4 en (—=1/2, £V3/2)
_1.5 T T T T T
—1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0
X
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Corrigé de I'exercice 15 : Droite des moindres carrés

1. Lafonction F' est polynomiale, donc (1 surl'ouvert RZ.Ensuite,

Sz,=6, Y g?=14, Dy =9e Y oy =0+2+4+12=18

. Les points critiques vérifient donc 14q 4+ 66 = 18 et 6a + 46 = 9.

2. La seconde équation donne § = 9__1—6“ .Enreportant, 14q4 4 M — 18, soit
28a + 27 —18a = 36,donc a = 0,9 Puis p = 2 _45’& = 0,9 . L'unique point
critique est (g, bg) = (0,9;0,9).
3. Notons €, = Y. — QgL — bo les résidus. Alors
4 4
Flag+hbo+k) =Y (e;— (ha, SR = Flag bg)—2> e, (ho, + k) + > (ha, +k)?%
1=1 1=1 1=1

Or les équations du point critique s'écrivent Z r.e. = =0 et Z €, = 0. Le terme du
milieu est donc nul. Ainsi, F{G&U + h, by + k) 3“ Fl:fl[], bg) : F admet en {G&U, bg) un
minimum global.

4. Les valeurs prédites sont 0,9, 1,8, 27 et 3,6.Lesrésidusvalentdonc 0,1, 0,2, —0,7
et 0,4 . 0On vérifie que leur somme est nulle. Enfin, F'(a, bg) = 0,01 + 0,04 + 0,49 + 0,16
.La valeur minimale de F est 0,7, pourladroite v = 0,9z 40,9,

La figure ci-dessous montre la droite obtenue et les quatre résidus verticaux. La somme de leurs carrés est

la plus petite possible.



4.0' — y=0.9x+0,9 .
® points (x;, )
3.5 ==~ résidus y;—(ax;+b)

3.0 1
2.5 1
2.0 -
1.5 1

1.0 1

0.5' T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Corrigé de I'exercice 16 : Boite sans couvercle de volume

= V4

Impose

1. La boite a un fond d'aire ¥ , deux faces d'aire Tz et deux faces d'aire %% . Donc

S =zy+2zz+2yz. 0r zyz = 32 ,dol z = %.Par conséquent, 2rz — % et
gz = %.Ainsi, 5{1:1 y} = vy + % + % sur ]D, —|-c:.:;|:2 .
85 54 g5 _ 64 - " - _
2.0na T =y— g 5,=7- 2 Les points critiques vérifient x2 1y = 64 et
a:yg = 64 . En divisant, % = 1,donc T = ¥ .Ensuite, 3 = &4,s0it & = 4.
L'unique point critique est (4, 4),0u § = 16 + 16 +16 = 48.
. A o s — £d _ 64 ,
3. On applique I'inégalité arithmético-géométriquea F TV, g=F et s = 7+ qui sont

strictement positifs. Leur produit vaut pgs = 642 = 4096 = 163 . Donc % = 16 . Ainsi,

S > 48 sur tout l'ouvert, et la valeur 48 est atteinteen (4, 4) : c'est le minimum
global.

4, Pour £ = y = 4, lahauteurvaut z = % = 2. La boite optimale a une base carrée de
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48
4 dm de coté et une hauteur de 2 dm, pour dmg de carton.
1

Corrigé de I'exercice 17 : Dérivées selon un vecteur sans classe
Cl

Lona |52 +4% < |o 22 + |y 2 < (|=] + [y]) (22 + ¥2) . Donc, pour  (z, %) # (©0,0),
|flz, v)| < |z| + |yl £ 2|(z, )| . Cette majoration tend vers 0, donc f est continue en
l:[:l, D:l . Ailleurs, f est un quotient de polyndmes dont le dénominateur ne s'annule pas. Par
conséquent, | est continue sur RZ.

3 _
2. Pour t?é 0, f{t, [j} = i—z — £, donc le taux S, 0) : S0, 0) vaut 1 .De méme,

f(0,t) = t. Ainsi, %({j, 0) = %{D’ 0)=1,et V f(0,0) = (1,1).

: t3(cosda + sin® :
3. Pour £ 0, fltcosa, tsina) = (cos ig ) _ t(cos3a + sin®o) - Le taux

d'accroissement est donc constant. Donc D, f(0, 0) = cosBa + sin’a .

4. Pour a:%,ona Cogg:sing:?.D'Unepart, Dwf(gjg}:gxgzg.

Dautre part, { ¥ f(0,0), v ) = V2. Les deux valeurs différent. Or, pour une fonction de classe
¢l onaurait Dy, f(0,0) = (V¥ f{0,0),v ). Donc f n'est pas de classe (1 sur
R2, bien qu'elle soit continue et dérivable selon tout vecteur en (0, 0} .

Point de méthode : pour prouver qu'une fonction n'est pas ¢71, il suffit de trouver une direction ou la
formule D, f = {V f,v ) esten défaut.

Corrigé de I'exercice 18 : Relation d'Euler pour les fonctions

homogeénes




1. Fixons (z,y) € U .Llarc t — (tz,ty) est 1 sur |0, +oo[ , avaleursdans U, de

g o]
dérivée (x, ) . La régle de la chaine donne % fltz, ty) = xﬁr{t,ﬁ, ty) + y%{t:ﬁ, ty) .

D'autre part, la dérivée de t% f(x, v) vaut o t®—1 f(x,y) .Onévalueen ¢ = 1.0n

obtient g:gf+yg}yr_o;f sur 7.

t3 12 R .
2. Pour £>=10, f{ﬁ;{:] ty} = ﬁ = ¢ f{;p] } : [ est homogene de degré 1.

Ensuite, par la formule du quotient,

Of  2zy(z?+y?) 223y  2xy3 Of  zx?+y?) 2222  22(z2 - y?)

027 (e24+y®)? T (@2+y)? 0T (22497 T (a2 +42)

5 8 f 8 f  2zxyd+ oty —a2yd xly(a? +y?)
onc T3y "‘yay (22 + 42)? T (22 + y2)?

_zly

. On trouve bien

o) o]
3. Comme ala questionl, ¥ est ¢l et /() = mﬁr(m:] ty) + y%(ﬁﬂ:] ty) . On
multiplie par £ et on applique la relation d'Euler au point {ta:, ty:l :

6)‘(

to!(t) = (to)5L(tw, ty) + (t1)FL (02, ty) = o f(ta, ty) = ap(?).

La relation f/(t) = ax(t) est établie.
4. Soit P(t) =t~ %p(t). Alors () = t—o — Lt/ (£) — arp(2)) = O . La fonction

est donc constante sur l'intervalle |0, +oo[ , égalea (1) = flz, v) . Ainsi,
@(t) = t% f(r,y) . Donc fltz,ty) = t° f(r,y) : f est homogéne de degré c.

Corrigé de I'exercice 19 : Minimum global d'une fonction

quartique

g d f "
1L Ona == = 453 — 4(p — ) et 5y = 4y3 + 4(x — 7). En additionnant les deux
équations du systeme, on obtient 4(:1:3 —+ yg} = 0,donc 3 = (—ij . Comme la fonction
cube est injective, ¥ = —I | La premiere équation devient 443 — 8¢ — 0, soit
4x(x? —2) = 0. Les points critiques sont (0,0}, (v2, —v2) et (—v2,v2).0n

vérifie que la seconde équation est satisfaite en ces points.
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2. Ona fl:[:l, El:l = 0. D'une part, f{t, t:l = 2¢4 >0 pour t ?é 0. D'autre part,
f(£,0) = % —2¢2 = ¢2(22 — 2) <0 pour 0 < |f| <v2.Donc (0,0} n'est pas un
extremum local.

3. D'abord, 2{;1:2 + yg:l {1? - y:lg I:;[‘; + y}z = 0. Ensuite,
2(zd +yd) — (22 +v2)% = 2% + y4 — 2222 = (22— y2)? > 0. Les deux
inégalités sont démontrées.
2
4. Avec s = x2 + 2, on obtient Flz, ) > %2 _ds — ':5_24:'
f(V2, V2) =4 4+4-2x 8 = —8.L¢égalitéexige s =4, x4y =0et
2 = y2,donc 2 = 3 et ¥ = —T.Le minimum global de j vaut -8 ;ilest

atteinten (VZ, —VZ) et (—VZ,VZ) seulement.

— 8 > —g . Parailleurs,

5.0na f(t,t) = 2¢% — 400 . La fonction n'est pas majorée : elle n'a pas de maximum
global.

Corrigé de I'exercice 20 : Chemin de plus forte pente

1.ona VT(z,y) = (—2x, —4y) ,donc ¥V T(P) = (-4, —4), denorme 4.7.D'aprés la
propriété du gradient, la dérivée directionnelle est maximale selon le vecteur unitaire du gradient.

V2 V2

L'insecte doit partir dans la direction (_—1 —5 ) et la température y croit au taux

47 degrés par unité de longueur.

2. La dérivée selon v unitaire vaut —4v; — 4vq . Elle est nulle si et seulement si Yy = —¥q.
Les directions cherchées sont :I:(‘r ,f_) Comme T(FP)=100-4-2 =94,

lisotherme passant par P est l'ellipse x2 4 Eyg = G. Ces directions sont bien tangentes a
cette ellipseen P .

3. Lesysttme s'écrit ©/(t) = —2x(t) et y/(f) = —4y(t). Ce sont deux équations
différentielles linéaires indépendantes. Avec z(0) = 2 et y{0) = 1, on obtient
z(t) = 272 et y(t) = e,

2
4. On calcule % — a—4t — y{t) . La trajectoire est donc portée par la parabole

y = 4 .Deplus, x(t) et y(t) tendentvers 0 quand t — +co. L'insecte se dirige

vers l'origine, point le plus chaud de la plaque, ou T = 100.



5. Par la régle de la chaine, < T(y(t)) = (¥ T(y(£), v/(£)) = |V T(y(£)[* > 0. La
température ressentie par l'insecte est donc croissante.

La figure ci-dessous montre le chemin obtenu. Il coupe chaque isotherme a angle droit, ce qui traduit
I'orthogonalité du gradient et des lignes de niveau.

2.0 1 === cheminy=x?%/4
oL

1.5 1

1.0 -

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : étude complete d'une

fonction a cinqg points critiques

1. La fonction f est le produit d'un polynéme et de I'exponentielle d'un polyndme : elle est donc
1 sur R2.Comme x et ¥ n'interviennent que par leurs carrés,
fl—z,v) = f(z,—y) = flz, y) . Deplus, échanger = et ¥ change le signe du premier
facteur. Donc | est paire en chaque variable, et f(y, ) = —f(z, y).
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2. Notons 7 — o—{(=2+ ¥?), de dérivées partielles —2zF et —2yE . Par la formule du
produit :

% =2zF — 2x(22 —y2)FE = 22(1 — 22 + y2)F, g—i = —2yFE —2y(z?2 —y2)E = —2y(1 + 22 — y2)F.

Ce sont les formes factorisées cherchées.

3. Comme K =0, le systeme équivaut a (:1: = 0 ou z4 — yz = 1) et
(y =0ouy?—z?= 1).Si r = 0 et y = 0, onobtient l'origine. Si = = 0 et
y2—x2 =1,alors ¥y =%1.5i x2-y2=1et y=0,alors x = %1.Enfin,
2 —yd =1 et y2— 22 = 1 donneraient, en additionnant, 0 = 2 : c'est impossible.
Les cinq points critiques sont (0,0}, (£1,0) et (0, 1),

& &
4.en (1,1),ona f(1,1) =0, ﬁr{l] 1) = 2e—2 et %{1, 1) = —2e—2. Le plan tangent a
pour équation z = 2e—2(r — 1) — 2e—2(y — 1). I s'écrit donc z = 2e—2(z — ). En
I:l, D:l , le gradient est nul et f{l, D:I — e—1 | Le plan tangent y est horizontal, d'équation

="

5. Avec £ = rcosf et y = rsind,ona z? —y? = r2cos(28). Donc
flr,y) = r2cos(28) e 72, et |flx, )| € r2e—72. Etudions ensuite () = u e % sur
[0, +o0[ . Sadérivée (1 — u)e™ ™ est positive avant 1 et négative aprés. Donc % atteint
. _— —(r2 2 1
son maximum % en u = 1.Ainsi, |f(z, v)| < (22 +y2)e (=2 + y2) < s
6. Ona f(j: 1, []} = % et f([]! 4+ 1:1 = —% . Par conséquent, les bornes de la question 5 sont
atteintes. Le maximum global vaut 1, atteinten (1,0) et (—1,0) ;le minimum global
vaut _1, atteinten (0,1) et (0, —1). Ce sont bien des points critiques, conformément au
théoréme du cours.

7.0na f(£,0) = t2e—t?>0et f(0,¢) = —t2e—t? <0 pour 3 0. L'origine est donc
un point col et non un extremum local. Par ailleurs, |f{z, v)| < r2e—72, quitend vers ()
quand T — oo par croissances comparées. Donc  f(z, y) — O quand |(z, )| = +co.

8. Ona ¥V f(1,1) = 2e—2(1, 1), de norme 243 ¢—2. La direction de plus forte croissance

en (1,1} est (g: _g) : on se dirige vers le sommet situé en (1, 0} .

La figure ci-dessous résume I'étude. On y voit deux bosses sur I'axe des abscisses, deux creux sur I'axe
des ordonnées et un col a l'origine.



2 ® maximums l/e

rd

y B minimums —1/e

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : fonctions de deux variables, cours de maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur fonctions de deux variables

A maitriser avant : Dérivabilité et convexité, Espaces préhilbertiens réels

Chapitre précédent : Espaces préhilbertiens réels

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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