Optional

Fonction exponentielle

Exercice 1 :
Soit la fonction f définie par flo)= ,:;E_g}%
1. Donner le domaine de définition de la fonction f.
nous avons — 23’-”«(5‘?_3)
fle) =3

donc pour que f soit définie, il faut que x-3>0 soit x>3.
ainsi :

D=
2. Donner une primitive de la fonction.

les primitives de f sont de la forme :

F@) =23k =2-30+k , keR
Exercice 2 :
soit la fonction ftel que :  f(x) = £¥+1
1. Indiquer le domaine de définition de f et transformer I'écriture du réel f(x).
f(a;} —erinr4]
donc D y=]0;+00]
2. Donner un prolongement par continuité de f au point 0.

fO)=2

3. Etudier la dérivabilité de f au point 0.
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4. Calculer la dérivée de f et étudier son signe. Etablir le tableau de variations.
5. Décrire comment se présente la tangente en ce point.
6. Construire la courbe dans un repéere approprié.

Exercice 3 :

1. Démontrer que pour tout réel x, =T = EL;,: :
d'aprées la formule ci-dessus :

caH—2) _ pro—z
donc

el = eTe—=x

l=e%e™ %

EL;,: —e~ T car eT=0
2. Démontrer que pour tout réel x et pour tout entier naturel n,

I:E:r:,ﬂ — NI

Exercice 4:

Résoudre les inéquations suivantes :

1. 1:?1'{:%.

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur [ .
In{z™) {En{%}

minz<—in(2)

in;t?{_fimj

—In(2
( ()}

EIIHE{:E T



a:a:.f[_fr{-(g)}

2. 37 >4,
In(3%) > In4
In(3)r >ind
ind
3::_:-3“3 (carin3>0)
Exercice 5 :
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1. flz)=sinzx e0sT

une primitive est de la forme F(zr)=—e®@*%+k (k€R) .

2. flz)= 2% sur ]—eo;0].

une primitive est de la forme F(a:} — _E%_Hig I:;g c [R:, .
Exercice 6 :

Soit f(r)=(r—L)e* pourx ER.

1. Déterminez les limites de f aux bornes du domaine de définition.

x —I%H——loc:f{@ =0 et T —lzlrr}ll-oof{a:} =Foo
2. Etudiez les variations de f.
ffI:,ﬂ:‘:l =1x eT4(xr-1)e* = re*

/>0 sur [0;4oo[ doncfest croissante sur [0;+oca[ .

3. Construisez la courbe C représentant f.
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Exercice 7 :

Résoudre les équations et inéquations proposées.

1edri+3 _ T
EH(EEJ:Q-I-B} — EH{E?J::,
25243 ="Tx

Qr2—Tr43=0

Calculons la valeur du discriminant :
A=(-7)-4x2x3=
Le discriminant est strictement positif, il existe donc deux racines réelles distinctes.

_Et _7=5
T1="gqg et T9="2
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1
:r:1:3et:r:2:§

Exercice 8 :

1.a) Pour calculer la dérivée de C',(z), on utilise la formule pour la dérivée d'un quotient :

900

300
Gz)=1-"72

fr.&[a:) d$[$ 10]"".;{;1;
En simplifiant, on obtient :

t p2—g900  (xz—30)(x+30)

wlx) — 2 T2

C

b) Le dénominateur est toujours positif car x est dans I'intervalle [10, 100].

Le numérateur est positif pour x > 30 et négatif pour x < 30.
[
Donc, le signe de {_’,‘H@ dépend du signe de (x-30)(x+30). On peut établir le tableau de signes suivant :

x| 10 | 30 | 100

En utilisant ce tableau, on peut établir le tableau de variation de C'y(y) :
x|10]30]100
B

Culz) |+ | min| +

c) Le codt unitaire est le plus bas lorsque < y(z) est minimal.

Comme la fonction Cu(,;p) est décroissante sur [10,30] et croissante sur [30,100], son minimum est
atteint en x = 30. Le co(t unitaire minimal est donc C'g(30)=20.

Le bénéfice de I'entreprise par objet vendu est la différence entre le prix de vente et le colt unitaire, soit :
Bp=100-20=280

2. Le bénéfice global de I'entreprise est donné par la formule  B(z) = £(100—C y(z}} , car I'entreprise
fabrique et vend x objets par jour.

En remplacant Cﬁ{:ﬂ} par son expression en fonction de x, on obtient :

B(z) = 2(100—(z—10+22%) = — £24+1105—900
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3. Pour trouver le maximum de la fonction B sur [10,100], on peut calculer sa dérivée :
B'(d)=-2z4110

La dérivée est nulle en x = 55, ce qui est bien dans I'intervalle [10,100]. Pour déterminer que cette valeur

est un maximum, on peut regarder le signe de la dérivée dans les intervalles [10,55] et [55,100]. On peut

établir le tableau de signes suivant :

x| 10|55 100

R

B~(X) | -]+~

Donc, la fonction B est décroissante sur [10,55] et croissante sur [55,100], avec un maximum en x = 55.
Le bénéfice maximal est donc  B(55) = —5524110% 55—900 = 3025 .

Exercice 9 :
La courbe représente une fonction f définie par f{z) = {aa:—i—b}e[_‘w] .
Elle passe par les points de coordonnées (0;2) et (-2;0).
1) Calculeraetb.

fO)=2et f(-7)=0

bel =2 et (—EGH-b:lEQ =0

b=2et (—2a+2)e2=0

b=2¢et —2a42=0

b=2eta=1

Conclusion : f{z)=(zx+2)e™~

2) Déterminer les coordonnées du maximum apres avoir étudié les variations de f.

f est dérivable sur [ en tant que produit de fonctions dérivables sur cet intervalle .



fl@)=e""+z+9x (-e77)
fllE)=e—F—ze— %27
fll@)=—zeF—e—=
7' @=—+De
Le signe de f ' est celui de -x-1 puisque I'exponentielle est strictement positive surR .

—z—1>0

r<-1

Conclusion : f est croissante sur ]—oo;—l] :

i 'y

. |
. |

-7

=g

|

Exercice 10 :

Simplifier au maximum :
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A= In(VB0)—5ins
N
A = In(802)—3in5
1 1
A= EEH{SD}—EE‘-HE
A=Lin(5x16)-Lins
— 2 2
A=%in545n16—3in5
[=]
A

In2d

[N L

[N 1Y

in2

A
A

1
B=in(V6 —1}—|—£ﬂ{u’§—|—1}—£n{xﬂm}—ﬁﬂg

B = Inf(V6—1) (VB +1J]in(1007)— (~In8)
B = In[(v6)?—12]-1In(100)—(~In8)

B =In5—4in(102)+in8

B = In5—3In(10)+in8

B = in5—In(10)+In8

B=Inb—In(5x 2)+in23

B=in5—inb—in243in2
B =

Exercice 11 :



l.f(a::l — gdx+1

f”{@ — deda+l

2.f(r)=e*+z2+1

flx)=e42z

3.f(z)=5e*+bxe”

ffliﬂ?:l = 5&$+5€$—|—5:t:€$ —10eT45xe®

4f':$} e:c 1

_eF(ef—1)—(eF+1)e¥ oz _oT_glv_e7 QT
(eT—1) (eT—1) (eT—1)
3:1:+1—e“"3

5.f(z)=
(3—3 )33—[3$+1—e$]e$
f {£} = EEE'
Jef—pdT—3reT4lef—edl
eEI'

6.f(x)=x3e—~
flo)=322e7 23— % =(322—23)e~7

Exercice 12 :

lLefe T =ef—T=¢0=1
2.e¥e—Ttl—el—¢

Jee  F=eleT=¢l—x

4.{.5*_5‘7}2 —e—

5 :225‘; — gdr—id+r _ 3r—12
(Zgi — edT—3Ar — T

Exercice 13 :

1. On peut remarquer que I'équation peut étre mise sous la forme d'une équation du second degré en e
enposant g* =1 :

t243¢—4=0

On peut résoudre cette équation en utilisant la méthode habituelle pour résoudre une équation
guadratique :

(t+4)(t—1)=0
Donc, t=—4 ou t=1.Enremplagant ¢ par e, on trouve que les solutions de I'équation sont :

eT = —4 (pas de solution réelle) ou e® =1[\1ff?]z =
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2. On factorise par ¥ :
e¥(e2r—1-1)=0
Donc, e =0 (pas de solution réelle) ou e2*—1=1[\if{?]2x—1=0[\if{?]z =

I —.r
3. On peut remarquer que |'équation est similairea coshz = % = % , qui est équivalente a

—11 _
cosh 5= -

En utilisant la définition de la fonction cosinus hyperbolique inverse (aussi appelée arccosh), on a :

z=In(t+/5-1)=InG+%3) =In(e? ) =4
ou

o=In(3/F 1) =1n-R) = n(e~F)= %
donc les solutions de I'équation sont = :I:%T .
4. On peut diviser les deux membres de I'inéquation par e% pour obtenir :
el te T1

En utilisant la méme astuce que précédemment, on remarque que cette inéquation équivaut a

cosha:f:% :
Or, on sait que coshxz >1 pourtout = £[R , doncil n'y a pas de solution & cette inéquation.

5. On peut réécrire I'inéquation sous la forme g2x ﬁ:%(eaﬂr}gq& , Ce qui peut étre factorisé en
1
(e* _ﬁ} (3e*+1)<0.

On peut résoudre cette inéquation en utilisant le tableau de signes suivant :

Ind

z| —oo | B too
| |

L
3ef4+1 | — | + | +
Produit| + | — | -+

Inz

Dong, les solutions sont 1 € {_CC'!T .

6. On peut appliquer la fonction exponentielle des deux c6tés de I'inéquation, en prenant soin de



conserver le sens de I'inégalité :

2r—1
E$(3z+1j

}E_E

En utilisant la propriété de la fonction exponentielle ab}c[\iiff?]blna}lnr: , on peut appliquer le
logarithme naturel des deux cotés de I'inégalité :

2z—1
o(5rq1)>—2

En multipliant par le dénominateur 31 (qui est toujours positif puisque x>0 ), on obtient :

252 —Tr—92>0

On peut résoudre cette inéquation en utilisant la méthode habituelle pour résoudre une inéquation
quadratique :

;t?{% ou >3

Mais on doit également vérifier que le dénominateur de la fraction initiale est toujours positif dans
'intervalle des solutions (c'est-a-dire x € (0,00)),

sinon nous aurions une solution qui ne fonctionne pas.

Le dénominateur 3x 1 est toujours positif dans cet intervalle, donc I'ensemble des solutions de
I'inéquation initiale est & ¢ {D,%ju{ﬁ,mj :

e —00 0 +00
f =B S
oo +oo
¥ % Vil
0
xz =00 2 :':—_: e ]
f | 0
o | =00 +00
f - I ~. =
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Exercice 14 :
Soientn = W', x £ 10 ; +ofet (£) I'équation : Imx= x"

1. Cetravail a déja été fait en cours. On a obtenu :
In x < x pourtout x € |0, 40
L'équation (£) n'admet donc pas de solution dans lecas n=1
2. On considére la fonction f, définic sur |0, +<o[ par :
folx)= 2" =Ilnx
La fonction f est dérivable sur 0, +oo| (différence de denx fonctions qui le sont) et pour tout x = |0, +eof :

nx” -1

X

fin) =nate 1=
x
On a, pour x = |0, +wo[

220
[x)z0enx"-120 x“?l c-x?#I
n n

(La derniére inégalité étant une conséquence de la croissance de I'application 7+ 1* sur 10, +<o lorsque o >

0)
Notons o, = #I . Ainsi f est croissante sur [o,, +oof et décroissante sor [0, o,].
n

Elle admet donc un minimum en @, qui est :

1. 1 1+lnn

j,,[ﬂ,,}:la—- —In— >0(carn e N)
n on

n
Donc f, est donc strictement positive sur |0, +oof.

L'équation (E) n'admet donc pas de solutions, ceci quelque soit n & N’

Exercice 15 :

1. Pourtout = [ ,ona:


/homez.116/mathovor/www/images_maths/c-fex7.jpg

2
Gr(—2) = H=) = e—kal = Gy (o)
Dong, la fonction g est paire.

2. La fonction (7 est bien dérivable sur [ car elle est la composée de fonctions dérivables. Pour tout
reR ,ona:

GiL(r)=(-2kx)e—k3? = 2krGL(z)

En utilisant le signe de &g et le tableau de variations de & — &, on peut établir le tableau de
variationde Gg

X |-%5Cinfty | 0 |%5Cinfty

| I I
G_k(x) |[+%5Cinfty reste | 1 |[+%5Cinfty reste
G'_k(x)[-]0[+

3. Pour résoudre  G'%.() =0, on doit chercher les valeurs de & pour lesquelles —2kzG(z)=0.
Cette équation est vraie si et seulementsi =0 ou Gg(z)=0.Llavaleur £ =0 n'est pas une
solution car ce point correspond & un maximum local de la fonction &g . Donc, les solutions doivent
vérifier Gr(r)=0, c'est-a-dire ¢—kx2 — (1. Mais cette équation n'a pas de solution réelle car
I'exponentielle est toujours strictement positive.

4. Voici les courbes de  Gp pour k= %:1]2 :
I[Courbes_Gk.png](attachment:Courbes_Gk.png)
5. Pourtout £ £R etpourtout h<k=>0,ona:
Gplr)=e—ha?<e—kal= G (x)
Cela s'explique par le fait que le coefficient —j 2 est plus petit (ou égal) que le coefficient —k 2,

donc I'exponentielle décroit moins rapidement pour # que pour Jk , ce qui fait que la fonction &p est
plus grande (ou égale) que la fonction &g pourtout T £R .

i
6. L'équation G% (r)=0 équivauta 4£2—92 =0, quia pour solution positive o = % .

7. La tangente a la courbe de G% au point d'abscisse @ est la droite affine de coefficient directeur

/
Gllg)=—V2 G%{C’f} et passant par le point {Q:G%'@'}' .On adonc:
y—G%{o@l =2 G%{af} (r—o)

soit :
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y=—V2G1{0)(z-x)+G1(o)

8. Voici le graphique de la fonction G% ainsi que de sa tangenteen @ =

sl



1. Lafonction G, est définie sur B qui est en ensemble centré en 0 et pour tout x € B, on a :

Gi—x) = 9" = ¢ = Gy)
La fonction G, cst donc paire.
2. La fonction u : x > —kx" est dérivable sur [B. La fonction exponenticlle aussi. Donc par composition, la
fonction G,, qui est du type e*, I'est anssi et on aura Gp=u'e*, d'oi :
G} (x) = —2kx e’

Omn en déduit les variations de G, :

Signe de G}, + 0 -

1
Vadations de G / \
0] 4]

lim Gdx)}= lim e =0 car lim (k) = —a0 puisque k = 0

X el T el X o)
G, étant paire, on en déduit : m Gux)=10
X a0
3. Lafonction G, estdutype fg avec { ' s oll f et g sont dérivables sur B
' . T '

Done Gy est dérivable sur B et Gy = flg + fg', ce qui donne :

Gl (1) = —2ke™ + 4% e = 2ke™™ (2® - 1)

Ona: Gl(x)=0 & 2ki*-1 & x=

4, Coarbes €} des fonetions G, poar & = % 1et2

¥ g
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5. Ona:

<k & -’ = —kfpomtwt,\' clR = e';“z = e‘hz pourtout x € B & Gy = Goour B

6. Loraque k= 21 ona:
Gilx)=0 & (x=lonx=-1)
Do e = 1.
Une équation de la tangente T2 la courbe de G, au point d'abscisse @ = 1 est donnée par :
y=Gdl) + Gy (1)(x—1)

1 1

y=e2-e 2(x—1)

_ 2—x

G

Remarque : aux abscisses + L, la dérivée seconde s'anmule en changeant de signe. On dit alors que la

V2k

courbe a un “point d'inflexion” (la courbe traverse sa tangente). On pent moentrer que le lien des points

d'inflexions des courbes des fonctions G, est la droite horizontale d'équation y = % (privée du point d'abscisse
e

0)

Exercice 16 :
Partie A

la. Soit g une fonction définie et dérivable sur R telle que g{z)=h{z)e ™ pourtout = €R .En
dérivant cette égalité par rapporta I ,ona:

g/ (@) =h'@e*—h(z)e—=

Pour que g soit solution de I'équation différentielle {E,;) donnée, il faut que
n
g/{x)+glx) = %e‘i pour tout x €[ . En utilisant I'expression de g en fonctionde h ,ona:

g/ (@) +9(@) =h' (Le=F—h{)e T +A()e—F = A ()~
Donc § estsolutionde (F,) sietseulement si hf{a:}:i—:l pourtout TER .

n
1b. En intégrant hf{a:) = % par rapport a &, on obtient :
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D'apres la question précédente, la fonction g correspondante est donnée par :

ra+l
96 =y

2a. Soit ¢ une fonction définie et dérivable sur R . Alors ¢ est solutionde () sietseulement si
$—g est solution de I'équation différentielle y/(x)+y(z) =0 . En effet, en substituant ¢—g & ¥
dans I'équation (), on obtient :

$-9)Y @+@-9) @ =¢' @e~*~Lie "+ 9@ =(¢'@-TDe "

Pour que ¢ soit solution de {E, ), il faut et il suffit que {cﬁ;{ﬁ}—%}g_ﬂ' =0 pourtout z€R,
c'est-a-dire que cﬁf{a:} = i—? pour tout 1 £[R . On obtient ainsi que ¢—g est solution de

Y/ (x)+ylz)=0.

2b. L'équation /{x)+y(x) =0 est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 & coefficients
constants. Sa solution générale est donnée par 4(x) = Ce™% pour une constante €' fixée en
fonction des conditions initiales. Ici, on cherche a résoudre y*’l::lfjl—I—y(;t?} =0 avec la condition initiale

y(0)=0. En substituant y{x)=Ce™% dans cette condition initiale, on obtient € =0, donc la
solution de cette équation avec cette condition initiale est {x)=0.

2¢. Pour tout entier 7. = 1, notons ¢n la solution de () avec la condition initiale ¢n{D} =0.0n
peut écrire :

1@ -9 = (¢, @)-9@) =—(¢, (©)-9(x)

donc ¢n+1(ﬂ?}—g{£} = C'e™7 pour une certaine constante ¢ . En utilisant la condition initiale

1
$,1+10)=0,0na C =~y donc:

ntl oz 1 o o+l 1_
$pi1(®)= (1% T T T T (et ©

Ainsi, pour tout 7 > 1, la solution de { ) avec la condition initiale fﬁn(ﬂ} =0 est donnée par :
™

c;’>n{a::l = e 7

2d. En particulier, la solution de  (Eg) avec la condition initiale $(0) =0 est donnée par

@50(:1?} =e~ % donc d'aprés la question précédente, la solution de {Eﬂ} avec la condition initiale

I:U:l 0 est donnée par ¢, (x)= E‘ —T pourtout n=>0 .

Partie B

la.0Ona:
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fg'::]::' =e™ 7
fl'@:} =ze™ 7
et fi{:vjl—I—fl{:v} =e~% ,donc [ estsolutionde ¥'(x)+ylz)= fU{ﬂ?} .

Soit 7 un entier strictement positif. Supposons que fn—l est solution de y*’(@—l—y{:@ = fn_gl:i?} .
Alors la solution f,, de ¥/(x)+ylz)= fn_ll:ﬂ::l telle que fnl:[]} =0 est donnée par la formule de
la partie A :

En effet, la solution générale de y*’{:t:}—ky{:@ = fﬂ_llii?:l est de la forme
y(@)=Ce %+f (%) pourune constante ' , et la condition y(0)=0 donne [x]. On obtient
ainsi que la solution [, de Y (r)+ylx) = fﬂ_l{ét?:l telle que fﬂ@l =0 est donnée par:

fa@=55e"

n
Ce résultat est vrai pour tout entier n.>1, donc T7e—% estla solutionde (Ey) avecla condition
initiale  f,(0)=0.

1b. Pour toutréel = ,ona O0<ze™F<e™ T, donc par récurrence sur 7 et par la question 1a, on
obtient :

0<|f, @)1=t <!

En intégrant ces inégalités sur I'intervalle [D,l] , on obtient :

1

1
1 1
0<1,= [If @z <k [mar= s
0 0

On en déduitque 0< 1, < ﬁ pour tout entier 1 = 0 | En utilisant le théoréme des croissances

comparées, on obtient que _111105?1 =0, donc la suite (In) converge vers 0.

n
lc. Pour toutréel = ,ona [« If (@) < @ , donc en intégrant ces inégalités sur I'intervalle [0,1], on
- m — M.

obtient :




D'apres la question précédente, la suite (In:l converge vers 0. En utilisant la question 2b, on a :

1
Iop—Td, 1= —EE_l

+coo
Donc la série (Ir—TIgr_1) convergevers —e—1.D'apres la question précédente, on a:
k=0

n—1 n—1 1 1 1 n—1 1
bt
- 1 . .
Ainsi, " l: Z ;.?:' converge vers " />e”™{-1} + %5Clim_{n %5Cto +%5Cinfty} | n =e”~{-1} + 0 = e" />.
k=0

1d. Par définition, f[jl@:l =e~ ¥, donc la solution de {Eq] avec la condition initiale fD{D:l =0 est
fD(JE}—fD(D) =e~ *—1. D'aprés la question 2c de la partie A, la solution de () avec la condition
initiale fn{[j:l =0 est c;*;n{a:} = i—?e‘ﬂf pour tout entier 1 =1,
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