Exercices de maths sup

Familles sommables

Exercice 1 : Calculs dans [0, +x]

Toutes les sommes de cet exercice sont calculées dans [0, +oo] .

1. Déterminer, dans [0, 400, la borne supérieure de A = {1 — Lonen } ., puis celle de
M.
—In
2. Calculer z 3 i .

nef

: : 1.1
3. Pour 7 € N, onpose I;= [HEN*:ZJ En{225+1}.Montrerque ;I n g

1 _
En déduire, par sommation par paquets, que Z . A = 00 :
n e M

U g

4. Onpose U, = 1 pourtout = & @M |0, 1| . Calculer
P r P QN [o1] r € QN [0,1]

Exercice 2 : Famille géométrique double

1. Montrer que la famille ( ﬁ )(P ¢) € N2 est sommable et calculer sa somme.
1

2. Onpose wp g = 9~ (P+a) pour (p,q) € N2 . Calculer : jZE v P par le théoreme
Y

de Fubini positif.

3. Calculer de nouveau cette somme en regroupant les couples selon la valeur de 2 + @ . En déduire
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mn .
n=10 2

4, En découpant |2 entrois paquets ( P <g, P = 7, P >q)eten utilisant la symétrie,

—{(p+
calculer Z 2 (p+e) )
p<y

Exercice 3 : Permutation des termes

+oo
1. Soit @ une bijection de N dans IN. Calculer Z 9ol
n=>0

n n
2. Montrer que la famille (=1) n'est pas sommable, bien que la série (=1)
e N
n

n—+1 n+1
converge.
+ oo
L (=pmt 1 _ m?
3. Montrer que la famille (T m e N est sommable. On admet que mZZI ml = B

1 +oo (_ljm—l
Calculer Z m2 , puis Z — 5 par une sommation par paquets selon la parité.
™ palr o —1 m

Exercice 4 : Sommabilité par un calcul positif

Pour chacune des familles suivantes, indexées par |2, dire si elle est sommable et, si oui, calculer sa
+oo

2
somme. On admet que # = % .
m=1
L owp, = — L
LR T (e D) (g+1)*
g, — L
LR (pg )



Weg = ;703
P T (g r1)?

Exercice 5 : Familles de Riemann doubles

Les familles sont indexées par {[M*}Q ,et o, 5 sontdes réels strictement positifs.

1
1. Montrer que ( PR ) est sommable si et seulementsi o = 2.
(p+q)

2
2. Montrer que @ <p24g2< {p—I—q)E pour tous P,g = 1 .En déduire que

1
( (Pg_l_gg)ﬁ ) est sommable si et seulement si ,B =1,

3. Montrer que ( ) est sommable si et seulement si o = 2.

—
max{ p,q)

Exercice 6 : Familles produits

1
p? gb

1. Soit @, b deux réels strictement positifs. Montrer que ( )(P,q) € (N*)? est sommable si

etseulementsi a>1 et F=>1.

2. Soit ¥, ¥ deux complexes. On pose tpg = TF 4% pour (p,q) € INZ . Montrer que si
|z| <1 et |y| <1, lafamille est sommable, et calculer sa somme.

3. Montrer quesi |z| = 1, lafamille (z¥ y?) n'est pas sommable, quel que soit ¥ (on convient
que Q% = 1).
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Exercice 7 : Sommes des {(n) — 1

+oo 1
Pour tout entier 7 > 2, onpose {(n) = Z ol
k=1

1. Montrer que

2. Montrer que

+
g

(¢Cm-1)=1.

P
Il
]

+
8

l(f:@n}—l)=%-

3
Il

3. Justifier que la famille ( (=1)" k&~ " )y > 2, k > 2 est sommable, puis calculer

Joo "
2, 0 (¢e-1).

Exercice 8 : Ecrire un entier comme une somme

Soit % un nombre complexe tel que |z| <1.

1. Pour (m, k) € {[M*}E,on pose Upp = £ 5 k < n et Unk = 0 sinon. Montrer que la

+oo
famille est sommable, puis en déduire Z n .zt = (1_‘2)2 :
n=1
n(n+1) . T2 n(n+1
2. En écrivant 5 = Z k , montrer de méme que Z (2 ):J:'”' = I:I:F—mjla .
+oo +oo n2
3. En déduire Z n? £™ | puis la valeur de ey



On définit ':ap,g:'(p!g) enZpar Gpp =1, G171 = ~Let apg =0 danstous les autres
cas. La figure ci-dessous donne les premieres valeurs.

5 - -1 +1
4 - -1 +1
> 3 -1 +1
)
9]
._g
=2 -1 +1
14 -1 +1
04 +1
0 1 2 3 4 5
indice p
+oo , oo
1. Calculer Z ( Z ﬂp,g).
=0 "g=0
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2. Calculer Z (

¢g=0  p=0
3. Calculer ( :IZ: o2 |G’P=g| et expliquer pourquoi ce résultat ne contredit pas le théoreme de
) €

Fubini.

Exercice 10 : Noyau de Poisson

Soit r € [0,1] et & € R.On considere la famille (r|n| etnd )ﬂ c7

1. Montrer que cette famille est sommable et calculer la somme de ses modules.

1—r2
rcosd + rd’

2. Onnote P,(f) sasomme. Montrer que P,.(f) = T

1— 2
Brcosd + rd

oo
3. Endéduire que 1+ 2 Z " cos(nf) = 1=

n=1

4. Montrer que PTI:S:I > 0 et déterminer le maximum et le minimum de P, sur R.

Exercice 11 : Paquets et factorielles

1. Montrer que la famille ( m )(P g) € N2 est sommable et que sa somme vaut €.

P
2. Calculer Z ; {m+g+1)' de deux facons : par paquets P + ¢ = 7, puis par un
(2,g) € N
argument de symétrie.

1 T 2" 9
3. En sommant la famille (W )(P,q} c W2 dedeuxfagons, montrer que 2 o — €4



+oo 1
On utilisera Z ol — €.
n=>0

Exercice 12 : Somme des restes d'une série

+ oo
Soit {G;;:'k > 1 une suite de réels positifs. Pour n € IN, on pose F, = Z ap € [0, 400 .
B k=n+l
La figure représente les couples (1, k) avec k >n .
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ligne k : k points, soit k ay
71 ©
641 @
=
©
o5 @
E
3
> 41 e
)
B
£3{ e
21 ©
11 @

0 1 2 3 4 5 6
indice n (reste R,)

. En considérant la famille (ﬂk}(ﬂ,k) e D indexéepar D = [{n, k) € Nx,bN¥:lk = [n}
+ ¥

(e [a0e]
, montrer que Z R, = E kak dans [0, +oo].
E=1

n=0

. Vérifier ce résultat pour @ = 2% en calculant R, .

. n . 1
. Traiter de méme le cas 0y = K1)

. On suppose maintenant les &% complexes, avec Z k |ak_| < oo . Montrer que les  fiy,
sont bien définis et que I'égalité de la question 1 reste vraie.



Exercice 13 : Produit de Cauchy de séries géométriques

Soit * et ¥ deux complexes de module strictement inférieura 1 .

1. On suppose & ?é Y . Calculer le terme général Cn du produit de Cauchy des séries Z ™
L0 pndl gyl

et Z ™, puis en déduire 2 T

n=I0

+ oo
2. Traiterlecas % = ¥ et retrouver Z (m+1) 2™ .
n=>0

+oo
n+1)in42
3. Par un nouveau produit de Cauchy, montrer que E (—jr; ) rm = (—1 1 ja :
—T
n=10

+oo
4. Application numérique : calculer Z 5] ( gnlﬂ - ﬁ ) de deux fagons.
n=>0

Exercice 14 : Produit de Cauchy et exponentielle

bl
1
1. Pour n £ IN,onpose 3y = Z Li . Montrer que pour tout complexe £ avec |z| <1,
k=0

Lo explx)

Z Sp 2T = l—1x

n=>0

1 +CO Eﬂ_
2. Calculer le produit de Cauchy de la série Z o par elle-méme et retrouver Z[] o = ed
n—

s
3. Calculer le produit de Cauchy de E # et de § : ﬂ . Quelle égalité retrouve-t-on ?
- .
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Pour

1 £ N, on pose Gp =

Montrer que la série E .y, Converge, mais pas absolument.

. On note Z Cp le produit de Cauchy de E &, par elle-méme. Montrer que

T w 1
en = (1) ;:Z::o VEFD—k+1)

Montrer que  (k41)(n—k41) < (ﬂTH )2 pour 0 < k < m.Endéduire |cy| > 1.

Conclure sur la nature de Z €y . Quelle hypothese du théoreme du produit de Cauchy est en

défaut ?

Exercice 16 : Séries de Dirichlet et diviseurs

4+ oo

Pour s>1,onpose ((s) = Z # .Pour p, £ IN*,onnote d(n) le nombre de diviseurs

n=1

positifs de 7. et o(n) leur somme. La figure montre les couples (p, g) telsque pg = 6 et
pg = 12,



12 ® pg=6:4points
11 - ® pg=12:6 points
10 -
9 -
3 -
T 6
5 4
4
3
7 |
1-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
indice p

1
1. Montrer que la famille (m )(P,Ef]' € (N*)? est sommable, de somme {{5}2 :

2. Pour n > 1,onpose P, = {{p! g) € mathbbN*}E :pg = mx} . Montrer que les
P,, forment une partition de {[N*}E etque P, a dn) éléments. En déduire

+oo -
ST e

n=1
+co G"l:'n:]
3. On suppose s > 2. Montrer que Z e = Cs) C(s-1) .
n=1
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Exercice 17 : Séries de Lambert

Soit x un complexe tel que |z| < 1.0n reprend les notations d{n) et o(n) de I'exercice
précédent.

=

. Montrer que la famille ( gkm )(k',m) € (IN*)? est sommable.

+oo L +oo
. En déduire que Z lfﬁ-‘ = Z dn) .
k=1 n=1

N

+oo

(e8]
A E ok
. Montrer de méme que ) 11_‘5’:3'" = E lc:r{n:l "™,
= n=

w

I

. Vérifier la question 2 en calculant, dans le membre de gauche, le coefficient de x4 .

On admet que pour tout réel =, Z = e% etque (1_|_%:|n —s eT quand n — +oo .

Partie A : morphisme.

F
1. Montrer que pour tout =z € C, la série Z i—. converge absolument. On note exp{z} sa

somme.

2. Montrer que expla + b) = exp(a) exp(b) pourtous a,b € C.

et que ej{p{nz} = e){p(z:]ﬂ pour

3. En déduire que exp(z) ?é 0,que exp(—z) = E:}{;I:E)'

tout n £ £ .



Partie B : module.

1. Montrer que e}[p{z} = e}[p{E}.

2. En déduire que |exp(z)| = cFelz) et que |exp(zd)| = 1 pour tout réel §.

Partie C : une autre expression de I'exponentielle. Pour n = 1 et & £ [N, on pose

an,k:(l)ﬁ si k< n, et Ofﬂ,k:':]si k=>n.

s
1. Montrer que %, . = Fi (1_ﬁ) pour k& < n,puisque 0 < %p g = %

2. Montrer que pourtout z £ C, [\big|?] e:{p{z} _ ( 1+ % )'-”« [\big?] < E‘|H| — (1 + 5

3. En déduire que (1 +Z )ﬂ — exp(z) pourtout z € C .Enadmettant que

explif) = cosf + 2 sind pour & réel, déterminer la limite de (1+ % )n :

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup
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Le cours : familles sommables, cours de maths sup

A maitriser avant : Séries numériques

Chapitre précédent : Séries numériques

Chapitre suivant : Dénombrement

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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