Corrigés des exercices de maths sup

Familles sommables

Corrigé de I'exercice 1 : Calculs dans [0, +x]

1. Pourtout n =2 1,ona | _% < 1.donc 1 majore A .Deplus, 1 —% — 1,doncaucun
réel M <1 nemajore A .Ainsi sup A = 1, et cette borne n'est pas attelnte. Ensuite,
n'est majoré par aucun réel. Par conséquent, sup N = 4co dans [D, —|—CO].

2. On découpe Z entrois paquets: {0}, |N* et —[* . La famille est positive, donc la sommation
par paquets s'applique sans hypothése Le paquet {D] donne 1 . Les deux autres donnent chacun

— 1/3 1
n
3 = 1= 1},3 Donc E 3 l—|—2><§:2_
n > 1 ned

Questions 3 et suivantes

3. L'ensemble £y contient les entiersde 57 & 93+1 — 1. soit 93 éléments. Pour chacun,

. 1 a4 1
n < gj‘—l-l , donc % = ﬁ . Ainsi Z n = ;41 — 3.Ensuite, les Ij forment une

partition de |J* : chaque 7 > 1 appartient auseul I telque 27 <n< gJ“H Le

1 _ 1
théoreme de sommation par paquets positif donne Z n Z Z n 2 Z
n > 1 3 >0nec Ij 3 >0

1 = <

Donc Z m= 10,
n € N
4. L'ensemble © M [0,1] estinfini : il contient les 1 pour % = 1.Pour tout entier IV, il contient
donc une partie finie F' a N éléments, et Z:F U = NV . La borne supérieure des
T

sommes finies est donc infinie. La somme vaut oo : une famille constante non nulle indexée
par un ensemble infini n'est jamais sommable.
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Corrigé de I'exercice 2 : Famille géométrique double

1. La famille est positive, donc le théoréme de Fubini positif s'applique. A fixé,

P
1 1 1 2 1 2 1 3
— 5 = 5 — 5" . —-—:—)(2:3
Z P 3t of 1—-1/3 2 9P . Ensuite, Z 2 9 2 . Cette somme
g >0 p>0

est finie. La famille est sommable, de somme 3.

—(p+a) _ AP —-Pr _
2. De méme, a P fixé, Z 2 (rta) = 2 X 2 puis % 2x2 =14 . La somme vaut
g

4.

3. On utilise les paquets 1, = {{p, q} pt+g = n} , qui forment une partition de 2. Le

paquet Iy contientles n +1 couples (0, n}, (1, n—1),..., (n,0), et chaque terme vaut
_ ntl
5~ ™ . Par sommation par paquets positive, Z; Vpg = ;0 ™ . En comparant avec la
I n
+oo -
1
question 2, % = 4,
2
n=I0

4. Notons S« , S_ et S les sommes sur les trois paquets. L'application (p,gq) — (g, p)
est une bijection du premier paquet sur le troisiéme, et Yg,p = Yp,q. Par invariance par

S_= % aP=—21--1%

permutation, S« = S~ .Ensuite, “ = =0 1—1/4 . La sommation par
Pz
paquets donne 4 = 2 5. + % . Toutes ces quantités sont finies, donc on peut soustraire. Ainsi
Z o—(p+g) — %
P<yq

Point de méthode : dans [D, —I—CO] , 0N ne soustrait qu'apres avoir vérifié que les sommes sont finies.

Corrigé de I'exercice 3 : Permutation des termes

1. La famille {2 :ln £ N est positive. D'apres le théoreme d'invariance par permutation,



_ +co
Z 2700 = Z 2™ Dbonc Z 277 = 2, quelle que soit la bijection o .
m ™

m=1_

2. D'abord, la suite ( il) décroit et tend vers (. Le critere spécial des séries alternées montre

donc que Z (= 1:' converge. En revanche,

. . 1
Z [ﬁ'mblg|?] ﬂ+1 [ﬁ'mblg|?] = Z n = 100 d'aprés I'exercice 1. La famille n'est donc
n>1
pas sommable, bien que la série converge.

(=n™~" )""”‘ ' a2
3. Ona Z [\big|?] — ;7 [\big]7] = & < TG0 :|afamille est sommable. Ensuite, en
m > 1
B 1 1 _ n?
posant m = 27, Z md T Z 442 7 24 .Lasommation par paquets positive
i palr 2 >1
= 1 _nr?_ xT a2
donne alors ) ~m2 — 6 24 = B .Enfin, la famille alternée est sommable : on la
mTm o 1mpall
somme par paquets selon la parité. Les termes d'indice impair valent ﬁ , et ceux d'indice pair
ont 1 5 +oo (—ljm_l ol o2 g
valen —mg. onc mg =73 "94 =1
m=1

Corrigé de I'exercice 4 : Sommabilité par un calcul positif

1 1 a2
1. La famille est positive. Par Fubini positif, a P fixé, Z 2 — p+1 & .Ensuite,
S0 (p+1)(g+1)* P

Z 6(p+1) = +oo , car la série harmonique diverge. La famille l:up g) n'est pas

sommable.

2. On somme par paquets P + g = 7. Le paquet contient % -+ 1 couples, et chaque terme vaut

1 1 L _ 1 : :
(n _H]g Sa somme est donc il Or ﬂ;m n+l = . La famille {“P,q:' n'est pas
sommable.
3. Avec les mémes paquets, la somme d t vaut ntl L Ainsi
. Av m = n
paqu e du paquet vau (1P (1) insi
Z Weg = Z m? . La famille {wp,g:l est sommable, de somme ’%2

e m > 1
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Point de méthode : lorsque le terme ne dépend que de P -+ @, les paquets diagonaux rameénent une
famille double a une série simple.

Corrigé de I'exercice 5 : Familles de Riemann doubles

1. Pour n > 2, le paquet [(p, g) € {[Hmhbb?]N*)E p+g = n} contientles = —1

couples (1, n—1),..., (n—1,1}. Ces paquets forment une partition de {I]\]*}g . La sommation
1 n—1
s = n—1 1
par paquets positive donne donc Z (p+g)“ ﬂz}:g n® | Or nE ™ a1 et ces

termes sont positifs. Par comparaison avec une série de Riemann, la série converge si et seulement
si & —1>>1.Lafamille est sommable si et seulementsi « > 2.

2. D'abord, (p-|-q}2 — (p? +¢2) = 2pg > 0. Ensuite,
2(p2 + q2) - ,:p_|_q)3 = (p-— q}g > 0. Les deux inégalités sont donc établies. Comme

+ —y B décroit sur ]0, +co| , on en déduit
1 1 2P
< < :
(p+9)*F = (p2+4%)P = (p+q)?F

1 1
Par comparaison de familles positives, (W) est sommable si et seulement si (m)

I'est. D'aprés la question 1, cela équivauta 25 > 2 . La famille est sommable si et
seulementsi 5 >1.

3. Pour n >1,onpose J, = {(p,q): max(p,q) = n}.Cepaquet contient les couples
(m,q) avec 1 < g < n etlescouples (p,njavec 1< p<n—1,sit 2n—1

1 B on — 1
couples. Les ., forment une partition de {[M*}E. Donc Z max(p,g)® ﬂz}:l nt
dn—1 2 o

P La famille est sommable si et seulement si « > 2.

Or



Corrigé de I'exercice 6 : Familles produits

1
1. Posons Z(t} = ;1 ni < [1’ +m:| pour £ == (0. Par Fubini positif,
n

1 Z(b)
Z pagh — Z nd | Si Z(b} = -0, chaque terme vaut o2, donc la somme
(p,2) p>1
aussi. Sinon, par linéarité positive, la somme vaut Z(a) Z(b). Comme Z{a) > 1 et Z(b) > 1,

la somme est finie si et seulement si  Z{a) et Z(b) sont finis. Enfin, d'aprés le critére de
Riemann, Z(t) < +co sietseulementsi 31 .La famille est sommable si et seulement
si a>let b>1.

2.0na |upg| = |o|” |y|? . Par Fubini positif, Y |up,q| = 1_1|$| -1_1|,y| < 400 La famille

est donc sommable. Ensuite, c'est le produit des familles sommables {ﬁp:‘iﬂ et {yg)g . D'apres
Pad — L
le théoréme sur le produit de deux familles sommables, Z ) Y= (1—z)(1—7) .
(pg) €N

— — |a|P .
3. Pour g =0,0na |up,[j| = |2[” > 1 pourtout P.La sous-famille {uP!U)p £ N adonc
une somme de modules infinie. Or la somme des modules de la famille entiere majore celle de toute
sous-famille. Par conséquent, la famille (=¥ y%) n'est pas sommable dés que |z| > 1.

Corrigé de I'exercice 7 : Sommes des {(n) — 1

—T
1. Pour n > 2, () -1 = ;:Z;}:z k . On considére la famille positive

o =* |
(k > 2,k > 2 . Par Fubini positif, on peut sommer d'abord en  #.. Pour k>2,0ona

%{1,donc
L= VLA T N Y
1 -1/k  k(k-1) — k-
=k / (k=1)
A
Cette somme télescopique donne Z (ﬁ—%): l—i—>1.Donc
k=2
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_|_
> (cw-1)=

2. On procéde de méme avec la famille positive (k7 2"),, 1L,k>2. A Kk fixg

Sohme M1 1 11y
1_1}.-';;.2 2_1. r k‘z 1—2 —1 T k414 Insi

n>1
K
1 _ 1 1 _ L _ _1_ 3.
D k2—1_2(1+2_f{_1{+1)_}4
k=2
+oo 2
Par Fubini positif, » (¢(2n)-1)=3.
n=1

Questions 3 et suivantes

3. Le module du terme vaut i~ ™. D'aprés la question 1, la somme des modules vaut 1, donc la
famille est sommable. Le théoreme de Fubini permet alors de sommer d'abord en 7. Pour

k> 2, [\bigl?)—¢[\bigl?] <1 et

IR V. S D B
k) TI1+1/k = k(k+t1) = k — k41

n > 2
Lasomme sur k& = 2 est télescopique et vaut % . En sommant dans I'autre ordre, on obtient
)" 1
Z (-1)" €0 -1 . Cette somme vaut donc L.
n >3 2

La figure ci-dessous montre les termes C{n) — 1 et les sommes partielles de la question 1. Comme
prévu, elles croissent rapidement vers 1 .



—e— sommes partielles

0,6 - ——- limite: 1
1 termes {(n) —1
0,4 -
0,2 -
0 T T T T 'ﬁ T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n

Corrigé de I'exercice 8 : Ecrire un entier comme une somme

_ L n+1
1. A 1 fixé, Z |un,k| = n |$| . De plus, % — |g:| <1 lorsque =« ?é 0, donc
k>1 n |x|

n =
E Tl |;t?| converge par la regle de d'Alembert. Par Fubini positif, la famille est donc sommable.

L L . , , E n h
Le théoreme de Fubini s'applique alors. D'une part, sommer d'abord en j; donne <1 .
n

_ zk n_ 1 k
D'autre part, a k& fixé, Z h = 1—x . Donc Z L Z L™ Ainsi
n'> k n> 1 E> 1

+oo .
nrt = .
-;r;l (1—z)?

n(n+1)

2. Onpose Yy p = kx™ g < mn,et 0 sinon.A 7 fixé, Z |“n,k~| = "7 |~1F|r'r1
k

terme d'une série convergente par la regle de d'Alembert. La famille est donc sommable. Ensuite, a

_ kak
ke fixé, Zk kot = 1—z . Par Fubini et la question 1,
n
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+OQM$”:LJ§Q%$%=¢3*
= = (1-2)

Le résultat demandé est établi.

3. Onécrit pn2d — 9. ﬂ(ﬂ;l) — g, . Les deux séries convergent, donc par linéarité
*f oom_ 2 g _o2-(-2) _slts)
(1-2)°  (1-2)? (1-2)° (1)

n=1

Pour = %,on obtient

>
n>1

(1/2)(3/2) 9 .n _ Zlta)
g = & . Donc nglﬂ x (1—z)3 et

6 L]

Corrigé de I'exercice 9 : Un contre-exemple au théoreme de
Fubini

1. A P fixé seuls Gpp =1cet Gppi1 = —1 sont non nuls. Donc ;a’?:'&‘ =0 pour tout
P . Ainsi Z(Za‘PH) =0,
r q
2. A g = (U fixé, le seul terme non nul est %,0 = 1,car ’lpjg = -1 exigerait p+1 =10,
Donc ; Gp0 = L pour g 2 1,lestermes nonnulssont @g,q = 1l et g1, = -1,

de somme nulle. Ainsi Zg: ( ZP: Gop,g ) =1,

3. La famille contient une infinité de termes de module 1 (tousles &%m,1). Donc
Z |ap,q| = 400 :la famille n'est pas sommable. Le théoréme de Fubini pour les familles
de signe quelconque exige la sommabilité. Il ne s'applique donc pas ici, et les deux sommes itérées
peuvent différer.



Point de méthode : avant toute interversion de sommes de signe quelconque, on vérifie la sommabilité
par un calcul positif sur les modules.

Corrigé de I'exercice 10 : Noyau de Poisson

1. Ona |f.v=|'”| E'éﬂﬁ'| — ¢.-|'”| . Par sommation par paquets positive sur {0}, N* et —N*.la
2r
mn — =l
somme des modules vaut 1+2 ;1 =1+ 1—r . Elle vaut %—'_—: < +co, donc la
" —
famille est sommabile.
2. Posons 4 — r et , avec |w| = r < 1.0nsomme par paquets sur N et —p*, ce quiest
n _ =
permis car la famille est sommable. D'abord, Z W = T—w . Ensuite,

Z rme—nd = Z W= % . Donc

n > 1 n > 1

Q- +a(l —w) 1-—|uw?
(I-w)(I-w) 71— wl?

Pr(e) =

or [1 —wf® = (1-rcosf)? +r25in28 = 1 — 2rcosd + r2 . Ainsi

_ —7r
Pr@) = 1 —2rcosf + rd”

Questions 3 et suivantes

3. On somme maintenant par les paquets {0} et {" —7} pour 7 > 1.Le paquet {7, —7]
donne 7 (eif 4 g—inf) = 2 7 cos(nd) . Le théoréme de sommation par paquets donne

Pr@) =1+ Z}:l 2r” cos{nﬁ'). L'égalité demandée en découle.
m

4. Le numérateur 1 — r2 est strictement positif. Le dénominateur vaut |1 — w|2 , strictement
positif car w ?é 1 .Donc P,{#) > 0.Ensuite, le dénominateur est minimal pour cosd = 1,

ou il vaut {1—:@2 , et maximal pour cosf = —1, ol il vaut {1—|—1r“:|2 . Le maximum vaut
1+r atteint en 8 =0 et le minimum vaut 1—r atteint en 6 =m . Le maximum
1—r ' 2] 1+r ' J27]
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est égal a la somme des modules, ce qui est cohérent avec I'inégalité triangulaire.

La figure ci-dessous trace P, pour trois valeursde 7 .Plus T estprochede 1, pluslepicen 00
est haut et étroit.

A —_ r=0,3
8 —_ r=0,5
—_ r=0,8
6_
S
a:‘4_
2_
0
- —1/2 0 n/2 m
e

Corrigé de l'exercice 11 : Paquets et factorielles

1. La famille est positive. On la somme par paquets P + @ = 7. Le paquet contient 7 -+ 1

1
couples, chacun de valeur m . Sa somme vaut donc I[f.rTT_‘_lj' = % . La somme totale vaut

1
Z a! = € :la famille est sommable.
n > 0

1 = n(n+1) n
2. Premiere méthode. Le paquet P + ¢ = 7 a pour somme (i 41)} Z P =0+ = 7-af
p=0




.Ceterme est nul pour n = 0, et vaut ﬁ pour 7. = 1 .Lasomme vaut donc
1 1 _e
2 Z U

Seconde méthode. Notons Sp et Sg les sommes des familles (p—i—?;—l—l)' et (p+§+1)'-

L'échange (p,q) — (g, p) estune bijectionde |2,donc Sp = Sg¢ parinvariance par
n(n+1) 1

permutation. De plus, 2P +5¢ = Zﬂ; (n+1)' — Zl (m—1)' — €. Ces sommes sont

n >

£

2.

_ P
finies. Donc Z (p+g+1)!
(p,q)

1 1 LY .2
3. D'une part, par Fubini positif, Z gt — ( % _'p!) ( Zq: q! ) = €% D'autre part, le

(p.9)
- SRS WORE:
paquet I + g = 7 a pour somme = pn—p)! n! = P n! . En comparant,
+C'C' Eo
2. _ .2
al = ¢
n=I

Corrigé de I'exercice 12 : Somme des restes d'une série

1. La famille {a};:‘[n,k) > est positive. On la somme de deux fagons, par le théoréeme de
sommation par paquets positif. D'abord, par paquets {n} ¥ {k:k >n} :& 7 fixé, la somme

vaut L ;_H ap = Hy . Ensuite, par paquets {{n, k:0<n < kker — 1} a k fixé:ce
i)

paquet a % éléments, tous égaux a %k, comme le montre la figure de I'énoncé. Sa somme vaut

k.“ Rﬂ_ - .'Eg Gk‘
;. . Donc nZE:D ké:l dans [0, 400.

_ E—I:n+ljl —n
2. Pour rxkzﬁ_k,ona Ry = Z 2 kzl_lfgzz . Donc
k> ntl
_ ko 1/2
fip =2 . Par ailleurs, I'exercice 8 avec £ = % donne Z nk T 1/4 — 2 Les
n >0 E>1

deux membres valent bien 2.
1_ 1 (1l y_ 1 . N'g =
3.0na ap = — g7 donc Hﬂ—liprgl(ﬂ_kl—ﬂ_'_l)—n_'_l.mn& ; n = +00

1
De méme, k% ap = ki—i—l , et Z 1 — 100 | Les deux membres valent +oo, ce qui
k

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

est cohérent.

4. Comme |G&k| <k |f3&k| , la série Z . converge absolument, donc chaque Hy est défini.

Ensuite, la question 1 appliquée a l:|r1;_;|:l montre que Z |a’k"| = Z k |ak| < 4o .
(n,k) € D k

La famille l:flk:l[n,k) c > estdonc sommable. Le théoréeme de sommation par paquets

s'applique aux deux découpages précédents. Par conséquent, Z Ry = Z f ak

deux séries convergeant.

Corrigé de l'exercice 13 : Produit de Cauchy de séries

géométriques

m
1. Le terme général vaut Cpn = Z ok yn—k o

o+l — yntl

n
(z —v) Z gk yn—k = g+l _yntl oo ideccopage. Donc cn=
k_

Les deux séries géométriques convergent absolument, car |z <1 et |y| <1 . Le théoréme du
pais o B R A1
, , . z Y 1
produit de Cauchy s'applique. Ainsi T— = -5 (l—g)"
n=10

2.8 £ =Y, alors Cy = Z z™ = (n+1) ™  Donc Z (41 z™ =

1
ar
2 (1-)

3. La série Z (ﬂ—I—l} z™ converge absolument : par la question 2 appliquée & |z|,
Z I:ﬂ-|-1:l|ﬂ?| converge. On fait son produit de Cauchy avec Z o™ | Le terme général vaut

{F@—H} ok on—k = gn Z (k41) = Mw z™ . Donc
k=0 k=0
f‘ ntDe+Y) L, 1 1 _ 1
2 T (1—x)? Imr T (1)

n=0

o+l — ym+l

, et
Tr—v

4. Avec ;p:éet y_é,ona ,;p—y_l Le terme de la série est donc

la question 1 donne W = 3. Directement,

—(n+1 —(n+1y _ Iy
2 2 (n+l) Z : I: )) - 6(1_2) - 3.Les deux calculs donnent 3
n:_r'Cl nzﬂ



Corrigé de I'exercice 14 : Produit de Cauchy et exponentielle

- "
1. La série T converge absolument pour tout complexe =, et E "™ converge

absolument car |:J:| <1.Leur prodmt de Cauchy a pour terme

Cp = k' :t?"”' k= gn Z p= Sp T =™ Le théoréme du produit de Cauchy
k=0
Lece]
eXplx
donne Z Sp T = l_pij.
n=>0
i n n
1 1 2
2. Le terme général vaut Cn = Z En—k1 = nl Z (ﬂ;;) = 1 . La série Z% esta
k=0 k=0 '
+oo Qﬂ‘
termes positifs et converge vers & . Donc o — EXE= el
n=10

3. Les deux séries convergent absolument. Le terme général vaut

n —k m
1 (=07 1 x_ =D"
Cpn = Z K =k T w (E) 'i‘Un k= a1l - Ainsi € = 1 et
k=0 k=0
1"
cp = 0 pour 7 = 1.0nobtient e - Z( ﬂ!j = 1.0n retrouve
k]

T~ G i

exp(l) exp(-1) = 1, c'est-a-dire Z o =z

n=>0

Corrigé de I'exercice 15 : Produit de Cauchy de deux séries

semi-convergentes

1. La suite ( L ) décroit et tend vers (. Par le critére spécial des séries alternées, Z Oy

vn+1

converge. En revanche, |ag| = ]

1 - . .
~ 73 terme d'une série de Riemann divergente. La
n

série converge, mais pas absolument.
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no(—1yk (—1yn—k
2. Par définition, ¢y = Z Eﬂ’k—gl 'E-"n—jk+1 . Or (—1}}*" {—1)”_;" = (_1}ﬂ . Donc

o Z J(E+1) (ﬂ E+1) -

3. Pour des réels positifs u et v,ona wu < ( u;v )2, car la différence vaut [ %5+ )2 . Avec

w=14k-+1et ’u:n—ﬁ;—kl,ona w4+ v =mn-4+2.Donc

1 2 2n+1)
SO D (n—k+1) = n_|_2 pour chacun des 7. 4+ 1 termes. Il vient | ﬂ| > o

2(n+1) — (n+2) = n > 0. Ainsi |c,| = 1 pour tout 7.

Enfin,

4. Lasuite (cp) netend pasvers 0.La série Z ¢y, diverge donc grossiérement.
L'hypothése manquante est I'absolue convergence de Z ., . Le théoreme du produit de Cauchy

ne s'applique donc pas. La figure ci-dessous montre les valeurs de €, qui alternent de signe en
restant hors de la bande |—1,1] .




Corrigé de I'exercice 16 : Séries de Dirichlet et diviseurs

1 _ L — )2
1. La famille est positive. Par Fubini positif, Z gt T Z pe {{3} - O:S:' . Comme
() p>1
s>1, ¢(s) estfini. La famille est sommable, de somme [:(S}g .

2. Tout couple (p, g) appartientd Ppg etaaucunautre Py . De plus, chaque P, estnon
vide, car il contient (1,7} .Les Py forment donc une partition de (IN*)?. Ensuite,
I'application {p, q:l — p est une bijection de P, surl'ensemble des diviseurs positifs de 7,
de réciproque p — (p,n/p).Donc Py a d{n) éléments, comme l'llustre la figure de
I'énoncé. Sur F,, , chaque terme vaut # , d'oU une somme % . Par sommation par

+oo
d
paquets positive, Z % = ¢(s)?.

n=1

g 1 1
3. On considere la famille positive ( w ) = ( N F ) . Par Fubini positif, sa somme vaut

C(s) C(s—1), finiecar s —1>1.Surlepaquet P, , 7 parcourtles diviseurs de 7., donc la

1 _ oln)
somme du paquet vaut n* Z 9 = "m® . Par sommation par paquets,
g|n

oo o(n)
Z ne = CE -1

n=1

Corrigé de I'exercice 17 : Séries de Lambert

LN
1. Si = = 0, lafamille est nulle. Sinon, a k% fixé, mz:; . |$|km = 1_ | - Or |£|k < g

|| ||

pour k& = 1, donc <

. Par Fubini positif,
I—|off = T—Tdl P

k 1 k 3|
Z |=[F™ < 1— [a] Z |=|* = 1—|z[)2 - La famille est donc sommable.

2. D'une part, le théoréme de Fubini permet de sommer d'abord en 1 : comme |:L?'L‘“'| <1,
k
I
1 — rk . D'autre part, on somme par les paquets

$km:
m > 1
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Py = {(k,m):km = n} delexercice 16. Le paquet P contient d(r) couples, et

400 ok 400
chaque terme vaut z" . Donc T— .F = E din) z™.
=1 A=

k|zl* k|=|*
1— |zt = 1—lal’

3. La famille {R: :E‘km:l est sommable :a k fixé, la somme des modules vaut

k
terme d'une série convergente. En sommant en ¥, on obtient % .Sur le paquet P, k
— I
Xk gk
parcourt les diviseurs de 7., d'ol la somme o(n) =™ . Ainsi T E oln) =™

4. Ona 1f$k — ok 1+ x2k L £3k 4 Lemondbme % apparaitpour k = 1 (terme

3 x 1), pour k = 2 (terme 22X 2)etpour k = 4 (terme 1 4). Son coefficient
vautdonc 3.C'est bien d(4) = 3, carles diviseursde 4 sont 1, 2 et 4.

Corrigé de I'exercice 18 : Probleme : I'exponentielle complexe

Partie A.

1. Pour z = (0, la série se réduit a son premier terme. Pour =z ?é 0, le rapport

|z|”‘+1f(ﬂ+1)! |z| . . P
|z|ﬂ,f1r1! = 3l tend vers (. Par la regle de d'Alembert, Z a1 converge
absolument.

m n
2. Les séries Z i—. et E % convergent absolument. Leur produit de Cauchy a pour terme

L 1 = _
général Cn = Z E![n—k]! = Z (?L) aF 5" % Comme a et b commutent, la
k=0 =

(at+b)™

n!

formule du binbme donne €y = . Le théoreme du produit de Cauchy donne

explajexp(h) = explatb) .

3. D'abord, exp(0) = 1, car seul le terme d'indice 0 est non nul. Donc

exp(z)exp(—z) = exp(0) = 1.Ainsi exp(z)# 0 et exp(—z) =
n € [N, on raisonne par récurrence : e:{p{[] . 2::1 =1, et

exp((n+1)z) = exp(nz)exp(z) = exp(z)" 1. Enfin, pour n <0, ona

expnz) = pl—na) =

; E 't
explz) - Ensuite, pour

m
— = a¥plE : sy s ; ias.
explz) " pl: :' . Les trois propriétés sont établies



Partie B.

1. Pourtout IV, la conjugaison est additive et multiplicative, donc = E i De plus,
k=0 k=0
la conjugaison est continue, car | — | = |u — v|. On passe 4 la limite quand IV — oo

Ainsi exp(z) = exp(Z)-

2. Ona |e:-:}34{,2::||2 = exp(z)exp(z) = exp(z)exp(z) = explz + 52) = exp(2 Re(z)) .
Comme 2 Re(z) est réel, cette quantité vaut 2Re(z) — (ERE(’@) . Les deux nombres

lexp(z)| et oRe(2) sont positifs, et leurs carrés sont égaux. Donc  |exp(z)| = eRel2) | et
en particulier |exp(:8)| = €0 = 1 pour § réel.
Partie C.

Questions 1 et suivantes

nln—1). . .[n—k+1)

T . En divisant chacun des k facteurs par 7,

1. Pour & < n,ona (T};) -
 Aela—
on obtient  &p, 3 = i 7 . Chaque facteur | _Z appartienta [0, 1], car
7=0
0<3<n-1.Donc 0< o, < % , inégalité évidente aussi lorsque & > n .

= { L

k

n
Z A" n
2. Par la formule du binéme, ( l1+4& ) = Z ( k) nk — Z Xk zk , somme en réalité
k=0 k>0

|t‘€
Fe

finie. Par linéarité,

i + 00 |
exp(s) = (147) = 3 (h=ane)
k=0

Les coefficients ’Bk = % — &, 1 sont positifs d'apres la question 1. L'inégalité triangulaire

} no_. . L
donne donc  L\B1g[7] exp(z) — (1 + %:' [\big|?] < Z JB;; 2] . Or la méme égalité, écrite
k
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ZLR
pour le réel |z|, donne Z By |3|k = el?l - (1+ l_n|) . L'inégalité demandée est
k

établie.
3. D'apres le résultat admis, (1 u |i_|)'” N E|::~:| , donc le majorant tend vers (. Par conséquent,
( 142 ) — exp(z) pour tout complexe z.En particulier, pour z = %1,
(1—|—%) — cos 4+ is1inT = —1-

La figure ci-dessous représente les puissances successives (1 + %)k pour 0 < k < m.Quand n
grandit, la ligne brisée se rapproche du demi-cercle unité, et son extrémité se rapproche de —1.

l—l
= Ul
L L

partie imaginaire
o
un

—0,5- em=—-1 —o— (1+im/4), 0<k<4
—o— (1+in/8)k, 0<k<8
—e— (1+in/40)%, 0<k <40

2 15 -1 -05 0 05 1
partie réelle



Corrigé de I'exercice 19 : Paquets diagonaux et coefficients

binomiaux

1. Les couples (p,q) telsque p +g = IV sontlescouples (p, N —p)avec 0 < p <INV,

N
N _
La formule du binbme donne Z Wop g = Z ( p) P EFN P=(z+ y:'N .La

ptg=N p=0
somme de la diagonale numéro ¥ vaut I:;r;—|—y:|N.

2. La famille est positive. Les ensembles Py = {{p, q:l p+g=N } forment une partition
de 2, chacun étant fini. Le théoréme de sommation par paquets pour les familles positives

donne, dans D —|—CO Z Wo g = Z (St?—i-y:' . Une famille positive est sommable si

(p,2)
et seulement si cette somme est finie. Or Ia Série geometnque deraison = + v = 0 converge si

etseulementsi * + vy <1.Si = 4y * 1, sestermes ne tendent pas vers 0 et la somme vaut

4o . La famille est donc sommable si et seulementsi =~ 4+ i <1, et sa somme vaut
alors T—z—y9"

3. Pour ;p:%et y:%, ;r;_|_y:%{1etlasommevaut 1_1—5f6=6.Pour

T x 4+ 1y = 1 : chaque diagonale a pour somme 1, donc la somme totale vaut

[

y:
1= +4oo
0

Nl

Iy . La famille n'est pas sommable.

I

4. La famille est positive : le théoreme de Fubini positif autorise a sommer d'abord sur ¢ . Pour P

r 3P
; Wpg = ¥ ; [".,Ieft?] —> :l:l (1 y§p+1 1iy ( 1—y ) .On

somme ensuite sur I : c'est une série géométrique de raison 1—y convergente si et seulement

si 1 y <1, c'est-a-dire = + ¥ < 1.Sa somme vaut alors
S S U o S 1

l—y 1—1f—y “l-y l-y—z T l—zxz—y"

autre découpage de [2.(Si = 4+ vy > 1, cette somme vaut —oo, ce qui confirme la non-

On retrouve le méme résultat, par un

sommabilité.)
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premiers

1. L'application % est surjective sur £ par définition de E . Elle est injective : si
9% 3b — gaf 3b I'unicité de la décomposition en facteurs premiers impose que les exposants de
2 soient égaux ( @ = a‘)etceuxde3aussi(  — j°). ¥ estune bijection de |2 sur
E . Sur la figure, tous les nombres sont bien deux a deux différents.

2. Pour s>>1,lafamille ( no = )n ~ 1 est sommable (série de Riemann convergente). La famille
( n-* )ﬂ c g estune sous-famille de termes positifs : elle est sommable, de somme au plus
@:5} . Par bijection %, on peut changer d'indexation (une famille sommable ne dépend pas de

['ordre ni du choix de l'indexation) :
—s _ e —5 —34h
n - Z ':2 3 :' Z {2 :' {3 :' . C'est une famille produit de
ne k& (a,b) € N (a,b)
deux séries géométriques de raisons 97 ° et 3%, toutes deux dans [0, 1[. Par le théoréme

—_ —5q —_
de Fubini positif, ;E nTe = ( Z 2 ) ( Z 37sb ) . Donc
mn

a > 0 b>=0
. =

(1-27901-37%"

n-% =
n e &

1542

. P = :
3. Pour = 2 (11 _ %j(l _ %jl
positifs, EZ n2 < Z i = ¢ .Donc  ((2) > %.ce qui est cohérent avec
G
¢(@) = ’% 1,645 .

4, Pour s = 1, la famille ( ﬁ ) est positive : le calcul de la question 2 reste valable dans

[0, +c0], sans hypothése de sommabilité.

1 _ 1 1 _ 3 _
Z ”_( Z g”)( Z gb)_ﬁxﬁ_3.Lasommevaut3:eIIeestﬁnie,anrs

ne k a > 0 b>0
1 0 F ol
que Z m = 100
n > 1
5. Supposons par I'absurde qu'il existe un nombre fini % de nombres premiers F1s- -+ P, Tout
entier m = 1 s'écrit alors comme produit de puissances de ces nombres, de facon unique : on a
-lp .
B = IN* . Le résultat admis donne Z n = H 1 — 1fP H P, 11 , un produit
n>1 1=1 7=1""

fini de réels : cette somme est finie. Cela contredit le résultat de I'exercice 1 (question 3) :

. m = TOO || existe donc une infinité de nombres premiers (preuve d'Euler).
n N
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