Cours de maths spé

Espérance et variance

I. Espérance d'une variable aléatoire discrete

Dans tout le chapitre, l:ﬂ, A, P:l est un espace probabilisé et les variables aléatoires sont discretes :
leur ensemble de valeurs X (2} est fini ou dénombrable. L'idée directrice est simple. L'espérance est la
moyenne des valeurs pondérées par leurs probabilités. Cependant, cette moyenne est une somme infinie
en général. Il faut donc la définir comme la somme d'une famille, sans dépendre d'un ordre d'énumération.

1. Variables a valeurs dans [0, +x]

Pour une variable positive, la famille des termes P{X = :t:} est positive. Sa somme a donc toujours
un sens dans [D, —|—OO] . C'est pourquoi on commence par ce cas.

Définition :

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans [0, +oo]. Son espérance est la somme,
dans [D, —|—D:::u] , de la famille positive {33 P{X = 515‘:':'33 e X ¢

avec la convention 0 x (+oo) = 0.5 P(X = 4oa)>0,alors E(X) = +oo.
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Pour une variable a valeurs entieres, une seconde écriture est tres utile. En effet, elle remplace les
probabilités ponctuelles par les probabilités de queue P{X > n} , souvent plus faciles a obtenir.

Théoreme :

Si X estavaleursdans N U {+0c0} , alors, dans [0, +oo],

E(X) = +Zm P(X > n).

n—=1

Traitons le cas o X estavaleursdans N (si P(X = oo} >0, les deux membres valent
+oo).Pour =1 ,0na P{X 2 n} = k; P{X = k} . La famille
n
(P(X = k)1 < n < k indexée par les couples (n, k) est positive. Le théoréme de Fubini
pour les familles positives permet donc d'échanger les sommations :

IR P(X:k):%kﬂ){:k):ﬂ(}()
=1

Too T
Y P(X zn)=
k=1

La figure ci-dessous illustre cette formule pour une loi géométrique de parametre 1/'3 . Chaque barre a
pour hauteur P(X > n) = (2/3) L. Ainsi, l'aire totale des barres vaut (X ) .
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Soit X avaleursdans [* telle que PI:X = ﬂ:l = m . Par télescopage,

P(X > n) = L La formule des queues donne  BI(X) = Z 1/n = 4oo. Autrement dit,
X estfinie presque siirement mais son espérance est infinie.

2. Variables d'espérance finie

Pour une variable réelle ou complexe, les termes * P{X = I‘:l changent de signe. On exige alors la
sommabilité de la famille, ce qui revient a I'étude de | X[ .

Définition :

Une variable aléatoire discrete X réelle ou complexe est dite d'espérance finie si la famille
(r P(X = :t?:l:la: € X(r7) estsommable, c'est-a-dire si E(|X|) < 4+o0. Son espérance est
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alors la somme de cette famille :

E(X)= Y «P(X=ux)

Pour X complexe,ona B(X) = E(Re X))+ E(Im X).

Remarque :

La sommabilité garantit que la somme ne dépend pas de I'ordre des termes. Par ailleurs, une variable
bornée est toujours d'espérance finie. Une variable qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs I'est
donc aussi.

Méthode :

Pour justifier I'existence d'une espérance puis la calculer :

1. on étudie d'abord F{|X|) , somme d'une famille positive, par comparaison, équivalent ou
majoration ;

2. si cette somme est finie, on calcule F{X ) en sommant dans I'ordre le plus commode ;

N . . . = -
3. pour une variable a valeurs entieres, on essaie aussi la formule E{X:' Z}:l P{X - ﬂ'} .
T




Il. Formule de transfert et propriétés de I'espérance

1. Formule de transfert

On veut souvent I'espérance de  f{X') sans calculer la loide f{X ). La formule de transfert le permet
directement a partir de la loi de X .

Théoreme :

Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X (f2), a valeurs réelles ou
complexes. Alors () est d'espérance finie si et seulement si la famille
(flz) P(X = 1)), ¢ X(£7) est sommable. Dans ce cas :

E(fJ(X)= Y  [flz) P(X =)

Si f estavaleursdans [0, +oo], I'égalité vaut toujours dans [0, +o].

Démonstration :

Posons ¥ = f(X) .Lesévénements (X = z),pour = € f1({y}), partitionnent
(Y = y). Donc PY =y) = Z P(X = %) | ¢ théoreme de sommation par

Tl =
paquets, appliqué a la famille (| f(x)| P(X = x]) regroupée selon les valeurs de f, donne
I'équivalence des sommabilités. Ensuite, le méme regroupement sur la famille sommable fournit
I'égalité des sommes.
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Si X suit la loi de Poisson P{A) , alors I-I—LX est bornée, donc d'espérance finie. Par transfert :

_I_
B(rix) = 2 ey = o (d —1) = =g

2. Linéarité, positivité, croissance

Soient X et ¥ d'espérance finieet A, i des scalaires.

1. Linéarité: A X 4 u ¥ estdespérancefinieet B(AX +u¥ )= A E(X)+p E(Y).

2. Positivité : si X' > 0 presque sGrement, alors E(X) > 0 ;deplus, E(X) = 0 siet
seulementsi X = 0 presque slrement.

3. Croissance : si X < ¥ presque slirement (variables réelles), alors E{X ) < E(Y ).

4. Inégalité triangulaire :  |E({X )| < E{|X|).

5. Domination : si | X| < ¥ etsi ¥ estd'espérance finie, alors X est d'espérance finie.




La linéarité se démontre avec la formule de transfert appliquée au couple (X, Y:l eta
f{a:, y} = AT + u Y. Elle ne demande aucune indépendance. En revanche, la formule du
produit ci-dessous exige I'indépendance.

3. Espérance d'un produit de variables indépendantes

Théoreme :

Si X et Y sontindépendantes et d'espérance finie, alors XY est d'espérance finie et

E(XY) = E(X) E(Y).

Démonstration :

Parindépendance, P(X = z,¥ = y) = P(X = z) P(Y = v).Lafamille
(Jey| P(X = ) P(Y = v)) apoursomme E(|X|) E(|Y|) < +oo, d'apres le produit de
deux familles sommables. Elle est donc sommable. Ensuite, la formule de transfert pour le couple
(X, Y) etle méme calcul sans valeurs absolues donnent E(XY ) = E(X) E(Y ).

Si X ~ P(XA) et ¥ ~ P(u) sontindépendantes, alors F{XY¥ ) = A u . Le calcul direct
par une double somme serait bien plus long.
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Remarque :

Le théoreme s'étend a 7. variables mutuellement indépendantes :
E(X;...X,) = E(X1)...E(X,).Deplus,si X et ¥ sontindépendantes, alors
f(X) et g(¥) lesontaussi. Par conséquent, E{f(X)g(Y)) = E(f(X)) BE(g(Y)) des
que ces deux variables sont d'espérance finie. Ce lemme des coalitions sert constamment, par
exemple pour calculer E(tX+Y) = B(+X) B(+Y).

Ill. Moments d'ordre 2 et inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Variables admettant un moment d'ordre 2

Ondit que X admet un moment d'ordre 2 si X2 est d'espérance finie. Cette hypothése est plus forte
que l'existence de I'espérance.

Si X2 estd'espérance finie, alors X est d'espérance finie. De plus,si X2 et ¥ 2 sont
d'espérance finie, alors X'¥ est d'espérance finie.

Démonstration :

Pourtous réels @ et b,ona |ab| < %{fﬂ + bz),car (Ja| - |b|:|2 > 0. Ainsi
| XY < %{Xﬁ + ¥'2), et la domination conclut. Enfin, avec ¥~ = 1, on obtient
2] < 5(1+ X2).




2. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme :

Si X2 et y2 sontd'espérance finie, alors

E(XY)? < E(X?) E(Y?).

Démonstration :

Pour tout réel 1, la variable (X + ﬂ”}g est positive et d'espérance finie. Par linéarité :

0 < B((X +tY)?) = B(X2) + 2t B(XY)+1t2 B(Y?).

Si E{Yg} = [, cetrinbme en % garde un signe constant. Son discriminant est donc négatif ou
nul, ce qui donne I'inégalité. Si E{YE} — 0,alors ¥ = 0 presque sGrement, donc
E{XY} = 0 et I'inégalité est vraie.

Avec ¥ = 1, on obtient E{X}E < E{XQ} . Par exemple, si X suit la loi uniforme sur
{1, 2, 3} , alors E(X}E = 4 et E{XQ} = % : I'inégalité est bien stricte.
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IV. Variance, écart type et lois usuelles

1. Variance et écart type

Soit X une variable réelle admettant un moment d'ordre 2. Sa variance et son écart type sont :

1. Formule de Konig-Huygens : V(X)) = E{XQ} — E(X)E.

2.Pourtousréels aet p: V@X +8) =a2V(X)et oaX +1b) = |a| o(X) .

3. V(X)) = 0 sietseulementsi X est presque siirement constante.

Le point 3 découle de la positivité stricte : une variable positive d'espérance nulle est nulle presque
sGrement. Ensuite, on normalise une variable en la centrant puis en la réduisant.

Définition :

X - B(X)

Si o{X)>0,lavariable X* = 00y ostlavariable centrée réduite associée & X



I _Elle vérifie E(X*) =0 et V(X") =1.

2. Loi géométrique

Si X ~ G(p),avec pe J0,1[ et g =1—p,alors

BX) = v(x)= %

Démonstration :

D'abord, P(X > n) = ¢®—1 pour m > 1.Laformule des queues donne

11
B(X) = ﬂ;l gn—l = P . Ensuite, la série entiére Z n{n—1) z»—2 vaut (l_gﬂa sur

]-1,1[ . Par transfert :

400
J— e J— ﬂ—]_: .lzg—q‘
B(X(X-1)) nzlﬂ(n 1) p g Pq- 5= o3

294+ p—1 q

Enfin, V(X) = BX(X-1) + B(X) - BX)* = %—5— = 5.
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3. Loi de Poisson

Si X ~ P(A),avec A>0,alors B(X)=V(X)=2X.

Déemonstration

N
.
|

Par transfert, les séries étant a termes positifs :

E(X)= Y ket = Z(*’“,_,\

— 34 2
De méme, B(X(X-1)) = A%e™ Z (;; g)l = A% par conséquent,

VE) =22 +2-22=2).

La figure ci-dessous montre trois lois de Poisson. On y voit la moyenne 3 se déplacer vers la droite. De
plus, I'étalement autour de la moyenne croit comme 3.



B A=1:moyenne l, écart type 1
B A =4:moyenne 4, écart type 2
B A =9:moyenne 9, écart type 3

0,351
0,31

0,25

0,2 1

P(X = k)

0,15 -

| K—

Remarque :

On rappelle aussi les résultats de premiére année : une variable de Bernoulli B{p} a pour espérance
P etpour variance p{1—p) ; une variable binomiale B(n, p) a pour espérance 7P et pour
variance np{l—p) .

Méthode :

Pour une variable & valeurs entiéres, calculez plutét le moment factoriel B{X (X —1j) que
E(X2).En effet, le facteur k(k—1) se simplifie avec k! ou provient d'une dérivée seconde de

série entiére. Ensuite, V(X)) = B(X(X-1) + E(X) - B(X)?.

V. Covariance et variance d'une somme
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1. Covariance

Si X et ¥ admettent un moment d'ordre 2, leur covariance est

Cov(X,Y)= E((X — E(X))(Y —E(Y))) = E(XY)— E(X) E(Y).

Propriété :

1. La covariance est bilinéaire, symétrique et Cov({X, X) = V{X).

2.S5i X et ¥ sontindépendantes, alors Cov(X,¥ ) = 0.

3. Par Cauchy-Schwarz appliquée aux variables centrées : |Cov(X, ¥ )| < o(X) o(Y ).

Le signe de la covariance indique une tendance. Ainsi, une covariance positive signale que X et ¥
ont tendance a dépasser leurs moyennes en méme temps. La figure ci-dessous représente trois lois de
couples : la taille d'un disque est proportionnelle a la probabilité du point.



Cov(X,Y)>0 Cov(X,Y)

¢
X

0 Cov(X,Y)<O

°c00000000 -
o..o.#.'...
°c0000000: -

i

y
0....#.....
Qo ...... )

<[ o OPO@® B

La réciproque du point 2 est fausse. Par exemple, si X suit la loi uniforme sur {—1,0,1} et

Y = x2,alors Cov(X,Y) = B(X3) - B(X)E(X?2) = 0. Pourtant,

P(X =0,Y =1)=0alorsque P(X =0)P(Y =1) =3

2. Variance d'une somme

Théoreme :

si Xji,... X, admettent un moment d'ordre 2, alors

I T
vV ZXi =ZV(X5)+2 Z Cov (X, X ).
' <i<j<n

En particulier, siles X ; sont deux a deux indépendantes, la variance de la somme est la somme
des variances.
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Démonstration :

V(S) = Cov(5,5) = > Cov(X, X
% 3
diagonaux % = 7, qui donnent les variances, des termes % ?é 7, regroupés par symétrie.

Par bilinéarité, J‘:' . On sépare ensuite les termes

Méthode :

Pour la variance d'une variable de comptage IV :

1. écrivez N = Zlg_{ comme somme d'indicatrices ;
1

2. utilisez V(1a;) = P(A;)(1 - P(A;)) ;

3. calculez Cov{lg,, 1151}':' = P(A; N A_f;l':' — P(A;) P{A_?':' ;

4, assemblez avec la formule de la variance d'une somme.

Lancons % fois un dé équilibré. Soit ¥ le nombre desix.Ona IN = Z lg;, ot A est

I'événement « le 3 -€me lancer donne six ». Les lancers sont indépendants, donc les covariances

sont nulles. Ainsi, V{N} = - % . g = %” )




VI. Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Les inégalités de concentration majorent la probabilité qu'une variable s'éloigne de sa moyenne. Elles ne
demandent que des moments et non la loi entiére.

Théoreme :

Inégalité de Markov. Si X est une variable positive d'espérance finie, alors pour tout a >0 :

Démonstration :

On a l'inégalité ponctuelle & 1(}{ > a) < X En effet, elle est évidente si X < a, puisque le

membre de gauche est nul, et ellese lit a < X sinon. Par croissance de I'espérance,
a P(X > a) < B(X).

La figure ci-dessous visualise cette inégalité ponctuelle. La fonction en escalier & 1[.:;, +oo[ reste sous la
premiére bissectrice sur [0, +oo .
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_— XX

m— X 3@ L1[a + o[(X)

écart =0

0 a
valeur x prise par X

Corollaire :

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Si _X admet un moment d'ordre 2, alors pour tout & =0

V(X).
=2

P(|X = B(X)| >z ¢) <

Démonstration :

Les événements (| X — E(X)| > ¢) et (g}{ — B(X))? > €2) sont égaux. On applique donc
Markov a la variable positive (X — F(X))*, d'espérance V(X .




Si X ~ P(100), alors P(|X —100| > 30) < éﬂm — %.Autrement dit, X tombe dans

]70,130[ avec une probabilité au moins g .

)

Remarque :

On peut appliquer Markov a @{X} pour toute fonction %' positive et croissante. Par exemple, avec
@(r) = etT et t30,onobtient P(X > a) < e—ta E(etX) . Cette borne exponentielle
est souvent bien plus fine.

Méthode :

Pour établir une inégalité de concentration :

1. repérez I'événement a majorer et incluez-le dans un événement de la forme
(X - B(X)| 2 ¢ ou (p(X) 2 o(a) ;

2. calculez le moment nécessaire :  E(X') pour Markov, V(&) pour Bienaymé-Tchebychev,
E(etX) pour une borne exponentielle ;

3. appliquez I'inégalité, puis optimisez les parametres libres, comme £ dans la borne exponentielle.

VIl. Loi faible des grands nombres
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Répétons une méme expérience de fagon indépendante. L'intuition dit que la moyenne des résultats se
stabilise autour de I'espérance. La loi faible des grands nombres en donne une version précise.

Théoreme :

Soit {Xn:'n > 1 une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes, de méme loi,
admettant un moment d'ordre 2. Onnote m = E(X 1), ¢ = o(X 1) et
Sn,=X1+...+ X, Alors, pourtout >0 :

S
P ‘Tﬂ—m‘gs gng—jz?[L—}+DO]0.

Démonstration :

Par lingarité, E/{(S, /n) = m .Ensuite, les covariances sont nulles, donc V{(S,) = no? et
V(Sﬂ /.‘n:] = %2. Il reste a appliquer Bienaymé-Tchebycheva 5, / .

La figure ci-dessous montre cing trajectoires de la moyenne des lancers d'un dé équilibré. Toutes finissent
dans la bande 3,5 & 0,25, comme I'annonce le théoréme.



— E(X31)=3,5

5 bande 3,5+ 0,25
S
[
n 4 -
)
-
o
331
S

2_

1 ! T

10° 10t 102 103
n (échelle logarithmique)

Soit A un événement de probabilité . On répéte I'expérience et on note F'y, la fréquence
d'apparitionde A sur 1 essais.Avec X; =14 ,0na ¢2 = p{l—p} < %.Donc

1
observée estime la probabilité.

C'est la justification de I'approche fréquentiste : la fréquence

Remarque :

La preuve n'utilise que la nullité des covariances. Par conséquent, le théoreme reste vrai pour des
variables deux a deux non corrélées, de méme espérance et de variances bornées. En revanche, sans
moment d'ordre 2, cette démonstration ne s'applique plus.

Enfin, retenons I'ordre de grandeur. L'écart typique entre .S, /'n et M estdel'ordrede « / VL.
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Ainsi, pour diviser l'incertitude par 10, il faut multiplier le nombre d'essais par 100. C'est une contrainte

forte dans toutes les méthodes de simulation.

Ce qu'il faut retenir

Pour X > 0, I'espérance existe toujours dans [0, +o0] ; une variable réelle ou complexe est
d'espérance finie si et seulement si FE{|X|) < +co.

Pour _X a valeurs entieres: E(X:] = ;1 P(X = n:].
k)

Formule de transfert : B f{X}) = Z flz) P(X = x), sous réserve de sommabilité.

L'espérance est linéaire, positive et croissante; E(XY ) = E(X)E(Y ) exige
l'indépendance.

Cauchy-Schwarz : E{XY}E < B(X?2) BE(Y?), etun moment d'ordre 2 entraine I'espérance
finie.

V(X)) = B(XY) - BX)P2 VX +b)=a?V(X): X' = (X -EX)/o(X)
est centrée réduite.

Loi géométrique: E = 1/p, V = g/p? ;loidePoisson: E = ¥V = .

V{Z Xé:' = z V':Xé:' +2 ; Cov{Xﬁ', XJ":' ; covariance nulle n'implique pas
1< ]
indépendance.

Markov: P(X > a) < E(X)/a ;Bienaymé-Tchebychev :
PX —B(X)| e < V(X)/e2.

Loi faible des grands nombres: P{|Sy, /n —m| > &) < ¢2 /(ne?) — 0.

Questions fréquentes sur espérance et variance




Quelle différence entre une espérance infinie et une espérance qui n'existe pas ?

Pour une variable positive, I'espérance existe toujours dans [D, —|—r::o] et peut valoir =< . Pour une

variable réelle quelconque, on exige F{|X|) < 400 :sinon, la famille {x P(X = zj} n'est pas

sommable et I'on ne définit pas  F(X ) . Dire « X est d'espérance finie » signifie donc exactement
BE(X|) < +oo.

Quand utiliser la formule E(X) = ZP(X =n) ?

Elle s'applique aux variables a valeurs dans [N. Elle est efficace quand les probabilités P{X > n} se
calculent mieux que les P{X = ﬂ:l , par exemple pour un minimum de variables indépendantes ou un
temps d'attente. Elle se démontre par interversion de sommes dans une famille positive.

Une covariance nulle entraine-t-elle I'indépendance ?

Non. L'indépendance entraine une covariance nulle, mais la réciproque est fausse. Par exemple, si X
estuniforme sur {~1,0,1} et ¥ = X2, alors Cov(X,¥ ) = O alorsque ¥ est une fonction
de X.

Faut-il I'indépendance mutuelle pour la loi faible des grands nombres ?

Non. La démonstration par Bienaymé-Tchebychev n'utilise que  V{S,) = no?, donc la nullité des
covariances. Des variables deux a deux indépendantes, ou méme seulement non corrélées, de méme loi et
de variance finie, suffisent.

Pour aller plus loin en maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur espérance et variance

A maitriser avant : Variables aléatoires discrétes et lois usuelles

Chapitre précédent : Variables aléatoires discretes et lois usuelles

Chapitre suivant : Fonctions génératrices

Le méme theme en maths sup : espérance et variance, cours de maths sup
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e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf

