Corrigés des exercices de maths sup

Espérance et variance

Corrigé de I'exercice 1 : Espérance et variance a partir d'une loi

1. Par définition de I'espérance :
E(X): —2x014+40x034+1x04+4+3%x0,2=-0,2+0,4+0,6.

Donc E(X) =08.

2. Lesvaleursde X2 sont 4, 0, 1 et 9.Ellessontdeux a deux distinctes, donc ¥ prend la
valeur (0 avec probabilité 0,3, 1 avec probabilité 0,4, 4 avec probabilité 0,1 et 9 avec
probabilité 0,2 . Avec cette loi, E{¥ ) = 0+04 40,4 4+ 1,8 = 2,6. Ensuite, la formule de
transfert donne E{X2) = 4x01+0x03+1x0,44+9x0,2 = 26. Les deux
méthodes donnent E(Y ) = 2,6.

3. Par la formule de Kénig-Huygens, V(X} = E{XE} — E{X}E = 2,6 — 0,64 = 1,96. Ainsi
V(X)) =19 et ofX)=14.

4. On applique la formule de transfert avec f{x) = |z —1] :

B(IX —1)=83x01+1%x03+0x04+2x0,2=0,3+0,3+0,4.

Donc E(|X 1) =1.

Point de méthode : la formule de transfert évite de chercher la loi de () . Elle est surtout utile
quand [ n'est pas injective.
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Corrigé de I'exercice 2 : Loi a parametre et formule de transfert

1. La somme des probabilités vaut 1 : c{1+ 2+ 3 +4) = 10c = 1. De plus, avec ¢ = 11—0
toutes les probabilités sont positives. Donc » —= 11—0

4
2. Oncalcule B(X) = 11—02 k% = 55 = 3. Ensuite, par transfert,

=
4
B(x%) =3 k8 = LEELZTE0% 45 b conséquent, V(X)) =10-9.0n

k=1
obtient F(X) =13, B(X2)=10et V(X)=1.

I8

o=
—
o]

4
3. Par la formule de transfert, E(%) = Z
k=1

Xy _ 2x1+4x2+8x3+16x4 _ 98
E(24) = 10 = 10
Donc E(%) - % et E(2X) = % . Enfin, ﬁ = %:‘:% - I'espérance de l'inverse

n'est pas l'inverse de I'espérance.

Corrigé de I'exercice 3 : Transformation affine et variable
centrée réduite

1. Parlinéarité, m(y) = w — [ -Ensuite, d'aprés V(@ X +b) = a?V(X),ona
V(X
V(V) = (X)

a2

— 1.Lavariable ¥ est centrée réduite.

2. Soit Z =aX +b avec a>0.Dunepart, E(Z) = am +b,donc Z estcentréesi
etseulementsi b = —am .Dautrepart, V(Z) = ac? vaut 1 sietseulementsi g — %
,car a>0.Ainsi g =2, b=-T et Z =Y.

=

3. D'abord, E(D) = g . Ensuite, E{DQ} _1+44+94164+354+36 _ 3

6 6
V(D)=L 42 _ 18-l E_S Parlinarité, B(3 —2D) = 3 -7 = —4.Enfin,
V(3 -2D) = (-2)* V(D) = 2! ontrowe V(D) =32, E(3-2D) = —4 et



V(3-2D) = 2.

Corrigé de I'exercice 4 : Loi uniforme sur un intervalle d'entiers

18 n+1 _
1. Ona E{X:‘ = ﬁz k= —5 . Ensuite, par transfert,
k=1
n4+1){2n+1
E{XE) = }_1 e ( )g :I. Par Koénig-Huygens :
k=1
(n+1)(2n41)  (n+1)? _ (n4+1)(2(20+1) = 3(n+1)) _ (n+1)(n—1),
V(X) = 6 -7 = T2 =12

n+1

Donc E(X) = — et V(X)) = ""'"215 L

2. Onpose n =bh—a-+1 et X uniformesur {l,.. n} . Lavariable X +a —1 prend

chaque valeur wu £ {a,. - b} avec probabilité P(X —u—a-+ 1:1 — % . Elle a donc la loi
n+1 b—a+ 2

de ©J . Par conséquent, E{U} = 5 +a—-1= — + @ — 1. Enfin, une
2
translation ne change pas la variance. Donc E(U} = QT—H:' et V{U] _ (b—a —1|_21j —1

3.Ici @ =0 et § = 10,donc n = 11.L'espérance vaut 5 et la variance
1

121 -1
12 :1|:|-

Corrigé de I'exercice 5 : Moments de la loi binomiale par le
calcul direct

1. Pour 1 <k <n:

n n! n—1)! n— ]
k( k) = W(!n—k)‘ =n: (k—1)! ((51_1))_ (h—1))! = n[\let?]( k_ll[\nghht?])

Ensuite, pour 2 < k& < n, on applique cette formule deux fois, la seconde avec n — 1 et
k—1:
-1 . -2 .
ﬁg{ﬁg—l}@) = n(k—D\et?] (3 [\righht?]) = nl-D)[\let?](}_3[\righht?]). Les
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deux identités sont établies.

2. Leterme k = (0 estnul.Puisonpose j = & —1 :

n n=1 . .
B0 =32 n[\let?] (i [\righhe?]) pk gnk = npzo[\efm(”g-l—n) p? g™t I = np(p +q)" L
= J:

Comme p+¢ =1,onobtient E(X) = np.

3. Partransfert, lestermes k& = 0 et k = 1 sontnuls. On pose ensuite § = & — 2 :

B(X(X-1)) = n(n—l)pgi[\eftﬂ(”}?—*))p:’ q"?77 = n(n-1)p
f=

Donc E(X(X-1)) = n(n—1)p2.

4. Parlinéarité, B(X2) = B(X(X-1) + B(X) = nln-1)p2 + np . Ainsi,
V(X) = nfn—1p? + np — n?p? = np — np? .Onretrouve V(X) = np(l—p).

Point de méthode : le moment (X (X —1)), dit factoriel, se calcule mieux que F{ X2), car
k(k—1) se simplifie avec k! .

Corrigé de I'exercice 6 : Espérance d'une variable a valeurs
complexes

1. Par la formule de transfert, puis par la formule du bindme :

B(ei#X) = 2 (1)(pei®) gk = (g 4 pei®)"

Donc E(Eﬁﬁ' X:l — I:q + pezﬁ'}ﬂ i

2. Pour p = % , on factorise par I'angle moitié :
1 —+ e‘i-ﬁl '35';2 E—‘i.ﬁll.'llg + gt.ﬁl."llg
7 — & 7
E{Eéﬁ? X:, — Emfi'ﬁcosn{g/g)_ Son module vaut |c;os|:.9/2}|n .Pour @ = 4r, on obtient

B(ew X) = 0,car cos(mf2) =0 et n>1.0r cos(m X) estla partie réelle de

_ Eégﬁcos(ﬁfﬁ} . Par conséquent,



etr X, donc Efcos(m X)) = Re(E(e*™ X)) = 0. Ainsi E(cos(r X)) = 0. De plus,
cos(ﬂ X} = {_1)X vaut 1 si X estpairet —I1 sinon. Donc
P(X pair) — P(X impair) = 0. Autrement dit, P(X pair) = %

n—1
3. Onnote ,, — ¢ %Z w™.Si m divise k, alors
u=10n
— ; ; - 1 —
w = 1 etlasommevaut 7m.Sinon, w f,é 1 et la somme géométrique vaut — =10,
car w" = g2imrk — 1.Donc E(ZK¥) =1si n|k et E(Z*) = 0 sinon.En
E(Z)y=10.0r |Z] =1,donc E{|Z]) = 1.Linégalité

2er k/n  Partransfert, E(Z¥) =

particulier, comme n > 2,
|B(Z)| < B(|Z]) esticistricte: 0<1.

Corrigé de I'exercice 7 : Formule de transfert et inverse d'une

binomiale

1. Pour 0 <k <n,ona (nt+l)—(k+1) = n —k.Donc

n n! n+1)! n .
F#l( k) = (k1) (n—k)! T n}rl'(k—k(l)! (fg—k). = n+1[\1etﬂ( k—:ll[\rlghht?])‘

L'identité est démontrée.

2. Par la formule de transfert, puis la question 1, et enfinavec 7 = k + 1
n n41
Z [\let?]( k+1 \rlghht7])pk+l -

k=0 —

)pj anrlfj.

=(x51) = G

La derniere somme est le binéme (p + q}”"'l — 1 privédesonterme 7 = 0, qui vaut
n+l p e
onc .
q B(xm) = (m+Dp

3. Pour m =1, X vaut 0 avec probabilité g et 1 avec probabilité P . Directement,

E(Xl 1) =g+ jgj Par ailleurs, la formule donne
— 2 — —
1_¢ (1 ) + g) 1+g—2 £ Les deux valent 1—%.

2m 2m 2 = 2
_ 1 1-1/8 73 _ 7
4, Pour nn = 2 et p=3. la formule donne ng =g = 12 On le vérifie :
1 11,11 7 _ _ 1
@'1—1|_§'§ +$'§ T 15 - Enlrevanche, E(X) =1, donc E(X)+l =7.0na
Blxm=1>3= B+
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Corrigé de I'exercice 8 : Espérance a l'aide des probabilités P(X
= k

n
1.Pour 1<k <m,ona PX > k) = Z P(X = 7} on échange ensuite les deux

3=k
sommes finies :
n 3 J ' n,o _
Y P(Xzk)= ) Y P(X=j)=) jP(X=j)
k=1 j=1k=1 =1

n
Leterme § = O de I'espérance est nul. Donc F{X) = Z PX > k),
k=1

2. Notons D21 et Dg les deux dés. L'événement {M < k} est {D1 < k} N {Dy < k}.
L2
Par indépendance, P{ﬁg < ,Eg:, = = . Ensuite,

_36
(k—1)*
PMM>k=1-PM<k-1)=1-"%5 . Donc
6 2
(k—1) 0+1+4+9+16+25 55
B(M) = 3 (1~ 55-) =6~ 36 = 6 — 35
=1
Ainsi E{M}:%M-gﬁ?.
2 _ L1y
3 Pour 12k 26,0na P(M=@=P(M£@—P(M£k—ﬂ=k—§§ 2
Donc P(M = k) = 251 on verifie Zk(ﬁﬁg— ) =2x91-21 = 161.0n
=1

retrouve bien E{M} = %

4. Deméme, {m > k} = {Dq > k} N {Dq > Kk}, donc Plm > k) = (7 EBHE. Par la

question 1 :

36 +25+164+9+4+1 91
E(m) = 36 = 35’

Ch

Donc E(m) = 35 ~2 2,53 . Controle: M +m = Dy + Dq, donc

B(M)+ E(m) =7.or &1+ _ 23562 — 7. La figure ci-dessous montre les deux lois :

36




elles sont symétriques l'une de I'autre par rapport a % .

0.35{ HEE maximum M | \E(m) =

91
36
B minimumm !

0.30

0.25 4

0.20 1

probabilité

0.15 1
0.10 -

0.05

0.00

Corrigé de I'exercice 9 : Covariance nulle sans indépendance

1. Par symetrie, E{X:‘ = # — (0. Ensuite, ¥ suit la loi de Bernoulli de paramétre
P(X #0) =5, donc B(Y) = % De plus, XY X3 — x,car X €{-1,0,1},

Donc E(}IY} = 0.Ainsi Cov(X,¥)=0-0 >< z=0.

2.0na P(X =0,¥ =1)=0,car X =0 impose ¥ = 0 .Cependant,
P{X = D}P{Y = 1} = %% = g?é 0. Les variables X et Y ne sontpas

indépendantes, bien que décorrélées.

3. D'abord, V(X&) = E{XE) = % et V(¥V) = 55 = - Comme la covariance est nulle,
VIX+Y) = %4-% = g.Vériﬁons aveclaloi.Si X = —1ou X = 0,alors
X—I—Y—D si X =1,alors X—I—Y:Z Donc X +¥ = 28, avec

~ B{Bj Ainsi V{X +7¥) = 435 Les deux méthodes donnent
V(X +Y) =
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Corrigé de I'exercice 10 : Couple défini par un tableau

1. On somme les lignes, puis les colonnes. On obtient P(X = 0) = 03, P(X =1) =03,
P(X =2 =04,puis P(Y =0) =06 et P(Y =1) = 04.

2. Oncalcule BE(X)=03+08=11le E(X?) =034+16=19. Donc
V(X) = 1,9 - 1,21 .Ensuite, ¥ ~ B(0,4).Ainsi B(X) =11, V(X) = 0,69,
B(Y)=104et V(Y)=024.

3. Par transfert, seuls les termes ou T ?é 0 comptent :
EXY)=1x1x014+2x1x0,1 = 0,3.Donc
Cov(X,Y ) =03 —-11x 0,4 = —0,14 . La covariance vaut —0,14. Elle est non nulle,
donc X et ¥ ne sont pasindépendantes.

4. Par bilinéarité de la covariance :

V(X +Y) =0,69+0,24 —0,28 = 0,65,
V(X —Y) = 0,69 +0,24 + 0,28 = 1,21,
V(2X —8Y) =4 % 0,60 +9x0,24 —12 x (—0,14) = 6,6.

Vérifions la premiére valeur. La variable § = X 4+ ¥ vaut 0 avec probabilité 0,1, 1 avec
probabilité 0,2 + 0,2 = 0,4, 2 avec probabilité 0,1 +0,3 = 0,4 et 3 avec probabilité
0,1.Ainsi E(S) =15 et B(S%)=04+16-+09 = 2,9.0n retrouve
VIX+Y)=29-225 =065 ;deplus V(X —-¥) =121 et
V(2X -3Y)=66.

Corrigé de I'exercice 11 : Espérance et variance d'un produit

indépendant

1. Les variables X et ¥ sontindépendantes. D'aprés le lemme des coalitions, X2 et ¥ 2 le
sont aussi. Donc  B{X2Y2) = B(X2)E(Y2) et E(XY) = E(X)E(Y).0n écrit
EI:XE} = V(X)) + E{X}E , et de méme pour ¥ . En développant :

V(XY)=(V(X)+ EX)H)(VY) + E(Y)?) — E(X)?E(Y)2



Aprés simplification, V(XY) = V(X)V(Y) + V(X)BE(Y)? + V(¥V)E(X)?.

2. Le produit XY prend ses valeurs dans {0, 1} . Par indépendance,
P(XY =1) = P(X = DP(Y = 1) = pp/ .Donc XY ~ B(pp) et
V(XY )= pp/(1—pp/).Avec g =1—pet g/ =1—p/,laformule donne
pap'e’ + pap’ 2 + p'g’p? = pp'(a(g’ + p’) + ¢/ p) - Cette quantite vaut
pp'(ag +9/p) = pp/(1 — pp’) . On retrouve bien le résultat.

3. Parindépendance, B(X¥V) = (%) 49 .Ensuite, avec V(X ) = V(V) = 12
25 35 49 _ 1225 410290
Donc E(XV) = et v(xV) = 115%5 79,97 . Controle :
E{XQ}E E{XY:IE 8281 . 2%501 _ 312‘:}14—421509 ce qui redonne 1%45‘]45 .
4, Prenons ¥ = X avec X o B{g} Alors XYV = X2 = X ,donc V(XY ) =z.la

formule donnerait 16 + 2 - @ @ = 1§ - La formule est fausse sans indépendance.

Corrigé de I'exercice 12 : Points fixes d'une permutation
aléatoire

n
1. Onnote A; = {r:r(ﬂ':l = @}.AIors N = Zlﬂf . Les permutations qui fixent %
=1
correspondent aux permutations des n — 1 autres éléments. Elles sont {(n—L1}! parmi n!,
donc P(Aé 1 . Par linéarité, E{N} = 7 - 1 . Donc E(N:l =1.

2. De méme, les permutations qui fixent z et 7 sontaunombrede (n—2)!. Ainsi,
. N 1 1. =14-M A4
P(A;NAj) = nla—1) - Comme lada; =lana;:

1 1 _ n—(n-1)
CDV(lAi? 1‘4}') — nln—1) " n2 T ap2(n-1)

. 1
Cette covariance vaut n2n—1) *

3. Par la formule de la variance d'une somme, avec n{n—1) couples ordonnés (2, 7}, 4 7 :
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Sl

VN) = (1= %)+ n(n=1) iy = 1= h +

Donc V{IN) =1, quel que soit n > 2.

4. Lavariable IV est positive. Par I'inégalité de Markov, P{N > 3:, < % _ % Ensuite,

N > 3 implique N —1 > 2,donc {N > 3} C {|IV —1| > 2} . Par Bienaymé-
Tchebychey, P{N > 3:, < V(N)

‘11 . La borne de Bienaymé-Tchebychev, %, est
meilleure que celle de Markov, % .

La figure ci-dessous donne la loi exacte de IV pour 1 = 6, obtenue en énumérant les 720
permutations. On vy lit P{N > 3) = % ~ 0,078, bien sous les deux bornes. On note aussi que
P(IN = 5) = 0 : une permutation qui fixe 5 éléments fixe forcément le sixieme.

0.4. : E(N)=1etV(N)=1
' 265/720 264)720
0.3-
=
[
= 0.2 1 135/720
Q.
0.1-
40/720
15/720
0.0 _ 0/720 1/720
' 0 1 2 3 4 5 6

nombre N de points fixes (n = 6)

Corrigé de l'exercice 13 : Tirages sans remise et loi
hypergéométrique




. L'univers {2 estl'ensemble des *.-uplets de boules distinctes, muni de la probabilité uniforme.
1

Son cardinal est A}j’g = ﬁ . Pour réaliser Bp , on choisitla k -iéme boule parmiles §
blanches, puis les 1 — 1 autres parmiles N — 1 restantes, dans I'ordre. D'ou
|Bk| = bAFg__ll.Or AE; = N A}lf_—ll . Donc P{Bk:' = % , quel que soit le rang
k.

.Ona X = Z 1By . Parlinéarité, E(X) = }Lﬁ

k=1

. Pour k& ?é { , on choisit de méme les boules des rangs k% et [ parmi les blanches, puis les
autres. Ainsi |Br N By| = b(b—l}A}’*f__gg et Ay = N{N—I}A}"f__gg . Donc

b(b—1
P{Bk M Bg:l = m . Ensuite :
b1 b2 B(N(-1)—b(N-1)) b(b-N)
COV(lBk, ].Bg) = N(N-1) ~ N2 = Nz(N—l) = Nz(N—l)
a covariance vau ~ WA : elle est négative.
, b b b(IV—b) _ e -
. Chaque 1B; apour variance F(l _F) = = .Avec n{n—1) couples ordonnés :
nb(N—5b) n(n—1)b(N-b) nb(N b) n—1
el sy )
V(X) N? N?(N-1) N? N-1
—1 N— . b b —
Or 1— =7 = Jr—1 Onobtient V(X) = ny(l - 3)5=1"
_ 235 _ 12
.Avec N =10, b=4et n =5 ontrouwe E(X)=2et V(X)=5-££5=3.

Avec remise, le nombre de blanches suivrait la loi  B{5; 0,4) , d'espérance 2 et de variance 1,2

. Les espérances sont égales ; sans remise, la variance 2 est plus petite que ¢ .En

3
ﬁ‘;:;" = g traduit la corrélation négative des tirages.

T

effet, le facteur

Corrigé de I'exercice 14 : Urnes vides

1. Soit Ej I'événement « l'urne  § est vide ». Chaque boule évite I'urne  § avec probabilité
mn
1 — 7 . et les boules sont placées indépendamment. Donc  P(E ) = (1- l) — g .Comme
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V = Z 1B, lalinéarité donne E(V) = ra . Donc B(V)=r(l- %) , etle
2=1
nombre d'urnes occupées a pour espérance  — :.w(l — )n
2. Pour 7 ?é %, chaque boule évite les deux urnes avec probabilité | — ?—, . Donc
P(BE;NBL)=b et Cov{lEj, 1g,) = b—a?  Parailleurs, V(1g;) = a(l-a).uy

a r(r—1) couplesordonnés (7, k) avec 7 # k .Donc

V(V) = ra(l—a) + r{r-1(b — a?).

=

e ]

B1 1

3. Pour n = = 4 : :ﬁtb:

1 _ 16 N _a.28L _
= = aeg - D'abord, E(Vv)=4- 25 =

,_.
o
TP

Ensuite :

1
V(V) = 458202

o
‘«a

2+ 19( 4096 — 6561 _ 56700 — 29580 _ 27120,
65536 - 65536 — 65536

4. llya 44 — 956 répartitions équiprobables. On compte les cas :
o ¥ = 3 :toutes les boules dans une méme urne, soit 4 cas;

o V¥V = 2 :onchoisit 2 urnes, puis une répartition qui les remplit toutes deux, soit
6x (2% —2) = 84 cas;

o ¥ = 0 :uneboule parurne, soit 4! = 24 cas;

o ¥V =1 :lereste,soit 256 —4 — 84 — 24 = 144 cas.

- 1444168 +12 324 Bl
et EX }1-4_4+3362—5|-636 8_256?55 = 6a - reue 8256 — 6561
e VIV 8256 — 6561 .
(V<) = 056 = Zggg- Donc V(V) = 4036 -Laloi

24 144 B4 4 . 8l 1635
(356 756’ 256’ 756) confirme E(V) = g3 et V(V) = 56

Corrigé de I'exercice 15 : Nombre de changements dans une

suite de lancers

1. L'événement {C; = 1} estlaréunion disjointede {X; = 1, X ;11 = 0} etde
{X; =0,X;41 = 1} Parindépendance, P{C; = 1) = pg +gp = 2pg . Comme



e
C = Zf_’fﬁ' ,on obtient E(C) = 2(n—1)pg.
1=1

2. Lavariable ' estune fonctionde (X X;41),et €5 unefonctionde (X ;, X, 11).
|+ — 7] = 2, les ensembles d'indices  {z, ++1} et {7, 741} sontdisjoints. Par le lemme
des coalitions, C'; et Cj sont indépendantes, donc décorrélées.

3. 0ona €;C;11 = 1 sietseulementsi X ?é Xiyret Xiqq ?é X419 Les triplets
possibles sont (1, 0,1} et (0,1, 0}. Donc
B(CiCi+1) = p%q +¢%p = pa(p + q) = pg . Ainsi
Cov(Cy Civ1) = pq — 4p2q? = pqa(1-4pg).

4. Chaque C'; suitlaloi B(2pg), donc V{(C;) = 2pg(l — 2pg) . Dans la somme des
covariances, seuls les couples % < § avec § = % -+ 1 comptent, d'aprés la question 2. Il y en a
n — 2. Par conséquent V(C) = 2(n—1)pg(l — 2pg) + 2(n—2)pg(l — 4pq) .

5. Pour p = % pg = % : la covariance est nulle et V{Gﬁ-} = %.Avec n —1 = 100, on

trouve E(C) = 50 et V(C) = 25 . Par Bienaymé-Tchebychev,

2% 1
P(|C -850 2 10) < {p5 = 3 -

Corrigé de I'exercice 16 : Inégalité de Markov et somme de dés

1.Ona S = Dj+ Dy avec Dy, Dq indépendants de loi uniforme sur {1,. .., 6}.Par
D _ o 35 _
lingarité, E(S) = 7 .Parindépendance, V(S) = 2x i5.Donc E(S) =7 et
Vis) =%

7
10

| — 7| = 3. Par Bienaymé-Tchebychev, P(s > 10) < 35/6 3 ~ 0,65 - Enfin, les

couples qui donnent .S > 10 sont (4,6}, (5,5), (6,4), (5 6:1 {6, 5) et (6,6).La
valeur exacte vaut % = % ~~ (0,17 , loin des bornes 0,7 et 0,65 .0n peut dailleurs
améliorer la seconde borne. En effet, la loi de S est symétrique par rapporta 7, donc

P(S > 10) = P(|S - 7| > 3) < 2 = 0,32.

2. La variable § est positive. Par Markov, P{S > 1[]) < Ensuite, 5 = 10 implique

3. Comme 0<m < a,lenombre 2 estdans ]0,1].0n déﬁnit Xpar P(X =a) =T
et P(X=0=1-F . Aors X >0et B(X)=a-T =m . Deplus,

P(X > )= 2 — % . L'inégalité de Markov est une egalité pour cette variable :
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on ne peut pas I'améliorer sans autre information sur la loi.

Corrigé de I'exercice 17 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
pour une binomiale

1. Les lancers sont indépendants et chacun donne pile avec probabilité % .Donc X ~u E{l[j[j]] %}
avec E(X)=50et V(X) = 25.

2. Par Bienaymé-Tchebychev, P(|X — 50| = 10) < % = %
140 < X < 60} {|X — 50| < 10} est I'événement contraire. Donc
P(X 50/ > 10) < % et PA0<X <60) > 3.
3. On veut 25 < 0,05, cest-a-dire #2 > 500 .0r 9292 — 484 et 232 — 529.Le plus

petit entler convenableest i = 23.

o

4, Par Markov, P(X > 6[]} ﬁ =5 Ensuite, 100 — X compte les faces et suit la méme loi
que X .Donc P(X > 60) = P(100 — X > 60) = P(X < 40) . Ces deux événements
disjoints ont pour réunion {|X — 50| > 10} . Ainsi 2P(X > 60) < % On obtient

P(X > 60) < &, bien meilleur que 3.

La figure ci-dessous montre la loi de X . Les valeurs en rouge forment I'événement {|X — 50| > 1[]}

. Sa probabilité exacte, environ 0,057, reste loin du majorant 0,25 . De méme,
P(X > 60) = 0,028,



010 P(|X — 50| = 10) ~ 0,057
' majorant de Bienaymé-Tchebychev : 0,25
0.08 -
<
I 0.06 -
x
Q
0.04 -
0.02 -
0.00 - = = -
30 40 50 60 70
k

Corrigé de I'exercice 18 : Taille d'un sondage

1. Parlinéarité, E(F., ] = p.Les X, sontindépendantes, donc

1 (1—p) 1 1,2 1
V(F, :E.ﬂp{l_p)zp 2 or p(1-p) = 5 —(p—5)° < 3 Donc

E(Fp) =p et V{Fn:'ﬂ.;_ﬂ
. , . 1 635
2. Par Bienaymé-Tchebychev et la question 1, P{|F,, — p| = 0,02) < g~ G552 = = -

Cette borne est au plus 0,05 si et seulementsi n = 12 500 . Interroger 12 500
personnes suffit.

3. Avec &€ = 0,01, la borne devient Eiﬂ ,etilfaut m > 50000 . Diviser la précision par 2

multiplie la taille suffisante par 4. En effet, cette taille est proportionnelle a 51_9 .

4. Lafonction p — p(l—p) est croissante sur [0 l]. Donc,si p <01, p(l-p) <0,09.La

13
0,03 225 : | _
n% 0,0004 — m - Il suffit alors de 7 = 4 500 . La figure ci-dessous

compare les deux majorants et leur seuil commun 0,05 .

borne devient
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0.30

— 25
‘8 0ot majorant 4n£ ===
= ' — sip=<0,1:2235
3
S 0.20-
o
%’ 0.15 -
5 n=12500
< 0.101
5 0.
(@]
= a=0,05
e R e e il
n:
0.00

5000 10000 15000 20000 25000 30000
taille n de I'échantillon

Corrigé de l'exercice 19 : Moyenne de lancers de dés

e
B2 ~T m

1. Les résultats Dl,. ., Iy sont indépendants, d' esperanc et de variance

7

2 !
B(M,) = % Par indépendance, V(M ,) = n— {5 - Donc B(M :1
VM) =

r linéarité,

o8]

2. Par Bienaymé-Tchebychev, P(|M, —3,5| > 0,1) < m On impose que cette borne

soitauplus 0,05, soit 7 > goog & 5833,3 . llsuffitde 5834 lancers.

3. Lafréquence F', estla moyenne de 7 Bernoulli indépendantes de paramétre % . Donc

1. 15_ 5 5
V(F,) :5 moEE = 3pn ONIMPOsE o3 < 0,1, soit
n = % % 10-5 ~ 13 888,9. Il suffit de 13 889 lancers.

4. Pourtout >0, 0 < P(|M, 3

encadrement, la probabilité tend vers (1 : c'est la loi faible des grands nombres pour les
dés.




Corrigé de I'exercice 20 : Variance nulle et meilleure

approximation par une constante

— 2 —
1. Par transfert, V{X} - Z ':ﬂ: N m:' P{X - a:} . C'est une somme de termes positifs.
x e X([2)

Elle est nulle si et seulement si chaque terme est nul, c'est-a-dire  P(X = x) = 0 pour tout
T # m . Celaéquivauta P(X = m) = 1.Donc V(X) = O sietseulementsi X

est presque sirement égalea 1.

2. De méme, B(X) = E :ﬁP{X = ) est une somme de termes positifs, car X = 0 .Si
I
elle est nulle, alors P{X = z) = 0 pourtout = >0.Donc P(X =0} = 1.

3. Onécrit X —a = (X —m) + (m — a) . En développant, puis par linéarité :
g(a) = V(X) +2(m — a)E(X —m) + (m —a)? = V(X) + (m — a)?,

car E(X —m) = 0.Ainsi 9 atteint son minimum V(X ) en a = m et
seulement en ce point.

4, On pose .«;:M.Comme a< X <5 ,o0na |X_,;~|~:_:M.Parlaquestion3etla

2 2
2 2
croissance de |'espérance, V{X} — gl:m} < gl:C:l < (B ;G‘j . Donc V{X} < (B ;ﬂ) ol

yaégalitési X vaut o et £ avec probabilité % chacune. En effet, danscecas ™M = ¢

Y.
et {X _ C)E — JBTO‘:' . Par exemple, une Bernoulli de parametre % a pour variance %

Corrigé de I'exercice 21 : Coefficient de corrélation et

régression linéaire

1. Par bilinéarité, A(X) = V(¥ — A X) = V(¥) —2X Cov(X, ¥) + A2V(X). Cest un
trindbme du second degré, car V{X} = (. Il est positif pour tout réel 2}, donc son discriminant
est négatif ounul 1 4 Cov(X, ¥ )? — 4V(X)¥(Y) < 0. Donc

Cov(X,Y)? < V(X WV(Y).

2. En prenant la racine carrée, |[Cov{X, ¥ )| € o(X )o(¥ ), donc |p| < 1.Supposons
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Cov(X,¥Y)
V(X))
20, ¥ — ApX est presque sGrement égale a sa moyenne § . Donc
P(Y = ApX + &) = 1.Réciproquement, supposons P(¥ = aX +b) =1 .Alors ¥
et aX -+ b ontles mémes moments, car les formules de transfert ne différent que sur un
événement de probabilité nulle. Ainsi Cov(X,¥) = aV(X) et V(Y) = a?V(X), avec
a3 0car V(¥)>0.Donc p = |$§c}) = £ 1.0na [g| €1, avecégalité si et
seulementsi ¥ = aX + b presque sirement.

|p| = 1. Le discriminant est nul, donc A s'annule en Ap = . D'apres I'exercice

. Fixons a etposons W = ¥ — a.X . D'apres I'exercice 20,
ela, b) = E({W — b}g) = V(W) + (E(W} — b)g .Donc ¢l(a, b) > Ala), avec égalité
si et seulementsi & = E(Y:l — ELEI:X:I . Ensuite, le trindbme A atteint son minimum en un

unigue point Gy = % . Ce minimum vaut
Cov(X,Y)?
h(ﬂo) = V(Y) - V(X) = V(Y)(l — 102)'
Cowl(X,¥)

Le minimum de % est atteint au seul couple Gy =
by = B(Y) —agB(X), etilvaut V(¥ )(1 - p2).

Vo !

. Par bilinéarité et indépendance, Cov(X,Y ) = V(X )+ Cov(X, %) = % . De plus,
V(Y) = 33 Donc o= 35/12 = L Ensuite gg=1et pg=7-— ?  Enfin
— 6 (35/12)(35/6) ~ V2 ' 0= "72 '

- 35 1 . g — 7 ..
[e minimum vaut E(l — ﬁ) . On obtient p =5 G = 1 , b,j =3 et un minimum

égal a % . Ce minimum est V{E) : la meilleure prévision affine de la somme remplace le

second dé par sa moyenne. La figure ci-dessous montre les 3& couples équiprobables et la droite

y:;r;—|-§.



129 droite de régression y = x + Z ?

117 m point moyen (,7) ¢ ?

10 A ? ?
N 9 ’ !
+
X 81 ? ?
I
> 74 ¢ ?
£

_ Y
£ 6
@ 5-

4_

3_

2-

3 4 5 6
résultat X du premier dé

et

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : polynomes de Bernstein et

théoreme de Weierstrass

1. Lavariable Sy prendlavaleur % € {0,..., n} avec probabilité (TL):E;?{I—:E:I“_};,avec la

convention g0 — 1 pour & € {0,1}. La formule de transfert donne alors I'expression
demandée. Chaque terme est un polynome en I de degré au plus 7., donc Bn{f} est
une fonction polynomiale.

2. pour f =1, Bo(f)(x) = B(1) =1.Pour f(t)=t¢, B () = E(fn) _ .
Pour f(t) = t2, on utilise Kénig-Huygens :

B(S2) = V(S,) + E(5,)? = no(1-2) + n2z2 .Donc Bp(1l) =1,

B,(t) ==z et B,(t?) = 22 4 i“'ilﬂ_*ﬂﬂ'.

3. Lavariance de |¥| est positive, et |¥[2 = ¥2.Donc 0 < V(|[¥|) = E(Y?) - B(|Y])?
.Comme E([Y]) > 0, onobtient E(|Y]) < /E(Y?).
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4. Par linéarité, Bn(f)=) - flz) = E(f(%) — f{@) . Ensuite, on utilise successivement
l'inégalité triangulaire, le caractére lipschitzien de f et la question 3 :

Ba(f)(@) = 1(@) < K B([\Bigk) 7 — e1\Bigl?)) < K\/V(7) = KV

En effet, E{ ¥y = g - Enfin, z(l—x) ‘:i z-Donc |B,(f)(x) - flz)| < E‘i{_ pour tout

€ [0,1.

5. La fonction [ est continue sur le segment [0, 1] . Par le théoréme de Heine, elle y est
uniformément continue. Il existe donc & > 0 tel que |3 — £| <& implique |f(s) — f(t)| < e.

Notons 4 — {|% - $| > [‘adedelta?]}- En tout pointde {2 ,o0na
: Sy :
(\Bigl?]f( ) — f(=)\Bigl?) < & + 2/ |1

En effet, hors de A , le membre de gauche estau plus £ ;sur A ,il estau plus 2|f|m . Par
croissance de I'espérance, |Bp(f)(x) — flz)| < e + 2|j'f| P(A) . or Bienaymé-Tchebychev

x(l—umx) 1 | f|
donne P(A) < oy < 25l Ainsi B (£(z) - flo)| < e _|_ —Dﬂ . Ce majorant ne
dépend pasde I, car 4 n'en dépend pas. Pour s, > ﬁ; on a donc
DIB(T) = 1126 pa conséuent, , SU IBn(f)(ﬂ?) f@l =0
1 I

6. Avec f(0) = f(1) = et f':z) —0:
By(f)(z) = %(1—93) +20(1-2)x 0+ 3e2 =02 — ¢ 4+ 1

Donc By(f)(x) = i — 1 —|-% .En 1 = % Bg(f}{g} , donc I'écart avec

f{%) = [0 vaut % Or f est 1 -lipschitzienne, par I'inégalité trlangulalre renversée. La

- 1 crifie bien L < o La fiaure ci.
question 4 donne donc la borne ke 0,354 . On vérifie bien ) < ik La figure ci-dessous

montre Bg{f} , Blg(f} et B5g{f:l : I'écart maximal, atteint en 5 diminue lentement.

Point de méthode : on vient de démontrer le théoréme de Weierstrass sur [0, 1], étudié plus en détall

S

en seconde année. L'idée clé consiste a couper selon que Tﬂ est proche de & ou non, puis a contréler

le second cas par Bienaymé-Tchebychev.
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