Corrigés des exercices de maths spé

Espérance et variance

Corrigé de I'exercice 1 : Loi géométrique par la formule des
queues

1. L'événement {X = n) signifie que les 1 — 1 premieres épreuves sont des échecs. Par le
calcul direct :

400
P(X>n)= ) pgtl=pgqrl.r1 =gt

Ainsi, P(X > n) = ¢" 1 pourtout n > 1.
2. Lavariable X esta valeursdans [N*. La formule des queues donne donc, dans [0, oo :

B(X)= Y ¢ l=1

n —

Par conséquent, E{X} = %

3. La famille l:;@l(k 1:' r qk_ljlk > 1 est positive. D'apres le cours sur les séries entiéres, pour

=2 — —2
|$| <1,ona Z k(k 1} * T (1- $)3 (dérivée seconde de ﬁ ).Avec T = 7,

la série converge. Par Ia formule de transfert :

2
k=2

Donc E(X(X-1)) = gg
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4. D'abord, X2 = X{X—l} + X est d'espérance finie. Ensuite, par Konig-Huygens :

V(X) = B(X(X=1)) 4+ B(X) = B(X)? = 4 4 B, _ 1 _Zatp=l_ o

_— q

Ainsi V(X)) = pi-Pour p = % : B(X) =3, V(X)==6et
J{X} =6 2,45, La figure ci-dessous représente cette loi avec sa moyenne et la bande
B(X) +o(X).

0,351
— E(X)=3

0,31 E(X) = a(X), o(X) =V6 ~2,45
0.25 - mm P(X=k)=1(3)!

0,2 1

0,15 -

1 2 345 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
k

Point de méthode : pour une loi a valeurs entieres, les probabilités de queue fournissent souvent
I'espérance sans aucune dérivation de série.

Corrigé de I'exercice 2 : Loi de Poisson et formule de transfert

1. Ona 0« ﬁ <. 1. La variable est bornée, donc d'espérance finie. Par transfert :



o0 o0
1N 1 _>\ _ eA AR oAy
E(HX)_ k+1° A Z (k+1)! = A(e —1).
E=0 k=0
1 1 —e—a
Donc E(1+X) — ;) .

A . L . k
2. D'aprés la formule de transfert, +-X est d'espérance finie si et seulement si Z |f|k e— " %

converge. Or cette série exponentielle converge pour tout réel % . Ensuite :

E(f:X) = g—A Z T = e—AeAt,

Ainsi E{tx) — .g}":t —1) pourtout £ £ R.

3. Les termes d'indice 0, 1 et 2 sont nuls. Par transfert, la série étant a termes positifs :

400

BX(X-1)(X=2) = 5 = o = Z Y]

Deplus, X3 = X(X-1)(X-2)+3X2 -2, en développant. Enfin,
B(X?) = V(X)) + E{X}g — X 4 A2 . Parlinéarité :

E(X3) =23 4+3(X +22%) =2

Donc E{XB} = X3 4322 4 ).

Corrigé de I'exercice 3 : Loi uniforme sur un ensemble d'entiers

1. La variable ne prend qu'un nombre fini de valeurs : tous ses moments existent. Par transfert :

7
711 Z _ n—H E(XQ) — 71_1 Z k? _ (n+l)g2n+l),
k=1 k=1

Ensuite, par Kénig-Huygens :
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V(x) = @thentl) (n+1)® _ (n+1)(2(2n+1) = 3(n+1)) _ (nd1)(n—1),

6 4 - 12 12
Ainsi B(X) = ﬂ+1 et V(X)= nﬂlgl .
2. Par transfert, avec une somme géométrique :
1 1
Xy _ 1 ko 2"l — 9
E(2%) =3 ok = 2
k=1

—_ l _2 Hﬂ.
De méme, E(1/X) =75 Z L - Donc E{EX} — et E( ) =7 -

Pour 1 < k < n,l'événement (X > k) contient n — k -+ 1 valeurs. Donc

P(X > ,Eg} — n+k+1 , et cette probabilité est nulle pour #% = n . Par conséquent :

E(X)zzn:n—k—l—l Zj_n—l—l

7=1

On retrouve bien E{X} ﬂ+1

Corrigé de I'exercice 4 : Une variable d'espérance infinie

L —1__L L tél i t
At — 7 afl- a somme télescopique vau

[
1
E n—l—l 1—ﬁN—}—|—DO]1

1. Les nombres

_1 "
nlnt1) sont positifs. De plus,
donc:

On définit donc bien une loi de probabilité sur |*.

_ 113y _ 1
2. Par le méme télescopage, P{X 2 ”:' - k; (k o k+l) — 7T . Premiére méthode : la
n



_ 1 _
formule des queues donne E{X:‘ - Z m = Fo0 , car la série harmonique diverge.

n > 1
C m___ 1
Seconde méthode : par définition, B(X) = Z nin+l) — Z a+tl — T pinsi
n > 1 n > 1
P{X > ﬂ;] = % et E{X} = +oo : X n'est pas d'espérance finie.

JT
E(VX) = m_ 1 a0 .
3. Par transfert, n;1 nin+1) . Or nln+1) BETFE terme général d'une série de

Riemann convergente. Donc /X est d'espérance finie.

A nk 1 L s . . .
4. De méme, aln+1) ~ oo La série a termes positifs converge si et seulementsi 2 — o =1

. Par conséquent, X “ est d'espérance finie si et seulementsi o <1.

Corrigé de I'exercice 5 : Somme et différence de variables de

Poisson

1. Les variables X et ¥ sontindépendantes et d'espérance finie. Donc
E(XY)=E(X)E(Y) = A u.rarlinéarité, E(X +Y ) = A+ u.Deplus,
l'indépendance annule la covariance, donc V(X 4+ ¥ ) = V(X ) + V(¥ ) . Ainsi
BXY)=)g, BX+Y)=A+pet V(X +¥)=X+u.

2.0na V(X -Y)=V(X)+V(-Y )4 2Cov(X, =Y ) = V(X)) + V(Y ), car
V(=Y ) = V(Y) etla covariance est nulle. Ensuite, par bilinéarité et symétrie :

Cov(X +YV, X =Y)=V(X)=Cov(X,Y)+ Cov(V, X)=V(YV) =X — p.

Donc V(X -Y)=2A+puet CoviX +¥, X -¥) =X —pu.

3. Si A = &, lacovariance est nulle. Cependant, I'événement (X + ¥ = 0) équivaut a
(X =0,¥ = 0),doncilimpose X —¥ = 0. Ainsi
PX+Y =0,X-Y =1)=0.Enrevanche, P(X +¥Y =0) = e~ 22 >0 et
PX-Y=1)>PX =1,Y =0)=Xxe 2 >0.Lesvariables X + Y et
X — Y sont non corrélées mais pas indépendantes.
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Point de méthode : pour prouver que deux variables ne sont pas indépendantes, il suffit d'exhiber deux
valeurs @ et b tellesque P(U = a,V =b) = 0 alorsque P(UJ = a) P(V = b)>0.Une
covariance nulle ne suffit jamais a conclure dans Il'autre sens.

Corrigé de I'exercice 6 : Variables centrées réduites

1. Soit @ >0 et § réel.D'abord, E{aX +b) = a E(X) + b, qui est nul si et seulement si
b = —a E(X) .Ensuite, V(@X +b) = a2 V(X), qui vaut 1 si et seulement si

a—L uisque = [ . Le couple unique est @ = 1 B = % ce qui
- U(_Xj'p q ELI: :I ' p q — G'I:X:l' — _G"(Xj ’ q
+ XN - KX
donne X _—J(Xj .

2. Pour ~ G(p),ona E(X) = —et o(X) = p Pour ¥ ~ P(A),0na

E(Y}—}l et G{Y}—F.Donc xX* = Xﬂ Let v* :%.

3. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée 8 ¥ ™, centrée de variance 1, donne
PY*¥ =2 < %.Or ([¥*] > 2) = ([¥ — A| = 2/X) . Ainsi Y appartient 3

]A — 2¥A, A + 2/A] avec une probabilité au moins %

Corrigé de l'exercice 7 : Minimum et maximum de deux dés

1. L'événement (M > n) équivauta (X7 = n)N (Xq9 > n) . Parindépendance,

2
P(M > n) = (? = ’”) .Lavariable MM estavaleursdans {l,... 6}.Laformule des

queues donne donc :

36 — 3

s

ZG: (7—n) _36+25+16 +9+4+1 _ 91

Ainsi EI:M:] = E ~ 253



2
2.0na (M’ >n)= (M <n-1)et P{M’ <n-1)= (ﬂT_l) par indépendance.

Donc:

6 2
N (n—l))_ 04+1+44+9+16+25 55 161
E(M)—Zl<1— 35 ) =0 36 =6—36= 36
=

Ainsi E(M') = % e 4,47 .

3. Pour deux réels, le minimum plus le maximum vaut la somme. Par linéarité,

E(M)+ E(M') = B(X1) + B(Xy) = 7.0nvérifiebien 3t 418 — 22 _ 7,

Lol bl

k
4, Avec } désindépendantsa IV faces, P{min > ﬂ;] = (W} pour

M
) . 1 .
l1<n < N .Enposant 7 =N -—n+1: E{mln}:N—k E jk.Pour k= 2 et
7=1

_ 91
N = &, onretrouve TR

Point de méthode : pour un minimum de variables indépendantes, on calcule toujours P(min > ﬂ},
qui se factorise ; pour un maximum, on passe par Pl:ma,}: < ﬂ:l , qui se factorise aussi. La formule des
queues donne ensuite I'espérance sans connaitre la loi ponctuelle.

Corrigé de I'exercice 8 : Minimum de deux variables

géomeétriques

1. Par indépendance et d'apres I'exercice 1 :

P(Z 2 n)=P(X 2n)P(Y 2n)=(1-p)(1-r)" "

Posons s = 1—(1-pj{1-r) = p+r — pr,quiappartienta ]0,1[ . Alors, pour n > 1,
P(Z =n)=P(Z >n)— P(Z > ntl) = (1-5)" 1 5. Donc
Z e~ Glp+r—opr).

1

P+ r— pr et

2. D'apres les résultats sur la loi géométrique : E(E:I =
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(1—p)(1—r)
(p+r—pr)?

V(Z) =

3. Par la formule des probabilités totales sur le systeme complet ':X = ;9:';; >1, puis par

indépendance :
[ k-1 k=1 _ pr
P(X =Y)= p(l—p) r(l—r) —1-(-p)(1-r)
k=1
Ainsi P(X = Y) = orr—r

Corrigé de I'exercice 9 : Covariance nulle sans indépendance

1. Par symétrie, E{X} — # — (. Ensuite, ¥ suit la loi de Bernoulli de paramétre
P(X +#0)=35.Donc B(Y) = 2 et V(YY) = % é Enfin,

V(X)) = E(XE} = B(Y). A|nS| BX)=0, B(Y)=V(X) =% et
v(Y) =

2.0na X¥ = X3 = X . car X prendsesvaleursdans {-1,0,1}.Donc
Cov(X,Y ) = E(X) - BE(X) E(Y ) = 0. La covariance est nulle.

3. D'une part, P{X =0,Y = ].:l =0,car X = 0 impose ¥ = 0 .D'autre part,
P(}{ = [j} P{Y = 1) = % . % = % . Les variables ne sont donc pas indépendantes :

Y est méme une fonctionde X .

4. Par la formule de la variance d'une somme,
VX +Y) = V(X)) +V(¥)+2-0 = %Jr% — g.Vériﬁonsavec laloi.Si X = —1
ou X =0,alors X +Y¥Y =0 :si X =1,alors X +Y = 2.Ainsi
X +4+Y =2B avec B~ B(1/3).Donc V(X +Y) =14 % : % Les deux méthodes

donnent V(X 4+ Y) = 3



Corrigé de I'exercice 10 : Espérance d'une variable complexe

1. Ona |Z| = 1 :lavariable est bornée, donc d'espérance finie. Par transfert, puisque w ?‘é 1 (car

n=2)et wt=1:
Z_ E_ 1 1—wn _
—n l_w —0+

Deplus, |Z]* =1,donc E(|Z]) =1.Ainsi B(Z)=0et E(|Z]*) =1 :les
racines de l'unité, également pondérées, ont pour barycentre l'origine.

E(Z)

2.0na Z™ = (mm}X.Si n divise ™, alors w™ =1et E(Z™) =1.Sinon,
1 et {m‘m}ﬂ — 1, et le méme calcul de somme géométrique donne 0. Donc
E(Z™ =1si n|m,et E(Z™) =0 sinon.

3.0na [e®Y| = 1,donc eitY estd'espérance finie. Par transfert :
+ oo t .
E(ettY) = Z eitk o— ,E:_ _ Z Ae% — oA phett
E=0 k=0

Ainsi  E(eY) = exp(A(et — 1)) .

4. On écrit }l{eft —1) = Afcost — 1) 4+ 22 sin ¢. Donc
E(evY) = eMeos t — 1) (cos(X sin t) + % sin{ A sin £)) . De plus,
E(e®Y) = BE(cos(tY ) + + E(sin(tY ) par définition de I'espérance complexe. En
identifiant: E{cos(tY ) = ghlcos t —1) cos(Asin t) et
Esin(tY ) = gAleos t —1) sin{A sin ) .

Corrigé de I'exercice 11 : Une minoration par Cauchy-Schwarz

1. Lavariable |U/| admetun moment d'ordre 2, donc [I7| est d'espérance finie. L'inégalité de
Cauchy-Schwarz appliquée & |UJ| et & la constante 1 donne }:‘;{|U|)2 < BE(U?) B(1). Donc

B(U) < VEU?).
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2.Si X = 0,les deux membresde X = X 1(X > 1) sont nuls ; sinon, l'indicatrice vaut 1.
Ensuite, Cauchy-Schwarz appliquée a X et 1(X > 1) donne:

B(X)? = B(X 1(x » 1))’ < B(X?) B(1{x > 1)) = B(X?) P(X 2 1)

E(x)?
IHOOR

Enfin, E{XQ} > E{X}E > 0. On peut diviser: P(X > 1) >

3. Pour X ~ P(X),ona BE(X)=2X et E(X?)= X+ 2A%.Donc
22 )

PX 2Dz m=1¢x

e—A < l-l%« c'est-a-dire e* > 1 4 A, inégalité de convexité classique. Ainsi

La valeur exacte est | — #—A. La comparaison équivaut a

l—i/"\ < P{X = 1:1 — 1 — e—. La figure ci-dessous montre que la minoration est trés bonne

pour } petit, puis devient grossiére.

1 -
0,8 1
0,6 1
0,4 -

0,2 1 — P(X = 1)=1—e"" (valeur exacte)

— == minoration 2 (Cauchy-Schwarz)

O 1 1 1 T T 1

0 1 2 3 4 5

A

4. Pour X ~ B(n,p),ona E(X)=np et B(X?) = np(l-p) + n?p?. Donc:

nlp? np
P(XEl)z_y'np(l_p)_|_n2p2_l—p—l—np

np

Ainsi PI:X = l:l > T—p+np



Point de méthode : multiplier par une indicatrice qui ne change pas la variable, puis appliquer Cauchy-
Schwarz, donne une minoration de probabilité. C'est la « méthode du second moment ».

Corrigé de I'exercice 12 : Nombre de points fixes d'une

permutation

n
1. Notons A; = (oz) = 2) . Alors IV = Z 14,. Les permutations qui fixent 7 sont en

1=1
iyl
bijection avec les permutations des 7 — 1 autres éléments. Donc P':Aé:' — (n Ilj'

n.
linéarité, E(N} =n- 1 . Ainsi E{N:l =1.

1
:ﬁ.Par

(n—2)t 1
' T mn—1)

2. Pour ﬂ?éjr de méme, P(A,N A :1 . Donc :

1 1 n—(n-1)
Cov(lﬂﬁ'z ]-A_?) — n(n—1) T n2 = nz(n—l)

.. 1
Ainsi CO?{l‘qi, 1‘4-?-:1 = 2n—1)"

3. Chaque indicatrice a pour variance %(1 _ %) Alya n{n—1) couples (1, 7) avec 23 7.Par

la formule de la variance d'une somme :

V(N)=mn_ + n(n—1) - nz(i_l) — ”El + %

Donc V{IN) =1, quel que soit n > 2.

4. L'inégalité de Markov donne P{N > 3:, < @ =3 Ensuite,

(N >3)C (N - 1| > 2), donc Bienaymé- Tchebychev donne  P(INV > 3) <

—

V(N ]

Ainsi P(N > 3) < 3 par Markovet P(IV > 3) < 4 par Blenayme-Tchebychev.

Point de méthode : ce résultat remarquable s'interprete simplement. Le nombre moyen de points fixes
vaut 1, et sa variance aussi, exactement comme pour une loi de Poisson de parametre 1. D'ailleurs, on
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montre que la loi de I¥ converge vers 'Pl:l:l quand 7 tend vers l'infini. Retenez surtout le schéma :
indicatrices, puis probabilités d'intersections deux a deux, puis formule de la variance d'une somme.

Corrigé de I'exercice 13 : Urnes vides

1. Notons K, I'événement « I'urne 2 est vide ». Chaque boule évite I'urne z avec probabilité

. Comme

b
1 — % , indépendamment des autres. Donc P(Eﬁ'} — (1 _ %) —a

N = z 1., on obtient par linéarité : E{N} — n(l _ }_1)

2. Pour % ?é 7, chaque boule évite les deux urnes avec probabilité 1 _ % . Donc

T
P(B;N E;) = (1 _ %) — p - Ainsi Cov(lm,, 1E;.f:' = b —a?. parla formule de la

variance d'une somme :

V(N)=na(l —a)+n(n=1)(b —a?).

vone yv) = ol -5 (1= (-3)") +nr0((1- 3" (1))

3.Pour m=n=10: a = 0,910 = 03487 et b = 0,810 = 0,1074 . Donc
B(IN) =2 3,487 .Ensuite, 10a(l—a) ~ 2,271 et 90(b —a?) ~x —1,278 . Ainsi
E(N)~ 349 et V(IV) = 0,99.

n n 9

4. Posons 5 — (1 _%) et p — (1 _%) . D'abord, 1_% < (1 _%) , donc
by, < a2 . Le terme de covariance est négatif, d'ol V(N ) < nay(l —ay,) < EE. Ensuite,
4y = e” In(1 —1/m) _, .—1 . Soit £>0.Pour m assezgrand, |a, —e~1|< 5. Alors

N N
T"*—e—1|::e)c(— z%)-Or

i
m o On

I'inégalité triangulaire donne (

E(N,, [ n) = a, . Par Bienaymé-Tchebychev :

N 4 V(N
P(‘T” —6’_1‘ > 5) < nz(ezn) < . ]'52'

Cette borne tend vers 0 : la proportion d'urnes vides se concentre autour de
e—l ~ 0,37.



Point de méthode : les indicatrices 1E-:‘ ne sont pas indépendantes : savoir qu'une urne est vide rend
les autres un peu plus remplies. C'est pourquoi les covariances sont négatives. Remarquez aussi I'astuce
qui simplifie la fin : majorer le terme de covariance par 0 plutdt que de chercher sa limite.

Corrigé de I'exercice 14 : Coefficient de corrélation de deux

comptages

1. Les variables centrées U — E(U') et V' — E{V ) admettent un moment d'ordre 2. L'inégalité

de Cauchy-Schwarz leur donne E({U - B(U)(V - E(V}))E < V(U)V(V).En
prenant la racine : |Cov(U, V)| < o{U ) o(V'), donc |g| < 1.

2. Les lancers sont indépendants et chacun donne « 1 » avec probabilité é Donc
~ Bfn,1/6), ¥ ~ Bn,1/6) et V(X) = V(¥V) = 3—"”'

3. Notons A, :«lelancer 7 donnel» et B ' : «lelancer 7 donne 6 ». Par bilinéarité,
COW{X Y:' o Z CDv(lAf’ 1B :' . Pour % ?é 7, les lancers sont indépendants, donc la

L 7
covariance est nulle. Pour ’.:i = 7, les événements sont incompatibles, donc Cov = 0 — 316
Ainsi Cov(X,Y) = —g¢ . Par conséquent :
-n/36 1

P = 5n/36 — 5
Donc Cov(X,¥ ) = —% et p = —%. Le signe négatif traduit que plus de « 1 » laisse
moins de place aux « 6 ».

4. Par la formule de la variance d'une somme : V{X + Y} = 36 —|- 35 2n g—g . Par ailleurs,

_6 ju—
X 4 ¥ compte les lancers qui donnent 1 ou 6, donc X + ¥ r~ B(n,1/3) et
2

VIX+Y)=n é % Les deux calculs donnent V(X + ¥ ) = ?ﬂ'
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- Ve 1 - V4 - V4
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exponentielle

1. Lavariable X estpositiveet E({X) = XA .L'inégalité de Markov avec g = 22 donne:

A 1
P{XEZE}‘EEZE-

2.0na (X > 2X) C (|X — 2] > A) . Bienaymé-Tchebychev donne alors

ViX) 1
PX >2) < —z - Donc PX =23 <5

3. D'aprés I'exercice 2 avec etX — {et}x ,ona E{Etx} — E*}"(Ei -1 Ensuite, la fonction
exponentielle est croissante, donc (X > 2X) = (etX > €22 ) pour £ 0. Par Markov
appliquée a X , positive :

E(etx)
P(X > 2)) € =55 = exp(Aet —=1) —2X 1),

Ainsi P(X > 2}) < exp(A(et —1 —2t)) pourtout 0.

4. Lafonction A(t) = et —1 —2¢ apourdérivée gt — 2 . Elle est donc minimale en
t=1In2>0,00 A(ln2) =2—-1-2ln2 = 1—2In 2. Par conséquent,

P(X >2)) <M =202 or el =22 =% dou P(X >2)) < (%):«.

5. Pour X = 10, Markov donne 0,5, Bienaymé-Tchebychev donne 0,1 et la borne exponentielle
donne {5/4}10 r~~ 0,021 . La borne exponentielle est la meilleure, et elle décroit
géométriquement en }, comme la vraie valeur 00,0035 . La figure ci-dessous compare les
trois bornes a la valeur exacte, en échelle logarithmique.



| —— Markov : 1/2 °.

10-5 | = Bienaymeé-Tchebychev : 1/A ° .
borne exponentielle : (e/4) ®e °

10-6 | e valeur exacte P(X = 2A) ®e .
0 5 10 15 20 25 30

A

Point de méthode : appliquer Markova ¢tX , puis optimiser en £, fournit une inégalité de
concentration exponentielle dés que E({etX) est calculable.

Corrigé de I'exercice 16 : Taille d'échantillon par Bienaymé-

Tchebychev

l.Ona p_ = %,ou Sy ~ B(n,1/2) compte les « pile ». Donc B(F,,) = %% et

1 N 1 1
V{FH)ZE%AIHSI E(Fﬂ}ziet V(Fﬂ}:%.

2. Par Bienaymé-Tchebychev :

1 100
P(an — 0;5| > 0;05) < in -0,0025 = mno

Cette borne est inférieure & 0,05 désque = > 2000.Donc n = 2000 lancers suffisent.
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3. Id V(F,) = P(lﬂ_p) < i—n,car p(l-p) < % pourtout p € [0, 1]. Donc :

1 2500

Cette borne vaut au plus 0,1 désque n = 25000 . Ainsi 25 000 lancers suffisent, quel
que soit P.

4. Les indicatrices X; de « pile au lancer % » sont indépendantes, de méme loi B({p) et bornées.

La loi faible des grands nombres affirme que, pourtout € >0, P(|F, —p| =€) — 0.Les
questions 2 et 3 en donnent une version quantitative, avec la vitesse ﬁ . Sur la figure
de I'énoncé, les trajectoires restent en effet dans la bande pour 7 grand.

Corrigé de I'exercice 17 : Une seconde formule des queues

1. Pour m =1 ,0na HP{XEH}:}:; nP(X:k}.Lafamille
m

n P(X = k) < m < k est positive. Le théoréme de Fubini pour les familles positives
permet donc d'intervertir :

+Ook

X k (k+1)
ZnPX>n=Z: k)zlnz 5 P(X = k).

Par la formule de transfert, la somme vaut E(@) dans [0, +oo].

2.0na X2 < X(X+1) € 2X2 pour X avaleursdans IN.Donc E{(X?2) estfiniesiet
seulement si E(X{X +1)) I'est. Ainsi X admet un moment d'ordre 2 si et seulement si

Z n P{X > n) converge.

1 _ 1 1
3. Pour X r G(p),ona Z ngtl = (1—g)? — p?.Donc B(X?)+ B(X) = =
2 1 2_—
et EI:_X_E:I =i~ = 3 . Enfin :



On retrouve V(X ) = 1%'

4, La suite (é) décroit de 1 vers 0 : elle définit bien des probabilités de queue. Pour 7. = 1 :

— _ 1 _ 1 _ 2n41
P(X =n)= n?  (n+1)% T a2 (n+1)?

La formule des queues donne E':X:' = ;1 n2
mn

E nP(X >n) = Z% diverge. Don: B(X) = %2, mais X n'admet pas de
moment d'ordre 2.

‘6 , qui est fini. En revanche,

Corrigé de l'exercice 18 : Loi faible pour des variables corrélées

1. Ona B(Yg)=0et V(¥V) = E{Y%} — 1. Parlinéarit¢, F{Xy) = 0.Ensuite,
¥Y'g et Yk4+1 sontindépendantes. Donc E(Xp)=0et V(Xp)=141=2.

2. Par bilinéarité, Cov({Xg, Xgt1) = Cov(¥ g + ¥ k41, Y41+ Y 542). Parmiles quatre
termes, seul Cov{¥ k41, ¥ k+1) = Lestnonnul.Si |k —I| > 2, les variables X et
X1 fontintervenirdes ¥ j distincts, donc toutes les covariances sont nulles. Ainsi
Cov({Xp, Xg41) =1let Cov(Xyg X;)=0si |k—i>2;les X nesontpas
indépendantes, puisque deux voisines ont une covariance non nulle.

3. Premiére méthode, par la formule de la variance d'une somme : il ya 7 variances égales a 2 et
n — 1 couples de voisins. Donc  V{S,,) = 2n 4 2(n — 1) . Seconde méthode :
Sp=Y14+2(¥Y9+...4+4Y,)+ ¥ 41, somme de variables indépendantes. Donc
V(S,) =14+4(n —1)+1.Danslesdeuxcas, V(S,) = 4n —2,

4.0na E(S,/n)=0e V(§,/n) = % Par Bienaymé-Tchebychev :

5 _
P[5 > ¢) < tn2 < 4,

Cette borne tend vers 0 : la loi faible reste vraie sans indépendance.

5. Par Cauchy-Schwarz, |[Cov{ Xy, Xg11)| € o Xp) o(Xg+1) < C. Les seules covariances
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non nulles portent surles % — 1 couples de voisins. Donc
V(S,) < nC 4+ 2(n-1)C < 3nC .Ensuite, E(S,/n) = m et V(S, /n) < %
2

. Par Bienaymé-Tchebychev, P(|S, /n—m|>¢) < 3"

Point de méthode : seule la variance de 5y, intervient dans la loi faible. Ainsi, une dépendance a
courte portée ne ralentit la convergence que d'un facteur constant : ici, la variance est multipliée par 2 par
rapport au cas de variables indépendantes de variance 2.

Corrigé de I'exercice 19 : Polynomes de Bernstein

1. Lavariable Sy prend lesvaleurs & € {0, .., n} avec probabilité ('-”fk) ok ,:1_1?)?1—;:_ L3
formule de transfert donne donc  E{f(S,, / n)) = B,(f)(zx). Pour f(t) =t :

Ba(f)@) = 252 = o pour f(t) = 12
B($2) = V(5,) + B(5,)? = no(l-2) + n222 .Donc Bp(t)(z) = = et

all—m

Bp(t4)(@) = 224+~

2. Par linéarité et inégalité triangulaire,

Bal)@ - F@)| = [E(H(Sn /) - F@)] < B(F(Sn/m) - F@) . Notons

A= (|S,/n—=z|<b).Sur A, l'écartestauplus &.Surle complémentaire, il est au plus

2|f|m . Donc :
B(£(5,/ D<et21f Pll3r—o| >0
(f(nn)_f($))_€+ "ﬂoo n —L| =Z 0.
x(l—x) 1 o . . I 1
Or V{Sﬂ / n) = = < dn |Iiaenayme-Tchebychev majore donc la probabilité par Ingl "
Ainsi |B, (f)(x) — f(=)| < e+ ﬁ pourtout = € [0,1].
3. La fonction f est continue sur le segment [0, 1] . Le théoréme de Heine assure son uniforme
continuité, donc I'existence de § . Le majorant obtenu ne dépend pas de & .Pour 4 > lj';; ,
T 4E

onadonc |Bn(f) - f|m < 2¢ . Par conséquent, (B,(f)} converge uniformément
vers [ sur [0,1].



4. Si f est L -lipschitzienne, |f(S,/n)— flz)| < L|S,/n — z|. Ensuite, la question 1 de
I'exercice 11 appliquéea TF = Sﬂfn — X, centrée, donne :

z(l—=zx)

L
‘B()—‘ < L su —m— < 5=
i f f 0o — Ip — 27
Pour f(t) = |t —%|,de rapport I — 1, on obtient |Bﬂ(f:l —f|oo < El_m' soit 11_6
pour 1 — 64 . La figure ci-dessous montre les approximations pour 7 = 4,16 et 64. L'écart

maximal se situe au point anguleux 1 = % :

0,5 1
0,4 1
0,31
0,2 -

0,1-

0_

Point de méthode : découper selon que Sn/n est proche ou non de <, puis controler I'événement
« loin » par Bienaymé-Tchebychev, est le schéma type d'une preuve de convergence probabiliste.

Corrigé de l'exercice 20 : Probleme, le collectionneur de
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. Aprés I'obtention de % — 1 vignettes distinctes, chaque achat donne une vignette nouvelle avec

probabilité w , indépendamment des achats précédents. Le nombre d'achats jusqu'au

premier succes suit donc une loi géométrique. Ainsi G ~ g(ﬂ%k‘"l) spour k£ =1,le

paramétrevautlet <1 = 1.

i)
.ona Ty = Gy+Gy+...+ Gy . Parlinéarite, B(Ty) = Z ﬂ+;;_|_1 En posant

: 1
j=n—-k+1: E':Tn:'—”z;
=1
. Pour n =6, H5_1+l+l+l+l+%:4—§ Donc E{TE}_E Pour

n = 50, Hgp = 4,499 . Ainsi E{Tg) = 147 et E(Tyo) = 225.
. Les G'p sont indépendantes, donc V(Ty) = Z}:: V(G) . Ensuite,

1 n2 .
P% < P_gg; = m Par conséquent :

2 ] I 71'2’112
V(T <n? 3, Jasn? ) p="4"
L. -

2m2
Donc V(T,) < T 6” .

. On applique Bienaymé-Tchebycheva 'y, d'espérance 1 H ., ,avecl'écart enlnn >0
(car m = 2):

3 V(T,) 2
P(ITn —nHn| 2 enlnn) < £2n2(In n)2 — 6¢e2(Iln n)2

C'est la majoration demandée.

. Par comparaison série-intégrale, H,, ~ Inn.Soit £ >0 .ll existe donc ™ tel que

Ha -1 {% pour " 2 T . Par l'inégalité triangulaire :

Inn
T, NTo—nH,| | H ‘

N o n
nlnn_l nlnn + lnn_l




Tn

nlnm

1

Pour T 2 T, I'événement ( > E) est donc inclus dans

(|Tn —nH,| > % n In ﬂ) . La question précédente, avec % , donne :

T'TE-
nln n

— 1l >e)l < 2m? ?[1,++oo]0+

P ‘ — 3¢2(Inn)?

Ainsi Tr se concentre autour de 1: il faut environ 5, |n 71 achats pour compléter la

nlnn
collection. La figure ci-dessous compare E{T',,), nlnn etdes réalisations simulées.

1400 -
— E(T,) =nH,
120091 --- ninn

e une réalisation simulée de T, -

l—l

o

o

o
1

800 -

600 -

nombre d'achats

N =

o o

o o
1 1

o

0 25 50 75 100 125 150 175 200
nombre n de vignettes différentes

Point de méthode : décomposer un temps d'attente en somme de temps géométriques indépendants

donne a la fois I'espérance, la variance et une loi des grands nombres.

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : espérance et variance, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur espérance et variance

A maitriser avant : Variables aléatoires discrétes et lois usuelles

Chapitre précédent : Variables aléatoires discretes et lois usuelles

Chapitre suivant : Fonctions génératrices

Le méme théme en maths sup : espérance et variance, exercices de maths sup

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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