Exercices de maths spé

Espaces vectoriels normés

Pour (x,y) € R2, on considére les quatre applications suivantes :

Ni(z,y) = |z| + 2|yl, Nao(z,y) = max(lz +yl, |z —yl), N3(z,y) = |z —yl, Ny(z,y) = [20 + y| + |z — yl|.

1. Montrer que V1 estune normesur R2.

2. Montrer que, pour tous réels @ et §, max(|a + b|, |[a — &) = |a| + |b|. En déduire que
N est une norme.

3. L'application IN'3 est-elle une norme ?

4. Montrer que Va4 estune norme, en I'écrivant Ny = **'1 @ Y pour une application lineaire
U bien choisie.

Exercice 2 : Distance associée a une norme

Soit (¥, =} un espace vectoriel normé réel non réduita {0} et d(z, ¥} = |z — v| la distance
associée.

1. Montrer que d(x + z,y + 2) = d{z,y) et d{A z, Ay} = |A| diz, ¥) pour tous
vy, z€EFet JeR.

2. Sur [R<,on pose 5{:1:‘, :l =0si =Y et 5{1:, :l = 1 sinon. Montrer que § est une
distance.
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3. Montrer qu'il n'existe aucune norme sur 2 dont § soit la distance associée.

4. Déterminer, pour § , les boules ouvertes B(0,1) et B(0, 2).

Exercice 3 : Comparaison des normes usuelles sur K™n

Soit m > 2et reK".

=

. Montrer que 1Tlgg = 1Tly < 1T .

N

. Montrer que 1T1] S VAL 1ZI5 et 1Tl S VA 1T, |

w

. Montrer que les quatre constantes 1, 1, v7, vT sont optimales.

I

. En déduire la meilleure constante ¢ telle que 1¥ly <€ 1Tlgg pour tout .

Exercice 4 : Boule unité d'une norme hexagonale

Pour (z, 1) € R?, onpose N(z,y) = max(|z], [yl, |z - v]).

1. Montrer que IV estune normesur [R2.
2. Représenter la boule unité fermée de N et préciser ses sommets.
3. Montrer que 1Wlg, < V() < 2114, pourtout ¢ € R2, avec des constantes optimales.

4. Montrer de méme que IN(v) < w1y < 2 IN(u), avec des constantes optimales.

Exercice 5 : Boules unité des normes p



i)
il
Soit m>1, £ cR™et p=1unréel.Onpose 1Tlp = ( Z |~’Fﬁ-| ) /» et I'on admet que

r=1
"'p est une norme. La figure ci-dessous représente les sphéres unitésde "1, a2, 4 et oo
dans RZ.
1.04q  (~——-—-—————————————————————
0.5
% 0.0
—0.5"
— x| =1
10 — [x[2=1
T = x[la=1
== [x[l-=1

~1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

1. Montrer que < zlp < nlfi'?

1T | 1T g -

2. En déduire que Tlp — 1Ty lorsque p — +00,

3. Soit 1 < p < g.Montrerque ITlg < IZIy. On pourra d'abord traiter le cas 1%1p = 1.
Interpréter la figure.

4. Calculer |':3: 4:'|1, |':3: 4:'|2 et |{3: 4:'|m,et vérifier I'ordre obtenu.
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Pour

=

N

w

S

(z,y) € R2, on pose Nz, y) = (M+\/@)E

. Montrer que W vérifie la séparation et I'nomogénéité.
. Calculer IN(1,0), IN{0,1) et IN(1,1).Lapplication IV est-elle une norme ?

v € athbbR2

"> n'est pas convexe.
N{) <1 } P

. Montrer que I'ensemble B = {

. Plus généralement, soit & un espace vectoriel réel et = : & — R une application qui vérifie
r el

] .
. Montrer e ¥ estunenormes
!LII:,I‘:l E 1} qu u |

la séparation et I'nomogénéité. On note B,, = {

et seulementsi By, est convexe.

Exercice 7 : Une norme euclidienne sur R"2

Pour

v=(z,y) € R2, on pose N@E) = J22 - zy + 2.

. Montrer que ¢ (x, v), (=, y") ) = ¢ = + % (x y/ + =/ y) + v y/ estun produit scalaire
sur [R2.Endéduire que IV estune norme.

. Montrer que % w% < N{ﬂ}g < % w% , et que ces constantes sont optimales.

En déduire deux disques centrés en I'origine qui encadrent la boule unité de IV . Décrire cette
boule.

Exercice 8 : Parties et fonctions bornées



onmunit B = C([0,1], R} delanorme ‘"o .

. Soit A l'ensembledes f € K tellesque f(0) = 0 et |[f{z)— f(v)| < |z — y| pour tous
z,y € [0,1]. Montrer que A est une partie bornée de F .

. Pour 7 £ N, onpose fﬂ':i?:l = ™ et gﬂ(:l?:l = N I, Les suites {fﬂ:l et (gﬂ} sont-
elles bornées dans F ?

. Dans (RZ, ..}, lesfonctions (t) = (cost,sin2t) et (t) = (tcost,sint),
définies sur [E, sont-elles bornées ?

mn

. Dans My(R), onpose A = ([Hra@r?] é %,i%[ ,}) . L'ensemble {i . [N} est-il borné ? On

justifiera que la réponse ne dépend pas de la norme choisie parmi |IM |, = max |mt' | et

¥
S )

Exercice 9 : Une norme sur R_n[X]

T
Soit n > 1.Pour P € Ry[X], onpose N(P) = z |P(K)|.
k=0

1. Montrer que IV est une norme sur R,[X].

2. Pour n = 2, calculer N(X), N(X2)et N((X -1)72).

n—1
3. Onpose IN/(P) = z | P(k)|. Montrer que v/ n'est pas une norme sur R, [X].
k=0

4. L'application IV est-elle une norme sur Ry y1[X] ?

ercice 10 : Norme de la convergence uniforme

Onnote B = B(R,R) I'espace des fonctions bornées, munide '"“'co .Pour n > 1 et = € R,
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on pose

fn($) = 1_|_f1$2 et QR(I") = 1_|_nng 72

La figure ci-dessous représente quelques fonctions 9.

1. Montrer que fn € B et calculer |fﬂ|oo . La suite l:fn:l converge-t-elledans B ?
2. Calculer |gn|m. Montrer que, pour tout réel x, gn(:ﬁ} — 0.

3. Montrer que (gn) ne converge pas dans (B, =) .

onmunit E = C([0,1],R) desnormes "1, '3 et "'co.

1. Montrer que |f|1 < |f|2 < |}C|O,O pour toute f € E.



2. Avec [, (z) = =™ montrerque "1 et oo nesontpas équivalentes, puis que 'y et
‘oo ne le sont pas non plus.

3. Avec Ap(z) = v £™ , montrerque "1 et '3 ne sont pas équivalentes.

4. Etudier la convergence de (A,,) vers O pour chacune des trois normes.

Pour n > 2 et z € [0,1],on pose fo@= max( 0, 1 — n[\big?]z —%[Hbigr{‘]).

1. Justifier que fﬂ est continue et décrire son graphe.

2. Calculer |f'”|o-o |fﬂ|1 et |fﬂ|2

3. En déduire que l:fn:l converge vers [0 en moyenne et en moyenne quadratique.
4. Montrerque (f,.) neconverge pasdans (B, o), 0t E = C([0,1],R).

Exercice 13 : Une norme sur les fonctions de classe C1

soit B = C{[0,1],R).Pour f € E,onpose N(f)=|fO0)|+ |jﬁr|DO et
M(f) = |fl, +1f]-

=

. Montrer que N estune normesur & .

N

. Montrer que |f| < IN(f) pourtoute f € E.
oo

w

. Montrerque IN et MM sontéquivalentes.

S

. Avec fn{i?:l = sin(n m :l?:l , montrer que 1N et '“oo nesontpas équivalentes sur  E .
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5. On pose t, = % f - Etudier la convergence de (up) dans (E, ), puis dans
(B, N).

Exercice 14 : Produit d'espaces normés

Soit  (, E) et (F F:] deux espaces vectoriels normés. Pour {z, %) € E x F', on pose
N(z,y) = max(i51 g, |¥|g) et N'(z,y) = 1215+ 1y 5.

1. Montrer que W et N" sont des normessur F x F',etque N < N" < 2N.

2. Montrer que {d?ﬂ, yn) converge vers l:a, b:l pour IV sietseulementsi &y — @ dans K
et yﬂ—>b dans F'.

3. Montrer que la boule ouverte de centre l:r:r,, b:l et derayon 7 pour IV est
Bg(a, r)x Bg(b,r).

4. Application : dans R x Mo(R) , étudier la suite (- L ).

Exercice 15 : Inclusion de boules

Soit (!, -} un espace vectoriel normé non réduita {0}, a,b € F et 7,5>0.0nnote Bc, o)
la boule ouverte de centre ¢ etderayon #2.

1. Montrer quesi la — bl + 7 < s,alors Bla, ) C B(b, 3).

2. Réciproquement, on suppose B{a, r) C B(b, s) . En considérant les points @& =+ t %, 0ol
est un vecteur unitaire bien choisiet ¢ € [0, r[ , montrerque la —bl+r < s.

3. En déduire que Bla, r) = B(b, s) implique o =h et 7 = s.

4. Pourquels @ aton B(0,1) C Bg,2) ?



Exercice 16 : Suites de vecteurs de R"3

On travaille dans 2 muni de I'une des normes usuelles. Pour 7 = 1, on pose :

un=((1+?l_1)n:

1 81N }_13'
n?+1 1
"2?12—’!1)} Yn = (ﬁ)
JIn n,
1"
JO)J Wp = (( n) ’
,cos(n m),

1. Expliquer pourquoi la nature de ces suites ne dépend pas de la norme usuelle choisie.
2. Montrer que (g ) converge et donner sa limite.
3. Montrer que (g diverge.

4. Déterminer deux valeurs d'adhérence de {wy) et conclure,

Exercice 17 : Puissances d'une matrice

on munit  Ms(R) delanorme Moo = ”%E'f |mz’jl . On pose
1

A= 02 1 1 jBZ([\aay?}O&_l),

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1. Ecrire A = %IE + J etcalculer 4™ pour n = 1.
2. Montrer que la suite {An) converge et préciser sa limite.

3. Calculer B2 et R4 .Déterminer les valeurs d'adhérence de {Bn) . La suite converge-t-elle ?

Exercice 18 : Suite récurrente dans R"2

On définit une suite Uy = (o, yﬂ} de R2 par Ug = (3,0) et, pourtout n € N,

Ty +2Y, 2%, + Y,
To+1 = 3 " Yp41 T 3

1. Montrer que Sp = Tp + Y., est constante et que dpn = Ty — Y, est géométrique.

n
2. Endéduire Ty et Y, enfonctionde 7.

3. Montrer que (U,,) converge dans R2 et calculer [Un —L|_,ou L estlalimite.

4, Ecrire Upy1 = M U, avec une matrice [ et en déduire la limite de {Mn:l )

Exercice 19 : Valeurs d'adhérence dans C

Pour n > 1,onpose z, = (1+%)Eéﬂﬂf3.

1. Montrer que la suite (z,,) est bornée.
2. Pour 7 € {0,1,...1., 5}, déterminer la limite de la suite extraite (Zgy + Ik > 1.
3. En déduire que {z,) diverge.

4. Montrer que {zn:l n'a pas d'autre valeur d'adhérence que les six nombres trouvés.



Exercice 20 : Suites extraites et convergence

Soit (!, -} un espace vectoriel normé et (uy) unesuitede K .

1. On suppose que (g, ) et (%g, 1) convergent vers le méme vecteur £ . Montrer que
(uy) converge vers £.

2. On suppose que {ugﬂ} , {u3n+1} et {ugﬂ} convergent. Montrer que {un) converge.
3. Montrer par un exemple que la convergence de {ugﬂ} et de I:Ugﬂ_l_ljl seules ne suffit pas.

4. Dans {jo 2:! , déterminer les valeurs d'adhérence de v, = ( {—l}ﬂ, —) :

Exercice 21 : Normes matricielles
n

pour A = (a,;) € Mp(K) onpose NV(4) = max Zl a5l et 1Aloo = max fa]

1. Montrer que N estune normesur M, (K}, etque |4l < N(A) < nldl, .
2. Montrerque IN{AB) < N(A) IN(B) pour toutes matrices A, B .

3. Endéduire quesi IN{A) <1, alors 4% _ 0. Applicationa A = (DD ED:; 0.4 0,3 ) .
i i

4. Montrer que '“'co ne vérifie pas A Bl < |Al,, [Bl,, pourtout A, B, désque n > 2

Exercice 22 : Caractérisation séquentielle des normes équivalentes
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Soit W et vy’ deux normes sur un espace vectoriel F .

1. Montrer que s'il existe ' =0 tel que n/ < (' IN , alors toute suite qui tend vers (I pour
N tendvers (0 pour /.

2. Réciproguement, on suppose qu'aucune constante (' ne vérifie n/ < ' IN . Construire une
suite {yﬂ} telle que N{yn} — 0 et NI{yﬂ} — +oo.

3. Endéduire que IV et py/ sont équivalentes si et seulement si elles ont les mémes suites de
limite nulle.

4. Montrer que I'équivalence des normes est une relation d'équivalence.

d
Pour P = Z a, X% € R[X], on pose
k=0

Nq(P) =

d
k=

lagl, Noo(P) = mpx lagl, 5.(P)=sup [P(t)] (a>0)

0 t € [0, a]

1. Montrerque N1, INo, et S, sontdesnormessur R[X].

n
2. Montrer que N < N1 .Avec FPp = Z Xk , montrer que [W1 et IN ., ne sont pas
k=0
équivalentes.

3. Montrer que 571 < N .Avec Q= (1- X}n montrer que 57 et IV ne sont pas
équivalentes.

4, Soit 0 < a < b .Montrerque S, < 55, puisque S, et Sp nesontpas équivalentes.

5. On pose T, = %

S etpour Sqg.

X™ pour 7 > 1. Etudier la convergence de {T',,) pour V7, pour

6. Montrer qu'il n'existe aucune constante ' telleque N, < € 51, niaucune constante ¢/
telleque S1 < C' N,



Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : espaces vectoriels normés, cours de maths spé

Chapitre précédent : Polyndmes d'endomorphismes et Cayley-Hamilton

Chapitre suivant : Topologie d'un espace normé et continuité

Le méme théme en L3 : espaces vectoriels normés, exercices de maths en L3

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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