Cours de maths en L3

Espaces vectoriels normés

. Normes et espaces vectoriels normés

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou . Un espace vectoriel normé est un espace métrique
particulier : la distance y est compatible avec la structure linéaire. Ainsi, tous les résultats du chapitre sur
les espaces métriques s'appliquent. En revanche, la linéarité apporte des outils nouveaux et beaucoup
plus précis.

1. Définition et premieres propriétés

Définition :

Soit F un [ -espace vectoriel. Une norme sur F est une application IV : & — R4 telle
que, pourtous T,¥ € B et X £ K :

e séparation: N{z) =0 =z =0 ;
« homogénéité : IN(X x) = |A| N(z) ;
* inégalité triangulaire : N{r + y) < N(x) + N(y).

Le couple (B, IN') est un espace vectoriel normé. On note souvent |1 aulieude IN{z}.

Une norme définit une distance par d{a:, y:l = |T — ¥|. Cette distance est invariante par translation et
homogéne. De plus, on dispose de la seconde inégalité triangulaire, tres utile en pratique.
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Pourtous =, ¥ € E  ona [\big|?] 1z — y|[\big|?] £ |z — ¥|. Par conséquent, I'application
& — || est l-lipschitzienne, donc continue sur  F7 .

Démonstration :

Onécrit = = (r —y) + v . L'inégalité triangulaire donne 11 < | — | + ||, donc
IZ1 — |¥| < |& — ¥|.En échangeant les réles de = et ¥, on obtient I'autre inégalité.

2. Les normes usuelles de K"

Pour © = (€y,..,Tp) € K™, on pose

= St Mol = (Y 1ol ) Neole) = s, loil

Les trois axiomes se vérifient directement pour N1 et N, .Pour N7, I'inégalité triangulaire
découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz [Ebig|?]z T, F[\big?] < Na(z) No(y).

La forme d'une norme se lit sur sa boule unité fermée  B(0,1) = {x € E||z| < 1}. Comme le
montre la figure ci-dessous, dans 2, la boule de 1N est un losange, cellede N9 un disque et celle
de N ., uncarré.



- [Ni(X) =1 (losange)
1.5 — N3(x) =1 (disque)
— N (X) <1 (carré)
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Une boule d'un espace normé est toujours convexe et symétrique par rapport a son centre. En effet,
si1mr <1, y<let te[0l,alors [tx+(1-t)y| <t4+(1-1%)=1.

3. Espaces de suites et de fonctions

En dimension infinie, les exemples fondamentaux sont des espaces de suites et de fonctions. On indexe
les suites par [.
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Définition :

Onnote ¢l I'espace dessuites u = {uy) telles que Z |[tiyy| converge, muni de
+co
il = Z [tin| . Onnote ¢ I'espace des suites bornées, muni de  1%loo = SUP |l |
n=10

onnote C{[a,b]) I'espace des fonctions continues de [a,b] dans [K. On le munit de la norme

3

b
- |f].. = sup |f]
uniforme oo [a,5] , ou de la norme de la moyenne |f|1 — |f{t}| dt -
a

La séparation de '"'1 sur C([a,b]) utilise la continuité. En effet, une fonction continue positive
d'intégrale nulle est nulle. Cet argument disparait pour les fonctions seulement intégrables, et c'est I'une
des raisons d'étre de la théorie de la mesure.

Toute suite de  #1 est bornée, car |un| < It1; . Donc £l p99 et Uiy, = %1y . L'inclusion
est stricte : la suite constante égale 8 1 est bornée, mais sa série diverge. De méme, sur  C/([a,b])

cona |fl; S (b-a)|fl,.

Il. Normes équivalentes

Sur un méme espace, plusieurs normes coexistent. Certaines définissent les mémes suites convergentes,
d'autres non. Cette distinction est au coeur du chapitre.

Définition :

Deux normes IV et J' sur E sont équivalentes s'il existe deux constantes ¢, 5 > O
telles que




Vo e E, a N(z)< N'(z) < g N(z).

Géométriquement, cela signifie que chaque boule de I'une contient une boule de I'autre, de méme centre.
Par exemple, dans R2,ona N, < Ny < V2 NN, . La figure ci-dessous traduit ces inégalités par

les inclusions Bg(0,1) C B.,([0,1) C By(0,V2).
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Proposition :

Si IV et vy’ sontéquivalentes, elles ont les mémes ouverts, les mémes fermés, les mémes
parties bornées et les mémes suites convergentes (avec la méme limite). De plus, une application est
continue pour l'une si et seulement si elle I'est pour 'autre.

Démonstration :

Si N'(zp —£) < BN(z, —£) etsi N(zp—£) =0, aors N'(z, — €)= 0.
L'autre inégalité donne la réciproque. Les notions topologiques d'un espace métrique se caractérisent

par les suites, d'ou le résultat. Enfin, une partie bornée pour W est contenue dans une boule
B;(0, R), doncdans B (0, B R).

La proposition fournit aussitot un critére négatif. Pour montrer que deux normes ne sont pas
équivalentes, il suffit de trouver une suite qui tend vers ([ pour I'une et pas pour I'autre. Plus simplement
encore, on cherche une site de vecteurs sur laquelle le quotient V() / N(z ) n'est pas borné.

Méthode :

Montrer que deux normes ne sont pas équivalentes. On cherche une suite (ﬂ?k) de vecteurs
non nuls telle que N'Fli:t’;k:l [/ N(z.) — +co (ou —+ 0). Les candidats naturels sont les
fonctions qui « se concentrent » : puissances %k sur [D, ] , pics de plus en plus étroits,
polyndmes X &, suites a support fini de plus en plus long.

sur C([0,1]), posons f.(x) = =¥ . ona |fk|m = 1 et |fk|1 = kL—i—l . Donc le quotient
[Feloo / £

=k +1 tend vers 4o . Ainsi, il n'existe aucune constante 3 telle que
|f|m <g |fh : les deux normes ne sont pas équivalentes.




La figure ci-dessous illustre ce phénomeéne. Les fonctions % gardent un maximum égala 1, tandis
que l'aire sous leur courbe s'effondre.

fal =1 pour tout n
ColMle=1pourtoutn |

0.8 1

—_ fi(x)=x!, aire =1/2
L 06] f3(x) = x3, aire =1/4

— fio(x) =x'°, aire =1/11

— f10(X) = x*°, aire =1/41
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De méme, sur g1, lasuite ,,(k) forméede k termeségauxa 1 suivis de zéros vérifie
|u(k:'|1 = k et |u':k:'|m — 1.Parconséquent, i et '"'so ne sont pas équivalentes sur g1,

I1l. Applications linéaires continues

Une application linéaire est, en dimension infinie, rarement continue « gratuitement ». Heureusement, sa
continuité se teste en un seul point et se ramene a une inégalité.

1. Caractérisation de la continuité

Théoreme :
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Soient ':E, E} et {E F:' deux espaces normés et 1 : F — F' linéaire. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. u estcontinuesur & ;

2. % estcontinueen 0 ;

3. u est bornée sur la boule unité fermée de FE ;

4. ilexiste € = 0 tel que |U($}|F <C Il g pourtout x € B ;
5. u est lipschitzienne.

Démonstration :

L'implication 1 = 2 est immédiate. Supposons 2. Il existe & = 0 tel que T g < & entraine
|Wi$‘:'|F =l.si xig <1 alors 1§ zlg <&, donc |U{~’F:'|F <1/6 . cests.

Supposons 3, avec |U':~’F:'|F < M syrlaboule unité. Pour = ?é 0, le vecteur x / 1T 5 est
de norme 1 . Par linéarité, |U{~’F:'|F <M IZlg,doudavec C = M.

Ensuite, 4 donne |u{:1:} - ”{B‘”F = |u{::: - yj"F <Cx - Yl g , soit 5. Enfin, une
application lipschitzienne est continue.

L'ensemble des applications linéaires continues de £ dans F' est un sous-espace vectoriel de
L{E, F).onlenote L.(E, F). Lorsque F = K, on parle de formes linéaires continues et
lonnote B’ = L,(E,K) ledual topologique.

Méthode :

Prouver la continuité d'une application linéaire. On vérifie d'abord la linéarité. Ensuite, on
majore |U':35:'|F en partant de sa définition, jusqu'a faire apparaitre C IZ1 g avec une constante

(' indépendante de . Les outils usuels sont I'inégalité triangulaire, la majoration d'une intégrale
par la borne supérieure et I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Prouver la non-continuité. On exhibe une suite I:I«‘k:l avec |[Tk|g =1 et
|”':5‘3;;:'|F — +00 oubien T — U avec “':$k:' qui ne tend pas vers (J.




sur B = C([0,1]) , laformelinéaire ég: f — f{0) est continue pour *“'co , car
|f({0)] < |f|m En revanche, elle n'est pas continue pour ""'1. Eneffet, g, (r) = (1 - $}k

1
vérifie |gk|l = Iy 0, alors que SD{Q;::I = 1. La continuité dépend donc des normes

choisies, et pas seulement de I'application.

2. Noyau d'une forme linéaire

Pour les formes linéaires, un critere géométrique complete le théoreme. Il sera démontré en exercice.

Une forme linéaire % sur un espace normé E est continue si et seulement si son noyau est fermé.
Lorsque % n'est pas continue, son noyau est méme dense dans F! .

IV. Norme subordonnée d'une application linéaire continue

La meilleure constante ' du théoreme précédent mesure la « taille » de . Elle définit une norme sur
LC{E, F:l :

Pour u € L (F, F'), la norme subordonnée (ou norme d'opérateur) de % est

Ulop = sup0 T, =  sup |u($)\F = wi;g , |u($)\F
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Les trois bornes supérieures coincident par homogénéité (pour la derniére, on suppose E ?é 10}). Par
construction, |U($}|F < IUlogp ¥ g pourtout &, et IYlop estla plus petite constante qui
convient.

L'application % —* I%lgp estune norme sur L.(E, F'). De plus, elle est sous-multiplicative :
siu € L(B, Flet ve L(F G), alors vou estcontinue et

U © Ulgp < Wigp 1Ulop-

Démonstration :

Si 1ulgp = 0,alors u(x) = 0 pourtout Z.L'homogénéité est claire. Pour I'inégalité
triangulaire, |(u + v)(z)| < (itiop + Wigp) 11, puis on passe 3 la borne supérieure. Enfin,

=
vl < Wigp [ulr)| < Wigp 1Ulgp 151 .
|u(u(z))| p [u(@) p Ilop

Méthode :

Calculer une norme subordonnée. On procede en deux temps.

1. On majore : on établit |u(z)| < C 11 pourtout &, avecla constante ¢ la plus fine
possible. Ainsi  1ulgp < €,

2. On minore : on cherche un vecteur Ty ?é 0 tel que |u|:;r:0}| =C EhlE A défaut, on
construit une suite l::r:k} telle que |u{:rk}| / |Tg| — C . Alors 1ulgp = €',

Les cas d'égalité dans les majorations indiquent ou chercher .




1
sur (C([0,1]), o) . considérons @ f) = ff{t} dt . D'abord, | £ < f|f| <Ifl, -
0

donc  [Plop < 1. Ensuite, la fonction constante  f = 1 donne (1) = 1 = 1l . Par
conséquent, [Flgp = 1 etlaborne supérieure est atteinte.

En dimension infinie, la borne supérieure qui définit “lop n'est pas toujours atteinte. Par exemple,
i —n .

sur g1, ropérateur M :u — ((1-2"")u, )ﬂ apournorme 1,mais M uly <iuig

pour tout ?é 0 . Il faut alors une suite minimisante.

V. Dimension finie contre dimension infinie

La dimension finie est un cadre tres confortable : toutes les normes y sont équivalentes. On admet ici le
théoréme de Bolzano-Weierstrass dans K™ munide IV ., : toute suite bornée admet une sous-suite
convergente.

1. Equivalence des normes en dimension finie

Théoreme :

Surun [ -espace vectoriel FE! de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

On fixe une base {El, Cey En:l de E etl'onpose Tl = Max |JI:E;| si T = E T €. I
suffit de montrer que toute norme W est équivalentea '"'co .
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D'abord, N{r) < Z jz,| N(e,) < B iy, avec S = Z N(e,) . En particulier,
|N{1?:' - N{y}l < N(SF - y} < ;3 [T — ylm,donc NN est continue pour "Moo .

Ensuite, la sphere S5 = {$ | |:J:|O.O = l} est fermée et bornée, donc compacte d'apres Bolzano-
Weierstrass. La fonction continue [V y atteint son minimum < en un point £p. Comme

a:D?é 0,ona o = N(xy)> 0. Enfin, pour :t:?é 0, z/izxiy, €5, dob

N(z) > o 1715,

Ce théoreme a des conséquences nombreuses. Il permet de parler de convergence, de fermé ou de
compact dans un espace de dimension finie sans préciser la norme.

Corollaire :

Soit FE' de dimension finie. Alors :

e F est complet, et ses parties compactes sont ses parties fermées bornées ;
¢ une suite converge si et seulement si ses coordonnées dans une base convergent ;
e tout sous-espace de dimension finie d'un espace normé quelconque est fermé.

2. Continuité automatique en dimension finie

Théoreme :

Si F estdedimension finie et F' un espace normé quelconque, toute application linéaire
u:F — F' estcontinue.

Démonstration :

Avec les notations précédentes, |u{:1:}|F < Z |=,] |u{eﬁ-}|F < ( z |H{Eé}|F) EJI
Ainsi, 1 est continue pour '“'co . Ortoutes les normes de ' sont équivalentes, donc 4 est




I continue pour la norme donnée.

3. Une forme linéaire non continue

En dimension infinie, en revanche, la continuité peut tomber en défaut, méme pour une forme linéaire tres
simple.

, _ , Pl = sup |Plz)| ~ A
Soit B = R[X], munide z €[0,1] . C'est une norme, car un polynéme nul sur

[0,1] a une infinité de racines, donc il est nul. Considérons (P} = P(2) .pour P = X*,
ona |[Pgpl=1et @(Pg) = 2% Donc % n'est pas bornée sur la boule unité : elle n'est pas
continue.

Comme le montre la figure ci-dessous, les polynémes X % restent sous la valeur 1 sur [D, ] , Mais
leurs valeurs en 2 explosent.
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164 horme lue sur [0, 1] ; P;(2)=16

141 — Pi=X!

e P2=X2
129 — py=x3
— P4=X4

10 -

Ps(2)=8

Sur ce méme espace, les normes E&lﬁ |P| et F&l% |P|

deviennent toutes deux si I'on se restreinta [R,[X ], qui est de dimension finie. C'est exactement la

ne sont donc pas équivalentes. Elles le

frontiere entre dimension finie et dimension infinie. Par ailleurs, le théoreme de Riesz, hors
programme ici, affirme que la boule unité fermée d'un espace normé est compacte si et seulement si
I'espace est de dimension finie.

VI. Applications multilinéaires continues

Le produit scalaire, le produit de fonctions ou le produit matriciel sont bilinéaires. Leur continuité se
caractérise comme dans le cas linéaire.



Théoreme :

Soient E4,..., Ep, F desespacesnorméset B: & x...x Ep — F une application
P -linéaire. Alors B est continue si et seulement s'il existe €' = 0 tel que

V(zy, ., zp) |Blry,sd.. .1, $p)‘F < C iz |Tpl|-

Démonstration :

Ontraite P = 2, le cas général étant identique. Si B est continueen (0,0}, il existe § > 0
telque 1z1 < 6 et |y| < & entrainent |B{z,y)| < 1.Parbilinéarité, pour £, ¥ non nuls,

1] o
Blz,y) = ﬁzlyl B( %: Wi'lr ) d'ou la majoration avec ¢ — §—2.

Réciproquement, on écrit  B(z,y) — Bla,b) = Bz —a,y) + Bla, y — b) . Il vient
|Blz,y) — Bla,b)| € C 1z —a1 jy|+ Ciai |y — b, quitend vers 0 quand
(zy) = (@b) .

Une application bilinéaire continue n'est pas lipschitzienne sur tout F x F'. Par exemple,
(x,y) — zy sur R2 est continue, mais |(z+h)y — zy| = |A| |y| n'est pas majoré par
C|h| uniformémenten ¥ .

sur C([0,1]) munide '“'co,leproduit (f, g) — fg estbilinéaire et |f§’|®Q < |f|m 9],
1

il est continu. De méme, {ﬁg} — f fg est continue. En dimension finie, toute application

0
multilinéaire est continue, par exemple le déterminant (C'1,. .., Cp) — det(Cy,.. ., Cp).
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VIil. Normes matricielles

Onidentifie A € M, (K) al'endomorphisme & — Az de K™ .Toute normesur K™ induit
alors une norme subordonnée sur M, (K} .

Définition :

Une norme '=* sur Mn{ﬂ{:l est une norme matricielle si elle est sous-multiplicative :
Al = sup |dzl [z

r ?é 0 est matricielle et vérifie

|AE| < |A] |B|. Toute norme subordonnée
Il=1.

Propriété :

pour A = (aéj:' , les normes subordonnéesa N1, N, et INq valent

i n
|Aly = max Z e S max Z a1, 1Al = Ve(A™ A),
=1 =1

ou £ désigne le rayon spectral, c'est-a-dire le plus grand module des valeurs propres.

Démonstration :

Traitons '"'oo . Notons L= mﬁax 2 |aéj| . Pourtout 7,

|{A$}é| < Z |aéj| |$j| <L Nm(ﬁ},donc Al < L . Soit 2y uneligne réalisant le
7

, R .= la. . _
maximum. On choisit %5 demodule 1 telque &, ,T, |am j,| Alors N (z) = 1 et
{AI«‘}@'D = L d'ou I'égalité. Le cas de ""'{ se traite de méme en choisissant pour & un vecteur
de la base canonique. Pour '"'g , on écrit |A£|§ = { AT A x, T ) etl'on diagonalise la matrice

hermitienne positive A4 * 4 en base orthonormée.




1&1/2
La figure ci-dessous représente la boule unité de [V ., et sonimagepar A = (1}/4 8{:‘ 1 }) . ci,

|Al,, = max(3/2,5/4) = 3/2 . Ll'image est un parallélogramme contenu dans la boule de rayon
3/2, qu'il touche au point  A{1,1} .

2.0 A
A(1,1)=(1,5; 1,25)

1.5 1

1.0 -

0.5 1

0.0

—0.5 1

—1.0 1

FR O o oae e e o o o o o e e — —

)

] - poule unité B..(0,
—1.51 e ——_——— - image A (B..(0, 1))
==+ B,(0, |Al<) |Al|-=1.,5

-1 0 1

Proposition :

Pour toute norme subordonnée sur M, (C) ,ona p(A) < |Al. En conséquence, si |A| <1,

+oo
alors T, — A estinversibleet (I, — A)71 = Z Ak
k=0
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_ 241/2
La norme de Frobenius Alp = ( z |G’a’j| ) est matricielle, par l'inégalité de Cauchy-
%7
Schwarz. Cependant, elle n'est subordonnée a aucune norme pour 71 = 2, car
nlme=vm#L

Ce qu'il faut retenir

¢ Une norme vérifie séparation, homogénéité et inégalité triangulaire ; sa boule unité est convexe et
symétrique.

» Deux normes sont équivalentessi o N < N/ < B IV ; elles ont alors mémes suites
convergentes et mémes ouverts.

e Pour prouver une non-équivalence, on exhibe une suite sur laquelle le quotient N/ / N n'est
pas borné.

o Sur gl et C([a,b]),lesnormes "1 et ‘oo ne sont pas équivalentes.
« Une application linéaire est continue si et seulement si |u({z)| < C 11 pour une constante ' .

¢ La norme subordonnée |Ylop est la meilleure constante ; on la calcule par une majoration puis un
vecteur ou une suite extrémale.

e En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et toute application linéaire est continue.

« En dimension infinie, il existe des formes linéaires non continues, comme P — P(2) pourla

norme F&E .

* Une application multilinéaire est continue si et seulementsi | B{zy, s4...1,, zp)| < C H 1=,

e Les normes subordonnées |A4l; et |Al,, sontles maxima des sommes par colonne et par ligne
; toutes vérifient p(A) < [A],



Questions fréquentes sur espaces vectoriels normés

Comment montrer que deux normes ne sont pas équivalentes ?

On exhibe une suite de vecteurs non nuls sur laquelle le quotient N’ (x)/IN{x.) tend vers I'infini ou
vers 0. Sur  C([0,1]}, les fonctions xk ou des pics de plus en plus étroits donnent en général le
résultat. Il suffit d'une seule suite pour réfuter I'équivalence.

Pourquoi toute application linéaire est-elle continue en dimension finie ?

On majore |u{:1::|| par ( E |u(eﬁ-}|) maz |:r:ﬁ-| dans une base. Cette inégalité donne la continuité
pour la norme IV 5. Comme toutes les normes sont équivalentes en dimension finie, la continuité vaut
pour n'importe quelle norme.

Comment calculer une norme subordonnée ?

On majore d'abord |u{:1:}| par |1z avec la constante la plus fine possible. Ensuite, on cherche un
vecteur qui réalise I'égalité, ou une suite de vecteurs dont le quotient tend vers ' . La norme vaut alors
exactement (', méme si elle n'est pas atteinte.

Quelle est la différence entre norme matricielle et norme subordonnée ?

Une norme matricielle est simplement sous-multiplicative : |4 8| < |A||B|. Une norme subordonnée
provient d'une norme sur K™ et vérifie en plus |f| = 1. La norme de Frobenius est matricielle mais
pas subordonnée, car |In|F = VT

Pour aller plus loin en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur espaces vectoriels normés

A maitriser avant : Espaces métriques : ouverts, fermés, continuité

Chapitre précédent : Espaces métriques : ouverts, fermés, continuité

Chapitre suivant : Compacité et connexité
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e Le méme théme en maths spé : espaces vectoriels normés, cours de maths spé

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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