Corrigés des exercices de maths spé

Espaces vectoriels normés

Corrigé de I'exercice 1 : Vérifier qu'une application est une
norme

1. L'application IV estavaleursdans R4 .Si Ni(z,y) = 0,alors |z| =0et |y =0,
car les deux termes sont positifs. Donc (%, ¥} = (0, 0}. Ensuite,
Ni(hz, Ay) = |A || + 2|4 [v| = |A| N1(z, y) . Enfin, l'inégalité triangulaire de la valeur
absolue donne |z + /| + 2|y + v/| <€ {J=| + 2|¥|) + (|=/| + 2[v/|) . Ainsi, N1 est
une norme sur [R2.

2. D'abord, |a + b et |a — b| sont majorés par |a| + || . Ensuite, si ab > 0, lesréels a et
b ontle méme signe, donc |a + & = |a| + |b|.Si ab < 0,alors @ et —p ontle méme
signe, donc |@ — b = |a| + |b| . Dans les deux cas, le maximum vaut |a| 4 [b| . Par
conséquent, Valz, v} = |#| + |y| = |(=, y:'|1 ,et N5 est une norme.

A partir de la question 3

3. 0na N3(L, 1) = 0alorsque (1,1)7 (0,0). La séparation est donc en défaut. V'3 n'est
pas une norme ; c'est seulement une semi-norme, car homogénéité et inégalité triangulaire
restent vraies.

4. Posons u(r,y) = (2= + vy, £ — y). C'est une application linéaire de [R2 dans Iui-méme, de
matrice ([l"-,laa,j.?'?] % gj 1_1 ) Son déterminant vaut —2 —1 = —3 ?é 0, donc 1 est
injective. Or N-&':“:' = |U':’U:'|1 . L'homogénéité et I'inégalité triangulaire viennent de la linéarité
de wu etdes propriétésde '"'1.Deplus,si IN4(v) = 0, alors uf{v) = 0,donc v = 0 par
injectivité. Ainsi, V4 estune norme.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Point de méthode : si % est linaire et injective etsi ' est une norme, alors v — |u(u)| est une
norme. L'injectivité assure exactement la séparation.

Corrigé de I'exercice 2 : Distance associée a une norme

1. D'unepart, diz +z,v+2z) = |lxr+2) —(y+2)|=x—y = dzy). Dautre part,
d(hz, Ay) = |2z —y)| = |A| |£ —v| . Donc g estinvariante par translation et
homogeéne.

2. Lafonction § est positive et symétrique. De plus, &{x,y) = O sietseulementsi £ = Y.
Vérifions I'inégalité triangulaire &(x, z) < 8(z, y) + 8{v, 2).Si = = Z, le membre de gauche
est nul. Sinon, ¥ differede x oude ., doncle membre de droite vaut au moins 1 . Ainsi, 4
est une distance sur [RZ2.

3. Supposons que 8(z, y) = IN{z — 1) pour une norme IV . Soit v 3= 0. Alors
N@v) = 6(2v,0) = 1, car 2w ?‘3 0. Cependant, I'homogénéité impose
N(2v) = 2 N{v) = 24(v,0) = 2. C'est une contradiction. Aucune norme n'a § pour
distance associée.

4. Ona &(z,0) <1 sietseulementsi = = 0.Deplus, &z, 0) <2 pourtout x.Donc
B(0,1) = {0} et B(0,2) = R2. Ces boules ne sont pas homothétiques I'une de I'autre, ce
qui confirme la question précédente.

Corrigé de l'exercice 3 : Comparaison des normes usuelles sur
K™n

. — 2 2 _
1. Soit g un indice tel que |$ﬁ:n| = 1Tl . Alors ":E'%o - |£@'D| < Z |5Eﬁ'| = %y,
1

Ensuite, en développant le carré d'une somme de termes positifs,
2 2
i Z i 1% 51 = 1815
(4 ) 7& ¥

Donc Ty S IX1ly < 1T1¢,



2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz dans [R" , appliquée a l:|:131|, ey |:E‘n|:l eta (1, - ].:l , donne

241/2
Z 1- |ﬂ'| <. ( z |ﬂ'| ) / . Par ailleurs, chaque |:I';E-|E est majoré par 112, donc
% %
|a:|% < nixid Ainsi, 1T S VR Tl et 1T1p S VR T, .

3. Pour g = (1,0,...,0), les trois normes valent 1 . Donc les deux premiéres inégalités sont
des égalitésen €1.Pour = = (1,..., 1), ontrouve ITlgy =1, 1Ty = V7l gt 1Tl = N

.Alors 1Tl = ¥TL1T15 et 1Tly = ¥T¥ IT], , Les quatre constantes sont donc optimales.

4. Enenchainant, IT1] < VT -V 1T, = N 1Tl L'égalitéalieuen (1,...1). La meilleure

constanteest ¢ = 7.,

Corrigé de l'exercice 4 : Boule unité d'une norme hexagonale

1. L'application ]V est positive. Si N(z,y) = 0 ,alors || = |y| = 0,donc (z,y) = 0.
L'homogénéité vient de |A a| = |A||a| etde max(|A|a, |A| b, |A| c) = [A| max(a,b,c) .
Pour I'inégalité triangulaire, soit v = (z,y) et v/ = (z/, y/} . Chacune des trois quantités

le + /|, |y +v/| et |z —y)+ (z/ — v')| est majorée par IN{v) + N{v/). Leur
maximum aussi. Donc [V est une norme.

2. La conditon N{z,vy) <1 équivauta |z| <1, |y <let |z —y < 1. Cestlecarré
[-1, 1]2 coupé parlabande ¥ —1 < = < vy 4 1. Cette bande supprime les deux coins
(1, -1) et {—1,1).La boule unité est I'nexagone de sommets (1,0), (1,1), (0,1},
(-1,0), (-1,-1) et (0,—1). Lafigure ci-dessous le compare au carré de '“co et au
losange de "''1.
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1.5 = N(x,y) =1 (hexagone)
—= [ ¥)le=1
..... , =1
1(x, )]l 0 1) (1.1)
1.0
0.5 1
(-1,0) .10
> 0.0 ‘
—0.5 1 2)
(-1, -1
—1.0 1
_15 T T T

~15 -10 -05 0.0 05 10 15

A partir de la question 3

3. D'abord, |z| et |y| sontmajoréspar IN{u),donc v, < IN{u).Ensuite,
|z — | < |2|+ |y € 2wy, donc N{v) < 21w, . En (1,0) ,ona N = -, =1
En (1,-1),ona IN = 2 et ' = 1.Lesconstantes 1 et 2 sont optimales.

4. Les trois quantités |z|, |y| et |z — y| sont majorées par |z| + |y|, donc N(u) < iy .
Ensuite, 1Uly < 21Wi, < 2 N{) . en (1,-1),ona IV = YT 2. En (1,1),0na
N=1e "= Z.Ainsi, N < ] < 2N avec des constantes optimales. Sur la
figure, I'nexagone touche le losange le long des cotés joignant (1, D} a {D, —1} , par exemple en

(%: _%) et le sommet (1,1} estadistance 2 pour ',



Point de méthode : les constantes optimales se lisent sur le dessin, aux points ol les sphéres unités se
touchent ou s'éloignent le plus.

Corrigé de I'exercice 5 : Boules unité des normes p

L _ P ® P .
1. Soit g tel que |$fn| = ITlgo . Alors 'Floo = Z |ﬂ| < M IT15 | 3 fonction
1

5 — SUP est croissante sur [+ . Donc 1Ty < 1T 1 < nlfiﬂ EJ

2. 0na nt/P — e}:p( lnTn) — 0 = 1 quand p — 400, Le théoréme d'encadrement donne
lim

p 5 4o IZlp = ITlgo |, C'est ce quijustifie la notation  "“'co .

alors la limite. Ainsi,

3. Supposons d'abord 1Z1p = 1. Alors chaque |$“i;| estdans [0,1], donc |:L’:E-|g < |,:1:~€-|i':J
puisque g => P .Ensommant, Z |:J$‘E-|g < 1,donc ITlg =1 =1Z1p.5 = ?é 0 est
quelconque, on applique cecasd ¥ = = /iy : [¥lg =1, puis 1%1g < 1Z1p par
homogénéité. Le cas x = 0 est trivial. Donc [Xlg < IT1p dés que P = g . Par conséquent,
la boule unité de ""'p estincluse dans cellede g . La figure de I'énoncé le confirme : les
spheres grossissent avec P et se rapprochent du carré de  '"'co .

4. On trouve |{3: 4:'|1 == 7, |':3: 4:'|2 =9 4+16 =5 et |':3: 4:"00 = 4  On a bien
4 <5<7.

Corrigé de I'exercice 6 : Une application qui n'est pas une

norme

1. Si N(z,y) =0, alors flz] + /Jy] = 0. Ces deux termes sont positifs, donc

r =y = 0.Ensuite, pour XA € R, f|]Az| = \/m \/E.Ainsi,

Nz, xy) = (A (=] + ) )2 = |A| N(z, ) - La séparation et I'nomogénéité

sont vérifiées.
2. Oncaleule N(L,0) =1, NO,)=1et N(L,) = (1+1)>=4.0r
(1,1) = (1,0) 4+ (0,1) ,et 4>>1+41.L'inégalité triangulaire est fausse : IV n'est

pas une norme.
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3. Lespoints (1,0} et (0,1) sontdans B .Leur milieu {%: %} vérifie
N = ( 9 ..-"1/2 )2 — 2> 1.Le milieu n'est pas dans £, donc 5 n'est pas convexe.
La figure ci-dessous montre cette « étoile » a cotés concaves. Le point (%: %) , ou

N = (% + %}g = 1, est sur son bord.

1.0 1
(1/2,1/2) : N=2
0.5 -
>,
0.0 -
—0.5
—1.0{ 7 W<l :
- segment de (1,0) a (0, 1)
]
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0
X

A partir de la question 4

4. Supposons que @/ soit une norme. Pour T, Y € B, et t £ [EJ, 1] ,ona
vtz 4+ (1-1t)y) <twlz)+ (1 -1£){y) < 1.Donc B, estconvexe.
Réciproquement, supposons B, convexe et montrons I'inégalité triangulaire. Si = = 0 ou
y = 0, elle est immédiate. Sinon, (z) >0 et ©(y)> 0 par séparation. Posons
! =z [viz) et y' = vy /r{y): cesontdesélémentsde B, , par homogénéité. Soit



— ﬁ c [D:. ].Alors

B - iy _ r+y
te! +(1—1t)y! = 2@+ (g T (@) +oly) = v(z) + v(g)

Ce vecteur est dans By, par convexité. Par homogénéité, v{z + y) < v(z) + v(y). Donc
I est une norme si et seulement si B, est convexe.

Point de méthode : pour une fonction séparante et homogéne, I'inégalité triangulaire se lit sur la
convexité de la boule unité. Un dessin non convexe suffit donc a réfuter.

Corrigé de I'exercice 7 : Une norme euclidienne sur R"2

1. L'application ¥ est symétrique : échanger (z, ¥} et {x/, ¥') ne change pas I'expression. Elle
est linéaire par rapport au premier vecteur, donc bilinéaire par symétrie. Ensuite,

2
tp(vjv):x2+$y—|—y2:($—|—%) +§1y220+

Si @{v,v) = 0,alors ¥ =0, puis = = 0.Donc ¥ estun produit scalaire. Par
conséquent, IV = ./ip(u, v) est la norme euclidienne associée a .

2. L'inégalité |zy| < % (22 + y2) découlede (|z| — |y|:|2 > (. Elle donne

S (22 +y2) <224+ y2+ oy <3 (22 +y2).

En v ={(1,-1),0ona N{ﬂ}g — 1 et I’UI% = 2 : la minoration est une égalité. En
,1),ona N(ﬂ}g = J et I’Ulé = 2 :la majoration est une égalité. Les constantes

sont optimales.

A partir de la question 3

3.5i N() <1,alors wi2 < 2 N@w)? < 2,donc iy < V2. si Wiy < \/2/3, alors

N(ﬂ}g < % . % — 1. La boule unité de [V contient le disque de rayon ~."2/3 et est
contenue dans le disque de rayon /3. La matrice de la forme quadratique est
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1
! 5 3 .1 L
2 |, de valeurs propres = et =,associéesa (1,1} et (1, —1).Laboule
([H‘frarac?]lﬁ 1) Prop 2 2 (1,1) (1,-1)

est donc un disque elliptique. Son grand axe, porté par {1, —l:l , a pour demi-longueur 2. Son
petit axe, porté par (1,1}, a pour demi-longueur /2 /3 . La figure ci-dessous montre I'ellipse
tangente aux deux cercles.

|
m—— boule unité de N (ellipse)

— -~ cercle de rayon V2

1.5 1

_==="""===- cercle de rayon v 2/3

1.0 1

0.5 -

0.0

—0.5

—1.0-

—1.5-

15 -10 -05 00 05 1.0 15

Corrigé de I'exercice 8 : Parties et fonctions bornées

1. Soit f€Aet z€[0,1.Comme f(0)=20,0na



1f(@)| = |f(x) - f(0)| < |z —0] <1.ponc |f|, = 1. Lapartie A estincluse dans
la boule unité fermée : elle est bornée.

— n — —
2. Pour tout 7, |f’-r1|@c1 o [%uff] = 1.En revanche, |gﬂ|oo = ™ La suite {fn:l est
1

bornée, la suite l:gﬂ:l ne l'est pas.

3. Pour tout réel %, ona |§f3":f:'|m = max(|cos £|, [sin 2¢]) < 1 Donc ¢ est bornée. En
revanche, (2k) = (2km 0}, d'ou |ﬂb(ﬁkﬂ)|m = 2k  quitend vers —+co.La
fonction ¢ est bornée, la fonction /' ne I'est pas.

4. Par récurrence, A" = Q[Rrajr?]é%:?,}). En effet, c'est vrai pour n = 0, et
Ant+l — A™ 4 — (D n+l 1).Pour n=1, |An|oo = n et |Aﬂ|1 =n+2.
i
De plus, pour toute matrice [ detaille 2, M, < M|} < 4|M|,, . Les deux normes

sont équivalentes, donc elles ont les mémes parties bornées. L'ensemble { 4™} n'est borné
pour aucune des deux normes.

Corrigé de l'exercice 9 : Une norme sur R _n[X]

1. L'application ]V est positive. L'homogénéité vient de |A P(k)| = |A| |[P(k)|. Linégalité
triangulaire vient de  |P(k) + Q(k)| < |P(k)| + |@(k)|, sommée sur k . Enfin, si
N(P) = 0,alors P{0) = P(1) =...= P(n) = 0.Lepolynébme P adonc au moins
n -+ 1 racines distinctes. Or il est de degré au plus 7. Donc P = (1, et [V est une norme
sur R,[X].

2.Pour n =2: NX)=04+142=3, N(X?)=0414+4="5et
N( {X_l}g):1_|_[j_|_1:Q.Ontrouverespectivement 3, het 2.

3. Lepolynéme P = X(X —1)...(X —n +1) estdedegré n,doncdans Ry[X]. Il n'est
pas nul et s'annuleen 0, 1,...,m —1 . Ainsi, NI{P} = 0 avec F ?é 0. La séparation
est en défaut: py/ n'est pas une norme.

4. Deméme, @ = X(X —1)...(X —n) estunpolyndme nonnulde Rp1[X] tel que

N(@) = 0.ponc N n'est pas une norme sur Ry;11[X ] . Le nombre de points
d'évaluation doit dépasser le degré maximal.
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Corrigé de I'exercice 10 : Norme de la convergence uniforme

1. La fonction fﬂ est impaire. Pour x = 0, on calcule

f; () = (l—i—n.rz)—an.rz _ 1—n$22+
n (1 +mn z2) (1 +mn z2)
Ainsi, fﬂ croit sur [[j %] puis décroit, et elle est positive sur K4 . Son maximum sur [
vaut f (L) lfu_ 2 . Par imparité, |f | atteint la méme borne sur R__ . Donc
f,€Bet 1f | = LJ— comme |fp, _D| —+ 0 a suite (f,) converge versla

fonction nulle dans B.

fl donc sup |h| = 5, atteinten y = x1.0r
gn{iﬁ} = h(ﬂﬂ?},et r — 7nx est une bijection de [E.Donc |9‘n| = % pour tout 1.
. _ nlel 1
Ensuite, Qfﬂ@l =0 . Pour = ?é 0, |g ()| < nl2l = nla qui tend vers [ . Ainsi,

9, — 0 pour tout réel =,

3. Supposons que (gn) converge vers & dans {B, OO} . Pour tout réel I ,ona
9@ — 9@ <9, - g~ 0. ponc glz) =limg,_(z) = 0 :lafonction ¢ est
nulle. Alors |9’ﬂ|{)D — 0 ce qui contredit |g’”|oo = %.La suite (gn:l ne converge pas

dans 15 . Sur la figure de I'énoncé, la bosse garde sa hauteur % en se resserrant vers 1.

Point de méthode : la limite pour '“'co , si elle existe, est toujours la limite simple. On calcule donc
d'abord la limite simple, puis on teste |In ~ g|m

Corrigé de I'exercice 11 : Normes 1, 2 et infini sur C([0,1])

1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales donne f |f| -1 < ( f fg )lf@ ( fl)lfFE )

soit |f|1 < |f|2 . Ensuite, f{t}g < |f|go pour tout %, et l'intégration sur un intervalle de



longueur 1 donne |f|§ < |f|gO.Donc \Fly = 1fly = 1F, .

1
_ 1
2. Ona |fﬂ|m—1, |fﬂ|1=n+1 et |fn|2: (fﬁﬁnda;)lﬁ: L les

2n+1

)]
quotients |fﬂ|olD / |fﬂ|1 =n+1 et |fﬂ|gO / |fﬂ|2 = v2n +1 tendent vers +o0.
Aucune constante ,3 ne vérifie donc |f|oo < ;8 |f|1 ni |f|oo < ;8 |f|2 .Lanorme '‘'co
n'est équivalentenia '"'{,nia 7.

1 1
3. On calcule |}q,ﬂ|1 — ,,.'ﬁf;r;'-”« dr = ﬂTl et |h,ﬂ|2 —n f:r:g'” dr = Eﬂlﬂil-l' Donc
1] 0

Les normes | et 7 ne sont pas équivalentes.

4. D'abord, |hypl; = nTl — 0 : (hy) converge vers ( en moyenne. Ensuite,

|hﬂ|2 — % ?é 0 . Supposons que {Ay) converge vers g pour "'y .Comme

g, — §’|1 < g — §|3 , elle converge aussi vers g pour '"'1,donc g = 0 par unicité de la
limite. C'est impossible, car |hﬂ|2 7é) 0. La suite diverge pour '3 . Enfin, |h'-”«|oo = VT .
la suite n'est pas bornée, donc elle diverge pour '“'co .

Corrigé de I'exercice 12 : Convergence en moyenne sans

convergence uniforme

1. Lafonction + — 1 —n |,¢: — %| est continue, et le maximum de deux fonctions continues est

continu. Donc fﬂ est continue. Elle vaut 1 en % et s'annule dés que |z — %| > % . Comme
n > 2, lintervalle [ % — %: % ol % | estinclus dans [0, 1] . Le graphe de f,, estun pic
triangulaire de hauteur 1 et de base %, centré en % , et nul ailleurs.

2. Le maximum est atteint en % , donc |fn|m =1, L'intégrale est I'aire du triangle :

|fﬂ|1 = %%1 = % Par symétrie autour de %,en posant ¢ = |z —%| )
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_ 391/n
9 9 _ (1 —mnt) 2
12 =2 / (1—nt)?dt =2] - =4
0
Donc |fﬂ|DO =1, |fﬂ|1 = % et |fﬂ|2 = x#% . La figure ci-dessous montre ces pics de
plus en plus étroits.
1.2
—_— 5 1 aire 1/2
1 04 Mle=1pourtoutn — fyiaire /4
' —— fio : aire 1/10
0.8 1
0.6 1
0.4 1
0.2 1
0.0 - - - .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3. Les quantités |fn — D|1 = % et |f1r1 — D|2 = \/% tendent vers (. La suite l:fn:l

converge vers la fonction nulle en moyenne et en moyenne quadratique.

4. Supposons que {fﬂ:‘ converge vers & pour ‘oo .Comme |fn - E’|1 < |fn - E’|OO , elle
converge aussi vers 9 en moyenne. Par unicité de la limite pour "1, g = 0. Alors
|fn|m — 0 , e qui contredit |fﬂ|oo =1 La suite {fﬂ} he converge pas
uniformément. On peut aussi remarquer que fﬂ{%} = 1 pour tout 7, alors qu'une limite

uniforme devrait étre la fonction nulle.

Corrigé de I'exercice 13 : Une norme sur les fonctions de classe




1. Pour f € K, ladérivée f' est continue surle segment [0, 1], donc bornée: IN{f) estun
réel positif. L'homogénéité et I'inégalité triangulaire viennent de celles de || etde '"oo,car

(f ‘|‘5’:'*r = f' 4 ¢/ .Enfin,si N(f)=0,alors #' =0 sur [0,1],donc f est
constante, égalea f(U) = 0. Ainsi, ]V est une normesur F.

2. Soit x € [0,1].Comme f estdeclasse 1, lethéoréme fondamental de I'analyse donne

flz) = f(0) + fff{t:l dt.Donc |flz)| < |f(O) + = |ff|o.o < N(f) .En passant a
0

la borne supérieure, |f|oO < N{f:‘ .

3. D'une part, |f(0)] < |j'r|0O donc IN(f) < M(f). D'autre part, la question précédente donne
M(F) = |fl +|f| € N(f)+ N(f) . ponc N < M < 2N :lesnormes N
et N sont équivalentes.

4.0na f.(0) =0 et f;{:::} = n w cos(n 7 x), d'ou |J?E,L|QO = N, atteinten 0. Ainsi,

N{fﬂ} = 7 7 . Par ailleurs, |fn|m =1 atteint en ﬁ . Le quotient

N{fﬂ:' / |fﬂ|cjo = NT tend vers +00 . Aucune constante [ ne vérifie

N <8 "' :les deux normes ne sont pas équivalentes.

5. D'abord, |up| = % — 0: (uy,) convergevers 0 dans (F, . ].Ensuite,

N(up) = % = mvA — +co. Lasuite n'est pas bornée pour V. Or une suite

convergente est bornée. Donc  {u,,) diverge dans (F, V).

Corrigé de I'exercice 14 : Produit d'espaces normés

1. Si N(z,y)=0,alors 1Tig = ¥z =0, donc (z,y) = 0.Lhomogénéité est
immédiate. Pour l'inégalité triangulaire, on a
lz +2/|g < 1wig +lellg £ Nz, y) + N(z/,y') , et de méme pour la seconde
composante. On passe au maximum. Le raisonnement pour Jy/ est analogue, en ajoutant les
deux inégalités triangulaires. Enfin, max(a, &) < a +b < 2max(a, b) pour a,b > 0.
Donc IV et jy' sontdesnormeset N < N/ < 2N.
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2. Ona N( (%, yﬂ:' —(@,b) :' = max(|Ty — & g |’Hﬂ - b|F} . Si ce maximum tend vers
(0, chacun des deux termes, qui lui est inférieur, tend vers (1. Réciproquement, si les deux
termes tendent vers (1, leur maximum, majoré par leur somme, tend vers (. La convergence
pour N équivaut a la convergence des deux composantes.

3. Oona max(ix —aig, |y —5|F:l <T sietseulementsi IT =@l <7 et [y -0, <7,
Donc la boule est Bg(a, ) x Br(b, 7).

4. D'une part, [\big|?] ] [\big|?] = 1 —+ 0. D'autre part, pour toute norme sur

nl—l- 1 { n—+1
My (R), [\big|?]7 I3 [\big|?] = # [T3] — O . La suite converge vers (1,0) dans
R x M4y(R), d'aprés la question 2.

Corrigé de l'exercice 15 : Inclusion de boules

1. Soit x € B(a, r) . L'inégalité triangulaire donne
lz —bl <1z —ai+la—bl<r+la—bl <s.Donc = € B(b,s),et
Ba, ) C B(b, s).
2. Choisissons un vecteur unitaire u.Si a@ ?‘3 b,onprend u = H. Si @ = b,onprend
n'importe quel vecteur unitaire, qui existe car & ?é {0}. Pour ¢ € [0, r[, posons
Ty =a+1tu Aors £y —a =1<r donc z, € B(b,s).0r a—b=la—blu,
d'ou

|z, —b| = [\big|?] (la — bl + ) u [\big|?] = la — bl + ¢.

Ainsi, la — &l 4+ % < s pourtout t € [0, [ . Enfaisanttendre ¢ vers 7, on obtient
lo — bl + r < =. La figure ci-dessous montre le point @ + r , le plus éloigné de § surle
bord de Bfa, r).



2.0

— B(b, s)
— B(a,r)
1.5 -

1.0 - a +
0.5
0.0 -
—0.51

—1.0 1

—1.51

distance™s

ebaa+ru:|a-b|+
—2.0 1

3. Si Bfa,r) = B(b,s), les deux inclusions donnent la —bl +r < set la—bl+s < r.
Enles ajoutant, 21la —&l < 0,donc g = b.llreste r < s et s <7 .Donc g = b
et © = 5 :une boule ouverte détermine son centre et son rayon.

4. D'aprés les deux premiéres questions, B(0,1) C B(a,2) équivauta 1a1+1 < 2. Cestle
cas si et seulementsi 12 < 1.

Corrigé de l'exercice 16 : Suites de vecteurs de R"3

1. D'aprés I'exercice 3, lesnormes "1, "2 et '"co de [R3 sontéquivalentes. Elles ont donc les
mémes suites convergentes, avec les mémes limites, et les mémes suites bornées. La nature des
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suites ne dépend pas de la norme usuelle choisie. On travaille avec '"'co , pour laquelle la
convergence se lit coordonnée par coordonnée.

2. Premiére coordonnée : ( 14+ % )ﬂ = e}:p( nIn(l + %:‘ ) - Or

Inf1+1
! ln{l + %} = w —s 1, carc'est un taux d'accroissementde In en 1.Par

continuité de I'exponentielle, la limite est & . Deuxieme coordonnée :

.1 sin(l/n) .. om2+1  141/n2 1
78N 5 = /n —+ 1 . Troisieme coordonnee : I —n = 2—1/n — 2.Donc

(up) convergevers (¢, 1, % ).

3. Ona [Ynl,, > Inn — 400 Lasuite (v ) n'est pas bornée. Or toute suite convergente est
bornée. Donc (v, diverge.

4. Comme cos(n m) = (—1}“ , on obtient 1wy = (E’Lp’ L,1) = (0,1,1) et

Wopy1 0, -1, 1) Les vecteurs (0,1,1) et (0, —1,1) sont deux valeurs
d'adhérence distinctes, donc {w,,) diverge.

Corrigé de I'exercice 17 : Puissances d'une matrice

0&1
0&0°

5 Iq et J commutent, donc la formule du binéme s'applique. Tous les termes contenant Jk

1. Posons J = ([ll'n,ll'a].?'?] }).Alors A= %Ig + J ,avec J2 = (. Les matrices

avec k& > 2 sontnuls. Ainsi, pour 7 = 1,

= () ran ()70 = (37 2 25),

Le coefficient en haut a droite vaut n 21_” = g_n .
2. P > 1 A" = max(27",20) = 20 | '
. Pour mn =1 ,0na oo — Max som ) = om Par croissances comparées,

n
e — 0. Donc {Aﬂ} converge vers la matrice nulle. Le terme 5 91— vaut 1 pour

n=1ce n =2, puis décroit vers 0.
3. Oncalcule B2 = ([Ear;r?] ~1&0 ) = —Ig,pus BY = (-T )2 = I5.Ainsi
0& —11 ' 2 2 '
Bik+r — " pour r € {0,1,2,3}. Les quatre suites extraites {Bék + T)k’ sont
constantes, égalesa f5, B, —fg et —B.Cesontdonc des valeurs d'adhérence.

Réciproguement, une suite extraite convergente contient une infinité de termes dans I'une des
quatre classes, donc sa limite est I'une de ces matrices. Les valeurs d'adhérence sont f;, B



, —f3 et —RB, etla suite (Bﬂ:l diverge.

Point de méthode : dans M, (KK}, toutes les normes usuelles sont équivalentes ; on étudie donc les

suites de matrices coefficient par coefficient.

Corrigé de I'exercice 18 : Suite récurrente dans R"*2

. (zn+ Eyn) + (2xy + ’Hﬂ:'

n+1
(x

1.Ona ¢ :$n+yn25ﬂ.Deplus,

3
nt2y,)—(Bzy +vy,) i i
"i’.rl-l-l — n . n _ - li:t?.n _ yﬂ} = —3 l.in Donc {Sﬂ:l est
constante, égalea 53 = 3, et (d,) est géométrique de raison —% ,avec dpg = 3.

)ﬂ.Comme :Fn:“c'”—g'_d” et y :5"“5&”,
i)

Cad =

2. Onen déduit d, = 3 ( —

n n
_ 3,3 1 _ 3 _3 1
xn—2+2(—3) ) yn_Q_Q(_S)‘

on vérifie: U1 = (1,2}, conformément a la relation de récurrence.

ki)
3. Posons I = (%:%) .Alors |U' —L|m = % (%) = ﬁ , qui tend vers (. Donc
(Up) convergevers I = ( %: % ) . Comme le montre la figure ci-dessous, les points restent

surladroite « 4+ Y = 3 et sautent d'un coté a l'autre de la diagonale, en se rapprochant de L,
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3.0 ~--- droite x+y=3
. N ~

N ------ diagonale y = x
" Y limite (3/2, 3/2)

2.5 1
2.0
1.5+
1.0
0.5 1

0.0 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

A partir de la question 4

4, 0na Upy1 = MU, avec M = % ([Hra},r?] % ‘%ﬁ ,}) Le méme calcul, mené pour un

n
point de départ quelconque {SED, yD} , donne T, = spt df'g':_lffg) et

sg— do (—1/3)"
Yo = 5

Ug = (0,1), on obtient la seconde. Ainsi, en notant g = % ( —% )n ,

.Avec Ug = (1,0}, on obtient la premiére colonne de A5 ™ . Avec



M" =

1 1
2 ¥ 27,
2~ 4y

Donc JAf"™ converge vers %([\ra@r?] %g ,} - Pour n = 1,onretrouve bien M :

1 1 1 1,1 2
2"5—3%% 2tg =13

—

Corrigé de l'exercice 19 : Valeurs d'adhérence dans C

1. Pourtout n =1, |z,.| = 1_|_% < 2.Lasuite (z,) est bornée.

2. Pour m = 6k +r,ona EémfrfB — Eﬁékwefrﬂfg — Ef?"TT;IB.Donc

Zep 4y = (1+ﬁ)eﬂﬂ’”f3.Parconséquent,

v f 3| = 5% {|— - — 0 . La suite extraite {36k+fr}k converge vers

|?6k~+r.r —€

Eﬁf.r‘ﬂ',-"B_

3. La suite possede au moins deux valeurs d'adhérence distinctes, par exemple 1 et —1.Orune
suite convergente n'a qu'une valeur d'adhérence. Donc (z,,) diverge. La figure ci-dessous
montre les points qui s'enroulent vers les six sommets de I'hexagone régulier.
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2 -
21
°
Z
22
]. 7] . *
o X
©
£
()
©
£
] 0 z8 '* *e 7
_I: o
@©
Q "
i x| X
24 Zs
-------- cercle unité
e =z,
> | Y valeurs d'adhérence ™3

-2 -1 0 1 2
partie réelle

4. Soit £ une valeur d'adhérence, limite de {ztp(k)} . Les entiers (k) prennent une infinité de
fois I'un des six restes modulo 6, disons 7. Il existe donc une extraction 0 telle que

@(ib(k)) = r (mod )6 pourtout k. D'unepart, Zpu(k) £ comme suite extraite d'une

suite qui tend vers £ . D'autre part, |zt,o(q,b(k]) —e' "7 3| = m — 0 . Par unicité de

lalimite, g — g*7 ™ / 3. Les valeurs d'adhérence sont exactement les six racines
sixiemes de l'unité.

Corrigé de I'exercice 20 : Suites extraites et convergence




. Soit £>0.llexiste IV telque |U3n - €| < € pour 7 > IN{.Deméme,ilexiste Ng
tel que |u2n+1 - g| < € pour n > Ng.Posons N = max(2IN, 2Ny + 1) et soit

m > N .Si m = 2n,alors 1> N1.Si m = 2n +1,alors n = INq . Dans les
deux cas, |t — £| € € .Donc (u,) converge vers £.

. Notons @, § et ¢ leslimites de {ugﬂ}, {u2ﬂ+1} et {ugn) . La suite ':”Bn:' est
extraite de {ugﬂ} et de {ugﬂ} . Par unicité de la limite, @ = ¢ . De méme,
6n+3 =2(3n+1)+1=32n41), donc (u6n+3} est extraite de {u2ﬂ+1} et de
(ug,) .Ainsi, b = ¢ .Finalement, o = b .D'apreés la question 1, (u,) converge.

. Soit x € E nonnulet v, = {—1:{'rl x . Alors Yo, = T et Ugni1 = T convergent,
mais vers deux limites distinctes. La suite () diverge, bien que ses deux suites
extraites convergent. Ici, {uBn) = ({-1)" x) diverge, ce qui est cohérent avec la question
2.

.Ona g, = (1 } — (1,0) et Ugpig —* (—=1,0). Toute suite extraite convergente

1 Ep
contient une infinité de termes d'indices pairs, ou une infinité d'indices impairs. Sa limite est donc

(1,0) ou {-1,0).Les valeurs d'adhérence sont (1,0} et (—1,0}.

Corrigé de I'exercice 21 : Normes matricielles

. Si IN(A) = 0, chaque somme Z |af:'j| est nulle, donc tous les coefficients sont nuls.
J
L'homogénéité est immédiate. Pour I'inégalité triangulaire, pour chaque 3 ,

Z |a’ag + bﬁi‘| < Z |a’ | + Z |b€i"| < N{A} + N{B} , PUiS on passe au maximum sur
2 . Ensuite, |a'3_jl| = Z gl < N{A:' , et Z o | S nl4leo ponc IV est une

normeet [A|, < N{A} < nldl, .

. Pour tout 7, l'inégalité triangulaire donne
Z |(AB);'3‘| = Z Z okl 1ok = Z |l Z k] < Z la;,| V(B) < N(A) N(B).
J ik k J k

En passant au maximumsur ;, N{AB) < N(A) N(B).

. Parrécurrence, N(AK¥) < N(A)*.si N(A) <1, alors N(A)* — 0, donc

N{Ak — D:l — 0 . Ainsi, A% —s (. Pourla matrice proposée, les sommes des lignes valent
05403 =08 et 02404 =06 .Donc N{A) = 0,8 <1.Par conséquent,

A% 3 0, et chaque coefficient de 4% est majoré par D,Sk en valeur absolue.
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4. Soit J lamatrice de M, (K) dont tous les coefficients valent 1 .Chaque coefficient de 2
n
vaut Z 1-1=mn,donc j2 = nJy.Aors |J2|, = n,alorsque |72, = 1.Pour

k=1
n>2,ona |J2|OO = |J|§O :lanorme '“'co n'est pas sous-multiplicative.

Corrigé de I'exercice 22 : Caractérisation séquentielle des

normes équivalentes

1. Si N{zy) — 0,alors 0 < N'(x,) < C N(z,). Le théoréme d'encadrement donne
N'(zg) — 0.

2. Pourtout entier 7 > 1, laconstante 7 ne convient pas. Il existe donc T, € E tel que
N'Fli:t?.n:l >n Nliﬂ;n:l . Ce vecteur est non nul, sinon les deux membres seraient nuls. Posons
I

(g 1
Y, = Wﬂw . Par homogeneite, N(yn) = 77 — 0. Deplus,

/ N'(zy)
N(Y,) = Z N,y > m = M

ponc N(y, ) — 0 et N’;{yn} — +4co.

3. Si IV et v/ sontéquivalentes, la question 1, appliquée dans les deux sens, montre qu'elles ont
les mémes suites de limite nulle. Réciproquement, supposons qu'elles aient les mémes suites de
limite nulle. Si v/ n'était majorée par aucun ' IV , la question 2 fournirait une suite de limite
nulle pour N mais pas pour jy/.Doncil existe /5 avec n/ < 8 IN . Enéchangeant les
roles, il existe ¥ avec IN < =y N’ . Ainsi, %N < N/ < S N :les normes sont
équivalentes.

4. La relation est réflexive, avec & = 5 = 1.Elle est symétrique:si o IN < N/ <BN,
alors éN’r < N < %NI.Enﬁn,elleesttransitive:si a N < N/ < BN et

ol N' < N < g/ N, alors oo/ N < N < g 8/ N . Cest une relation
d'équivalence.

Point de méthode : la normalisation ¥, = £n ,/ ':m N(ﬂ?n}:‘ répartit le facteur ¥+ : une moitié
fait tendre IV vers 0, l'autre fait exploser /.



Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : normes sur R[X]

1. Les applications V1 et IV, ne dépendent pas de l'entier ¢ choisi, car ajouter des
coefficients nuls ne change rien. Ce sont les normes "1 et '“'oo sur la suite des coefficients :
homogénéité et inégalité triangulaire s'obtiennent coefficient par coefficient. De plus, elles ne
s'annulent que si tous les coefficients sont nuls. Pour & , la fonction polynomiale |P| est
continue sur le segment [0, @], donc bornée : 54 (F) est un réel. L'homogénéité et I'inégalité
triangulaire s'obtiennent par passage au sup. Enfin, si  §4(P) = 0, le polynéme P aune
infinité de racines, donc P = 0. Les trois applications sont des normes sur R[X].

2. Chaque |’1’k| est majoré par la somme Z |aj| ,donc IV o = N1 . Pour
J

n
P, = Zxk",ona Ni(P,)=n+1le N, (P,) =1.Lequotient n +1
E=

tend vers +oo.Donc Vi et [N, ne sont pas équivalentes.

3. Pour t € [0,1], [P < ; | 2% < g l@k] donc S7 < N1 . pour
Q, = (1 —X}n et t€[0,1],ona 0<1—¢<1,donc |in:i:l| < 1, avec égalité en
. _ oA o = Z n {—ljlk Xk
t = 0 .Ainsi, Sl{Qﬂ} = 1. Parlaformule du bindme, <y . k , donc
Nl(qn} = ; (ﬂi:) = Eﬂ.Le quotient 5" tendvers +oo @ S et IVi nesont

pas équivalentes.

A partir de la question 4

4. Comme [0,a] C [0,8],0na 54 < Sp.Posons R, = (% )ﬂ Sur R4, la fonction
t — (t/a)" estcroissante et positive. Donc  Sq(Bp) = 1 et Sy(Ry) = (%)n . Comme

% ~ 1, ce quotient tend vers —+co . Les normes 5; et S5} ne sont pas équivalentes.

5. D'abord, N{(T,) = % —~ 0: (T,) converge vers 0 pour IVi.Ensuite,
t — t" / n estcroissante sur R4, donc ST, = % —0: (T,) converge vers
T
0 pour 51.Enfin, SE(T'H:I — gﬁ —s —too Par croissances comparées. La suite n'est pas
bornée pour S . Donc {Tn) diverge pour 51 . La figure ci-dessous illustre ce contraste :
les courbes s'écrasent sur [0, 1] mais explosent sur [1, 2].
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4.0

3.5 1 sur [0, 2] : S3(T,) =2"/n

3.0 — 1) =x22 |
251 —— Ts(x)=x°/5 :
—— Tyo(x) = x9/10 |

2.0 1|
sur[0,1]:S5:(T,)=1/n—-0 I
1.5 - ! 1
1.0 A i

0.5 -

0.0 ! ! T T T
0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

6. Reprenons Qﬂ = (1- X}ﬂ, pour lequel Sl{Qn} = 1. Ses coefficients sont les (1) ,au

k3
nombre de 7 -+ 1, de somme 5™ . Le plus grand vaut donc au moins 2_'_ 1
gﬂ-

NOO{Q j > 'ﬁl —+ 4o, etaucune constante ' ne vérifie N o, < € 571. Reprenons

. Ainsi,

ensuite Fp = Z XE Jlest positif et croissant sur [0, 1], donc

S1(Pn) = {1} = n +1,alorsque N g(P,) = 1.Aucune des deux normes
N, et 51 n'est dominée par l'autre.

Point de méthode : sur R[X], qui est de dimension infinie, les familles X", (1 — X)"
Z X* fournissent presque tous les contre-exemples a I'équivalence des normes.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé
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Le cours : espaces vectoriels normés, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur espaces vectoriels normés

Chapitre précédent : Polyndmes d'endomorphismes et Cayley-Hamilton

Chapitre suivant : Topologie d'un espace normé et continuité

Le méme theme en L3 : espaces vectoriels normés, exercices de maths en L3

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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