Corrigés des exercices de maths en L3

Espaces vectoriels normés

Corrigé de I'exercice 1 : Une norme sur R? et sa boule unité

1. L'application IV estavaleursdans R4 .Si N{z,y) = 0,alors |z| =0et |z -y =0,
donc x = 0 puis ¥ = £ = 0. Ensuite, pour A € R,
Nz, 2 y) = max(|A| |=|, |2 |z — y|]) = |A| N{z,y) . Enfin, pour deux vecteurs (z,v)
et (z/,y'),ona |z + 2| < 2|+ |2/| € Niz,y) + N(z/,y') . De méme,
(= +2) - (v + ) < |z -yl + |5/ —v/| < Niz,y) + N(2/,y') . Le maximum des
deux membres de gauche vérifie donc I'inégalité triangulaire. Ainsi, N est une norme sur [2

2. Lacondition N(z,y) <1 équivautd -1 <z <let z—-1<y <z +1. Cest
I'intersection d'une bande verticale et d'une bande oblique paralléle a la droite ¥ = X', Pour
x = 1,onobtient % € [0,2] ;pour = = —1,onobtient y € [—2,0]. La boule unité
est le parallélogramme de sommets (1,0}, (1,2), (-10) et (—1,—2). La figure ci-
dessous la compare au carré unité de W o .
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3. D'abord, |z —y| < |z|+ |v| £ 2 Nz et |o| € Nglr,y) , donc N < 2N, .
Pour (1,—-1),ontrouwve IN = max(l,2) =2 et N =1 :laconstante S = 2 est
optimale. Ensuite, |z| < N{z,y) et |y| £ |=| + |v — z| £ 2 N{z,y) . Par conséquent,

N £ 2N, soit %Noo < N.Pour (1,2) ,ona N = max(l;1]) =1 et
N o, = 2 :I'égalité est atteinte. Les meilleures constantes sont ~ — % et 5 = 2.Sur
la figure, le sommet (1,2} est le point de la boule de IV le plus éloigné pour IV .5, et le point

(%: _%) le plus proche de I'origine.

Point de méthode : les constantes optimales se lisent sur le dessin, en cherchant les points des deux
sphéres unités qui se touchent ou s'éloignent le plus.



Corrigé de I'exercice 2 : Comparaison des normes usuelles de
K™n

1. Soit #p unindice tel que |~’l? |— (517:' Alors
{3:}2 |:E |2 < Z |$ |2 Ng(:t?:l . Ensuite, en développant,

nga;;.? -y o 1 ; o lle ;1 2 Na) oo N < Ny < Ny
7 T3 g

2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux vecteurs l:|ﬂ?1|, . |:t?ﬂ|:l et {1, - 1} donne

n n 5 \1/2
=Y 1ol am (D 1)) = m Nao(x)
=1 1 =1
De plus, Z|$E-|EEHNOO{:E:IE.DOHC Ni<wm Nget Ng< v N,

3. Pour © =e; = (1,0,..,,0),ona Ng(e;) = Na(e;) = Ni(ey) = 1. Ainsi, les
inégalités N g, €< INg et INg < IV7 sontdes égalitésen €7.Pour =z = (1,...,1},0n
a Nyp=1, Ng=wnet Ni=n.Donc Ny =vm Nget Ng=v1 N en
ce vecteur. Toutes les constantes sont optimales. On en déduit aussi
N € Ny € n N, avecégalitésen €1 eten {1,...,1}.

Corrigé de I'exercice 3 : Suites sommables et suites bornées

1. Soit ¢ ¢ #£1.Pourtout n, | < ; |uk~| = IUl1  Ainsi, u est bornée et

Ul = IUly . Lasuite constante w = (1,1,...) est bornée, mais Z |wy| diverge. Donc
el [Ysubsetneq?] 2% et oo = 1y osur gl

2. Lasuite 4(X) a k termes non nuls, tous égaux a 1/k.Donc [v(¥)|; = & % =1 et
Bl = L.

3. Le quotient |,U(kj|1 / |-'Ll(k‘)|m — % n'est pas borné. Par conséquent, il n'existe aucune
constante ,3 telle que U1y < ,3 [l SUr gl . Les deux normes ne sont pas
équivalentes.

Dans {.-'31, g ON @ |-'Ll(k‘)|m = 1/k — 0 :la suite converge vers 0. Dans
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{El, :1 , supposons qu'elle converge vers it . Pour tout 7,
|1-_.|£1k3' —wn| < |,U(k) —w|1 — 0.0r ’ugfz' = l/k — 0 désque k& =>n ,donc
Wy = U, Alors |1-_,u':k)|1 — [0, ce qui contredit |:U'i}°")|1 — 1. La suite diverge dans

{’E‘l! 1:' .

Corrigé de l'exercice 4 : Normes intégrales sur C([0,1])

1
1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales donne f |f| 1< ( f fg jllf@ ( fl)lfIE )
]

1

soit |f|1 < |f|2 . Ensuite, fg < |j'f|§O sur [0,1] , donc ffg < |f|§D .D'ou
a0
1Fl = [Fly = 1F1,

2. Lafonction f, vaut 1—mnz sur [0,1/n] et O ensuite. Elle est positive et maximale en 0
, donc |fﬂ| = 1 Ensuite,

1/n

1/n
1— 3q1/n
70l = f 1 —nz) do = § — 523 = 4 ‘fn@=[(1_m)2d$=[_( 3:3;) ]o =4
0

1 1 —
Donc |f1r1|1:ﬁ' |fn|2=ﬁet |fn|oo_1

mn

3. On calcule les quotients : |f

| /|fﬂ|1 = 21 puis |fﬂ| /|f | , enfin
|f | /|f | = u,r_i = ETJ_ Ces trois quotients tendent vers o . Ainsi, aucune des

inégalités |f|m <P |f|1 |f|m < B |f|g |f|3 <B |f|1 ne peut étre vraie. Deux

quelconques des trois normes ne sont pas équivalentes.

Point de méthode : une fois les inégalités « faciles » établies, une seule famille de fonctions bien choisie
suffit a réfuter toutes les inégalités inverses.



1. Pour f € E, f' estcontinue surlesegment [0,1], donc bornée: IN{f) estun réel positif.
L'homogénéité est immédiate. Pour I'inégalité triangulaire, |f(0) + g(0)| < |f(0)] + |g(0)] et
K& —|—g’|m < |ff|oo + lg’|_, - Enfin, si N(f)=10,alors ' = 0,donc f est
constante,et f(0) =0: f = 0. N estunenormesur E .

2. Soit x € [0,]]. Comme f estdeclasse (1, lethéoréme fondamental de I'analyse donne
x
flz) = fO) + fff':f:' dt.Donc |f(z)] < |f(O)| + = |ff|@O < N{(f) .En passant au

0
sup, |fl < IN(f).

3. Pour Pﬂ(ﬂ?} = z™ avec n > 1,0na |Pn|m =1 Pn'@.‘ =0 et p;l{x} = ngn—1
d'ou |P§1|Oo = " Ainsi, N{Pn:‘ / Pl , =™ — +00 || n'existe donc aucune

constante 5 avec IV < B "' : l€s normes ne sont pas équivalentes.

4. L'application D est linéaire. Pour lanorme IV ,ona |D f| = |f';|m < N{f) .Dponc
D est continue de (¥, V) dans (C([0,1]), ,,). de norme auplus 1 (et exactement
1,enprenant f(z) = ). Enrevanche, pour ‘“co audépart, D Pﬂ|m = " alors que

Pal, = l Donc D nest pas continue de (E, ) dans (C([0,1]), o).

Corrigé de I'exercice 6 : Deux normes non équivalentes sur

RIX]

1. Un polynéme est continu, donc borné sur un segment: IN{ et Vg sontavaleurs dans R .
Homogénéité et inégalité triangulaire découlent de celles de la valeur absolue, par passage au sup.
Si N1(P) = 0,alors P sannulesur [0,1],quiestinfini;donc P = 0.llenvade méme
pour N7, N1 et N sont des normes.

2. Pour P, = X" lafonction x — z™ estcroissantesur R4 .Donc N{(X™) =1 et
Ng{Xﬂ} = 3" .silonavait Ny < C N1, onaurait 3™ < ¢ pourtout 7, ce quiest
absurde. Aucune constante (' ne convient.

3. Pour @ = (3- X)" , lafonction x — (3 — )" estdécroissante sur [0,3] et positive.
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Donc Nl{Qn} = Gn{lﬁl} = 3" et Ng{ﬂ'n) = Qn(ﬁ} = 1. Comme précédemment,
Ny € C Ny donnerait 3" < (' pourtout 7. Aucune constante ne convient non plus

dans ce sens. La figure de I'énoncé illustre cette symétrie : 12 est petit sur [D, ] et grand sur
[2,3], et cest linverse pour (3 — z)3.

4. L'espace Rp[X] est de dimension finie n + 1. Or toutes les normes y sont équivalentes. Les
restrictions de /N1 et Ny a R,[X] sont équivalentes ; les constantes dépendent de
et tendent vers l'infini avec 7, d'aprés les questions précédentes (elles sont au moins 3%).

Corrigé de I'exercice 7 : Continuité de formes linéaires sur

Cc([o,1])

1. Lalinéarité de 1t vient de celle de I'intégrale. Ensuite,

[b(f)] < fﬂf{iﬂ di < |f|mft di = %|f|m.Donc 1l est continue et
0
|*P|.:.p£%-P0UF f=1,oma Ifl, =1et (1) = 1 Donc |¢|Dp:%,

2. Laforme X estlindaireet |¥(F)| < |FfO)|+|F(D| < 2 |f|-:::o Pour f =1, x(I) =2,
Donc X est continue et [X|op = 2,

3. Deméme, |A(f)] <2 |f|©lO . Cette fois, f = 1 donne 8(1) = O :il faut un autre candidat.
Le cas d'égalité demande f(0) = 1 et f(1) = —1.Lafonction f(t} = 1 — 2% convient:
floo =1et 8(f) =1-(-1) =2.ponc [8lop = 2.

Point de méthode : on lit dans chaque majoration les conditions d'égalité, puis on fabrique une fonction
qui les satisfait toutes.

Corrigé de I'exercice 8 : Une norme subordonnée non atteinte

1. Laforme % est linéaire. De plus,



1
le(f)] < [\bigl?] f Fbigl? ]+ |F(1/2)] < |f|@lD + |f|®lO .Donc ¥ est continue et
0

®lop < 2.

2. La fonction fk est continue, & valeurs dans  [—1,1] , et |f;§|m1 =1 Hors de l'intervalle

Ik:[%—%:%_|_%],ona 1—1fk='3.5ur Iy, legraphede 1— fy estuntriangle de

1
base 3etdehauteur 2 . Donc (1_f }—1-2-2—3 et f —1_2 Comme
k ' E T2 0k - k' E k-
0

F(1/2) = =1, on obtient

p(f)=1-F+1=2-7
2

Par conséquent, ©lop = 32— L bour tout k > 3 .En faisant tendre [ vers l'infini,

Plop = 2, La figure ci-dessous montre les fonctions fk : 'aire hachurée, perdue par rapport
ala constante 1,vaut 2/k .

fo:0(fa)=2-2/4
1.5 - fg:0(fs)=2—-2/8
— f]s : (p(flﬁ) =2-2/16
1.0
0.5
>,
0.0
—0.51
~1.01
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3. Supposons |f|m = 1 et |@(f)| = 2.Quitte & remplacer f par —f , on peut supposer

) 1
©(f) = 2. Comme ffiilet —f(1/2) <1 il faut ffZl et f(1/2) = -1.
0 0

or 1-— f est continue, positive et d'intégrale nulle : elle est identiguement nulle. Donc f =1,
ce qui contredit  f{1/2) = —1.La norme de % n'est pas atteinte.
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Corrigé de I'exercice 9 : Evaluation en un point et choix de la

norme

1. Laforme &g estlinéaire et |50'<f:'| = |f@'| = |f| . Pour = 1,ily a égalité. Donc

5o est continue sur (F, - ) et |5[j|ﬂp 1,

2. 0Ona |g'11|]_ f(]_ —;];::] dr = L et 50{g :' =1 . Ainsi, E’ﬂ — 0 dans

(B, 1:' , mais SU(gn} ne tend pas vers 8g(0) = 0.Donc &g n'est pas continue en 0
pour 1.

3. L'ensemble H = 50_1({[3]} est I'image réciproque du fermé {0} par une application continue.
Donc H estfermédans (E, ).

4. Soit f € E.Posons hp = f = f0)g,_.Aors hp(0) = f(0)— f(0) = 0, donc

0
hn € H .Deplus, |f —hn|1 = |f (0} 9nl, = ELJ —+ 0. Tout élémentde F est

limite d'éléments de A pour ''{: H estdense. Comme H ?‘3 £, il n'est pas fermé
pour cette norme, conformément au critére du cours.

Corrigé de I'exercice 10 : Dérivation des polynémes

1. Ona N (XM =1let D(X™) =nX"! dot No(DX") =npour n>1.
S'il existait €' avec N (DP) < C N (P}, onaurait n < C pourtout 7..Donc
I n'est pas continue pour IV,

IDX" =supnzn—l=n
[0,1]

| X" = sup 2™ =1
0,1]

continue pour [SSIE |

2. De méme, et .Donc 1} n'est pas

3. La somme définissant IN{F) estfinie.Si IN(P) = 0, tous les %% sont nuls. Homogénéité et
inégalité triangulaire viennent de celles de la valeur absolue. Donc IV est une norme. Ensuite, si



— k — E—1 .
b= k;ﬂ ap X , alors DF = kz‘;;l k ap X , dont le coefficient de degré 7 est

(74D fl;_H . Donc
N(DF) = Z gt (G+1) la,; ] = Z k! ag| < N(P).
J >0 kE>1

Ainsi, I estcontinueet [Dlop < 1.Pour P = X ,ona N{X) =1 =1 et
N(DX)= N{(l)=0'=1.ponc |Dlgp =1.

Point de méthode : |a continuité d'un opérateur dépend des normes ; ici, les poids k! compensent
exactement le facteur % créé par la dérivation.

Corrigé de I'exercice 11 : Opérateur de Volterra

1. Pour f continue, Vf estlaprimitivede f nulleen (.Elleestdeclasse ¢1,donc
continue. La linéarité de l'intégrale donne celle de V¥ . Ainsi, ¥  est un endomorphisme de
E.

I
2. Pour x € [0,1], |Vf{$}|£f|f|=?_ia:|f|m¢_i|f|m.Donc IVl S IFly, 0 v oest
0

continueet IVlop < 1.Pour f =1, ¥f(x) = =, donc |Vf|oo =1= |f|m.Donc
[V lop = 1, et cette norme est atteinte.

€T
3.0na |[Vf(z)| < f |f(£)| dt.Onintegre en <, puis on échange I'ordre d'intégration sur le
0

triangle 0 < £ < x < 1 (théoréme de Fubini pour une fonction continue) :

1 T 1 1 1
Vi), < {({uctn at ) da = {mm([w)dt - {(1—@ #(0)] dt.

Comme 1—% < 1,ilvient |Vf|1 < |f|1 : ¥V est continue pour j.

1/m

4. D'abord, |h'1r1|1 — 9y f (1—nt) dt = 2n - E‘I_n — 1.Ensuite, Ay, = 0, donc

0
V h, > 0, etle calcul précédent devient une égalité :
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1 1/n

|th|1=[(1—t)hn(t) dt =1 — [ 2nt(l—nt)dt=1-2n(zh -7 )=1-4&
0 0

Donc lanormede V¥ pour '] estaumoins 1 — ﬁ pour tout 7+ ; avec la question 3, elle

vaut exactement 1.Enfin,si f ?é 0, la fonction continue positive £ |f()| n'est pas

1
identiguement nulle. Donc ft |f{t)| di >0, et |Vf|1 < |f|1 — f t|f|:t:|| dt < |f|1 . La
0 0

norme n'est pas atteinte.

Corrigé de I'exercice 12 : Opérateurs de multiplication sur ™1

1. Pour v ¢ £1,0ona |ay, up| < 131y, [uy|. Par comparaison, la série Z Oy Uy cONVerge
absolument et [ M 4 ’U;|1 < 1Glg U1y | L'application M, est clairement linéaire. Donc M 4
est un endomorphisme continu de  #1, avec |Ma|.:.p < 1@lgo . Ensuite, €nl; = 1 et

|Ma E-n|1 = |f1r,n,|, donc |Ma|.:,p = |flrn,| pour tout 7. En passant au sup,
|Mtx|-:-p = Glgg

2. Posons $ = IGlgg . Si |@y,| = s pourunindice m ,alors Mg Em|1 = S Emly :la
norme est atteinte. Réciproquement, supposons | g “|1 = 5 Iul; avec u ?é 0 . Alors

Z (s = |anl) [un] = 0 avec des termes positifs. Donc |ag| = s pourtout 7 tel que
T

Uy ?é 0, etuntel 7 existe. La norme est atteinte si et seulement si SUP |@n| est un

maximum.
3. Prenons a, =1 — %H.Alors 1Bloe = 1, mais |r1ﬂ| < 1 pourtout 7.Lanorme
|Ma|.:.p = 1 p'est pas atteinte.
, 1 e ,
4. Soit Ugmg = (12 QU définit une suitede gl.Pour n =1,

n 1 , , .
n)? - An- Par comparaison avec la série harmonique, E N Ug

T
e =
U = 1 T

diverge. Donc M, u ¢ .52'1 : la formule ne définit pas un endomorphisme de ,g:j‘l lorsque
@ n'est pas bornée.



Corrigé de I'exercice 13 : Calculs de normes matricielles

1. Pour A ,les sommes des modules par colonnevalent 1+ 2 = 3 et 241 = 3, et parligne

3 et 3.Pour B ,lessommes parcolonnevalent 3 +4 = 7 et 0 ;parligne, 3 et 4.
Donc Ay = IAl, =3, |IBlj=Tet |Bl,=4%.

2. ona Az = (x; + 2z, —2x; + £4) , donc
No(Az)? = (27 + 22,)? + (=22, + ©,)° = 522 + bzl = 5 No(x)?,

car les doubles produits 4Ly et —%4£{Zq se compensent. Ainsi,

No(Az) = VB No(x) pourtout = : A est E fois une isométrie. Ensuite,

Br = (3z,4z),donc No(Bzx) = 5|z;| < 5 Ny(x), avec égalité pour = = (1, 0)
.Donc |Al, = V5 et |Bly = 5. Lafigure ci-dessous montre I'image du cercle unité : un
cercle de rayon F pour A ,unsegment de demi-longueur 5 pour B .

6‘ _ |

— cercle unité

- jmage par A : cercle de rayon V5

= jmage par B : segment [—(3,4), (3, 4)]
41 (1,0)=(3,4)
2 -
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3. Le polyndme caractéristiqgue de .4 est (1 - }Jg + 4 ,deracines 1 + 2z ,de module §.
Celuide B est A{A —3), deracines 0 et 3.Donc p{A) = V5 et p(B) = 3.Par
ailleurs, 1dlg =V1+4+4+1=VI0 et IBlg =9 +16 = 5.0n obtient

plA) = 1Al = V5 <3 <VI0 et p(B) =3<4<5 = |Bly = |Blg <7.Lerayon
spectral minore bien toutes les normes subordonnées, et la valeur de la norme dépend fortement de
la norme choisie sur R2.

Corrigé de I'exercice 14 : Formules des normes subordonnées
N1 et N

1. Notons L= m,?*x Z |a’éj| . Pourtout  ettout i,
J
|{A$:‘z’| < z |r1€- | |£ | < L Neo(z) ,donc |4l = L . Soit %y une ligne réalisant le

maximum, et T.=1 si %D ; 20, ;=1 sinon. Alors No(z) =1 et
I:‘4“:]‘?:'?«1] i| 1q _f.‘ .Donc N o{Az) > L . Ainsi, [Aloe = mﬁa,}: Z |a’éj|.
J

2. Notons & = m_?,}: Z |a’z’j| .Ona

Ni(Az) = Z\Blgl?za \B1g|?<2|w|2|a”|<fo()

aprés échange des deux sommes finies. Soit T une colonne réalisant le maximum. Alors A Ejn

est la colonne jf'[],donc NI{A E-?.EI:I = K o Nl':'fjn:' =1 . Ainsi,
|Aly = m_?,}: Zﬁ: |a’éj| .

3. Les lignesde 47T sontles colonnes de A . Donc les sommes par lignede 47 sont les
sommes par colonne de A . Par conséquent, |AT|OO = |4l; .

4. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
2 . . 2 12
|':AB:' | [\big|?] ; s bk‘j‘ [Hblgl?lg < ( ; |a’r¢:g| ) ( ; |bkj‘| ) En sommant

sur 3 et 7, on obtient IABI?P < IAI?P IBIEF : la norme de Frobenius est sous-

| = sup 1z /1m =1
T :,lé 0

que |IH|F = ¥ _Pour 7 = 2, la norme de Frobenius n'est subordonnée a aucune

multiplicative. Cependant, toute norme subordonnée vérifie , alors

norme.



Corrigé de I'exercice 15 : Rayon spectral et série de Neumann

1. Soit X &€ C unevaleurproprede A et = ?é 0 un vecteur propre associé. Alors
|A| 11 = 1A 2] = |Az| < |Algp 1z1 . Endivisant par 1z >0, |A| £ |Algp. En prenant

le maximum sur les valeurs propres, p{Ad) < |Algp .

2. La matrice IV est triangulaire a diagonale nulle : sa seule valeur propre est ([, donc
p(IN) = 0. Pourtant IN ?é 0, donc |IWlgp =0 (par exemple, |IVl,, = 1). L'inégalité
est stricte, et [ ne vérifie pas I'axiome de séparation : ce n'est pas une norme.

gk , terme général d'une série
M, (C) est de dimension
S sasomme et

3. Posons ¢ = |Alap < 1. Parsous-multiplicativité, |Ak|.:.p

géométrique convergente. Donc E Ak converge absolument. Or
finie, donc complet : une série absolument convergente y converge. Notons

T

S,y = Z A% ona (I, —A) Sy = Spn (In—A) = I, — Am+] et
E=0

Am+1 _y . Par continuité du produit, (I, —A)S = § (I, — A) = I,.Enfin,

k
15 lop < Eqk .Donc I, — A estinversible, d'inverse kza A , et

(7 — 4y, < 1_%—%13

4. lci, Al = ma,;s{(g 3} — =. La borne annoncée est ﬁ = 2. Directement,

In—A = (—i/S _1]/2 1) a pour déterminant 1 —
o1 _6(1&1/2 N _/ 5 3/5
F2=A) " =5{1/381) ‘(/5 , 6/5)'
9
5

9 8 . —1 - ] . .
: et c.Donc |{Ig A) |oo = £ < 2 :la majoration est

. Donc

o
TR

Les sommes par ligne valent

vérifiée.

Corrigé de I'exercice 16 : Equivalence des normes sur R_n[X]

1. Positivité, homogénéité et inégalité triangulaire sont immédiates. Si IN(P)} = 0, alors
P0) = P(1) =...= P{n) = 0.Lepolynéme P, dedegréauplus 7, aalors n +1
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racines distinctes, donc il est nul. IV est une norme sur [R,[X]. En revanche, sur
Ryt1[X ], le polynome X(X —1)...(X—n) estnonnul et vérifie IV = 0. Ce n'est plus
une norme.

2. L'application @] = sup |& est une norme sur [y |X |, car un polynéme nul sur  |0,1] est
[D 1] n 1

nul. L'application [ : P —s P’ estlinéairede Ry[X ] danslui-méme. Or R,[X ] estde
dimension finie, donc D est continue de (R,[X ], V) dans (R,[X], ) . Il existe donc

'y >0 tel que F&lﬁlpq = CT’«N{P}.

3. Pour P =a+bX ,ona P’:b:P(l}—P{D}.Donc
P [P = bl < [PO)] + [P(D)] = N(P)
I\}{X} =041=1cet p’_—1.Lameilleure constanteest C; = 1.

,cequiprouve €1 <1.Pour P =X,

4. L'hypothése s'écrit IN(P,,) — 0.Sur R,[X], lanorme N'(P) = max oy | est
équivalente a IV . Donc N’(Pm] — 0 :les coefficients de F,, tendentvers 0.
Enfin, pour = € [0,1], [P (@) < Zk: |5‘E;mj| < (n+) N'(Pyz) ponc P,—0

uniformément sur [0,1] .

Point de méthode : en dimension finie, on n'a jamais besoin de calculer les constantes d'équivalence
pour obtenir une inégalité ; leur existence suffit.

Corrigé de I'exercice 17 : Applications bilinéaires continues

oo

1
1. La bilinéarité vient de la linéarité de I'intégrale. De plus, |B(fg)| < f 1F gl < 171191
- - jes)
0

Donc B estcontinue,avec C = 1.Pour f = g = 1,ily aégalité. La meilleure
constante vaut 1.

1 1
2. Ona |fﬂ|1 = n 5 = 5 et, d'aprés |'exercice 4,
1

jn
B{fﬂ, fﬂ} = ni f (1 —ﬂ;t?:lg dr = n2. ;—n — %.Si B était continue pour '"'1, il
0

1 pour tout 71.C'est absurde: FE n'est pas continue

isterai n 1.1
existerait ' avec 3 < C'E 5



sur (E, ---1:12 :

3. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne |B(f,g)| < |f|2 |9],. Donc B est continue sur

(E, ---2}2 ; C'est d'ailleurs le produit scalaire associéa "7 .
4. Le produit de deux fonctions continues est continu, et IT est bilinéaire. Pour tout T,

f(=) 9(=)| < |j'c|olQ |91, - Donc |f9’|m < |f|oo 17|, et II estcontinue, de constante
optimale 1 (atteinteen f =g =1).

Corrigé de l'exercice 18 : Produit matriciel et ouverture de GL n

1. Le produit matriciel est bilinéaire. De plus, une norme subordonnée est sous-multiplicative :
|AB| < |A| |E|.D'aprés la caractérisation des applications bilinéaires continues,
(A, B) — AB est continue.

2. Onécrit A2 — B2 = A(A — B) 4+ (A — B)B. Attention, on n'a pas
A2 _ B2 = (A-B)(A+B) engénéral,car A et B necommutent pas. Il vient
|A2 ~ B2| < |A||A — Bl 4+ |A — B||B|.Donc |42 — B2 < (|A| + B} 1A — BI.

3. Le déterminant est une application i -linéaire des colonnes. Or Mﬂjl{[ﬁ) est de dimension finie,
donc toute application multilinéaire sur ce produit est continue. On peut aussi dire que det 4 est
un polynéme en les coefficients. Ainsi, det est continue. Par conséquent,

GLH{[R} = det_l(R*) est ouvert, comme image réciproque d'un ouvert.

4. soit A € My(R).Llafonction ¢ — det(A —tIy) = (-1) x ,(f) estpolynomiale, de
degré 7., donc non nulle. Elle n'a qu'un nombre fini de racines. Il existe donc kp tel que
Ap = A —;—]“;Iﬂ soit inversible pour & = kp.Comme A — A| = % — [, toute
matrice est limite de matrices inversibles : G L, (R) est dense.

Corrigé de I'exercice 19 : Opérateur a noyau
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1
. Par linéarité de l'intégrale, Tf{;@ = ;[;‘ff{ﬁ:] dt — fﬁf{tj dt . C'est une fonction affine
0

de x,donc continue. Ainsi, I’ est un endomorphisme de F', d'image contenue dans
Ri[X].

. Pour z € [0,1], on coupe I'intégrale en = :

T 1
9’(3:):/(&'—1;) dt+/(t—$)dt:%2+w+

0

Cette fonction est un trinbme convexe, minimal en & — ou il vaut % . Son maximum sur

[ ) [l

[0,1] vaut % ,atteinten 0 eten 1 .Ensuite,

Tl < [ lo - 417 dt < a@ Ifl,, -Ponc (771, <FIf],, e 1Tiop <.
0

1
. Pour f = -1, Tf{x):—f{x—t} dﬁ:_(ﬁ_%):%_ﬁ.Donc
1]

1 1 1

|Tf|oo =5=73 |f|m . Par conséquent, |T'|op = 7, et cette norme est atteinte. La
figure ci-dessous compare g et |T'f| :ils coincidenten £ =0 et = =1,laou § est
maximale.
= 1 2 2
07 XHIDIX_tldt=X +(:Zl—x)
- = |Tfix)|= |2 — x| pour f= -1
0.6 | | | |2 | p

maximum%

0.5




Le choix f = —1 s'explique:en x = (,lenoyau x —t = —t est négatif, donc on prend
f égale au signede —% , c'est-a-dire —1.
1
4. Pour x,t € [0,]], ona |z —% < 1.Donc I Tf(z)| < f|f{t}| dt = |f|1 pour tout .

0
Ainsi, |Tf|m < |f|1 : T est continue de (F, 1:‘ dans (F, - ), de norme au plus
1.

Point de méthode : pour un opérateur a noyau continu K sur (C([0,1]), o), on a toujours
1
T'lop < sup f |I{|:;r,,tj| dt ; pour I'égalité, on choisit f proche du signe de ffl:ﬂ?[j, :l au point
I

L'y qui réalise le sup.

Corrigé de I'exercice 20 : Dual de 1”1

1. Pour 4 £ £, |ap tn| < 1@y [tn|, donc la série Z Gy Uy converge absolument. La
forme ¥, est bien définie et linéaire. De plus, |f,ﬂa':’t&:'| = 1Blgg 11y, donc ¥y est continue et
Palop < 1loo . Enfin, @, (€n)| = |an| avec |€nl; = 1. Donc Palop = SUP an],

puis |f’pa|.:.p = 1Bl

2. Lasuite w — 8y asestermesnulsjusqu'aurang IV etégauxa Ux ensuite. Donc

|u — 5N|1 = ;N |uﬂ| , reste d'une série convergente. Ainsi, |4 — 5N|1 — 0,
n
Sy — u dans gl.

3. D'abord, |'5&r.n,| = |‘¥-’(En}| < Plop €0l = [Plgp.donc g ¢ 299 et 1&g, < ¥ lap -
N
Ensuite, par linéarité, @{SN} = Z Uy G . CoOmme % estcontinueet Sjpy — u,ona
=0
"N
(S ) — plu) . Parailleurs, Z Gy Ugy — fpal:u} d'aprés la question 1. Par unicité de

n=>0
la limite, @(u) = Qﬂa{’t@l pourtout u: ¥ = ¥,

4. L'application & —* ¥, estlinéaire. D'aprés la question 1, elle conserve la norme, donc elle est
injective. D'apres la question 3, elle est surjective sur le dual topologique (E‘l}’r . C'est donc une

bijection linéaire isométrique de #“° sur {E‘l}’ .
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5. Pour 4 = {1, 1,.. } ,lasuite u — S5 vaut 0 jusqu'aurang IV, puis 1.Donc
[u —Sn|, =1 pourtout IV.Lasuite (S}y) neconverge pasvers u dans g :
les €m n'engendrent pas un sous-espace dense de g‘x’ , et I'argument de la question 3 ne s'y
transpose pas.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : dimension finie contre

dimension infinie

Partie A.

1. Notons J,, = [ﬂL-I-Q! 'HL-H] La fonction fﬂ est continue, positive, nulle hors de  J,; et vaut
1 au milieude <4 , son maximum. Donc |J'Fﬂ|cjo =1 soit n < m. Alors
D S S
m+1>mn-4+2,donc o < ;i les intervalles f,; et J, setouchentau plus en

une extrémité, ou les deux fonctions sont nulles. Ainsi, en tout point, I'une au moins de fﬂ(ﬂi‘} ,
fm{a:} est nulle, et |fn|:a::l — fm{a:ﬂ = max{fﬂl@}, fm{ﬁjl:l . Donc
|fﬂ - fm|m =1 pour 7. ?‘3 ™ . La figure ci-dessous montre ces bosses a supports
disjoints, qui s'accumulent vers 0.

1 e T s B

0.2 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



2. Toute suite extraite l:fg(ﬂ]:l vérifie |f.:r(n) - fcr(m)|oo =1 pour " ?é m . Elle n'est donc
pas de Cauchy, et ne converge pas. Ainsi, la suite l:fﬂ:l de la boule unité fermée n'a aucune
valeur d'adhérence. La boule unité fermée de F' n'est pas compacte, bien qu'elle soit
fermée et bornée. En dimension finie, au contraire, toute norme est équivalente 8 N o, , et le
théoréme de Bolzano-Weierstrass rend compacte toute partie fermée bornée.

Partie B.

1. Pour X™ ona |X™ =1et oX™) = 2" Laforme ¥ n'estdonc pasbornée sur la
boule unité. Elle n'est pas continue.

2 ona Pnl = 22 /2" = 27" g(p,) = (2/2)" =150t Q@ € RIX],

Posons @, = @ — (@) Py aors (@) = ¢(@) — (@) = 0,donc @, € ker .
Q@-Q.|= |@(2)] 27" — 0.ponc ker ¢ estdense dans R[X].Cestun
hyperplan dense, donc non fermé.

De plus,

Partie C.

1. Si % estcontinue, ker ¢ = @—1({0]) est I'image réciproque d'un fermé par une application
continue. Il est donc fermé.

2. Si % n'est pas continue, elle n'est pas bornée sur la boule unité, d'apres le théoreme de
caractérisation. Pourtout 1 > 1, ilexistedonc Tn avec |Tp| =1 et |p(z,)| = n.

Posons ¥, = Ty [ e(xzn) . Alors fp{yﬂ} =1et Y| < % — 0.Pour £ € F,le

vecteur I — f,ﬂl:ﬂ?:l Y., appartient a ker o ettendvers =.Donc ker ¢ est dense dans
.

3. Si % est continue, son noyau est fermé. Réciproquement, supposons % non continue. Alors
@ ?é 0,donc ker ¢ ?é E et ker ¢ estdense: il ne peut pas étre fermé, sinon il serait égal
a son adhérence E . Ainsi, ¥ est continue si et seulementsi ler ip est fermé. En
dimension finie, toute forme linéaire est continue. Par conséquent, tout hyperplan d'un espace
normé de dimension finie est fermé. La partie B montre que ce n'est plus vrai en dimension
infinie.
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Point de méthode : la construction T — f,fJI:CF:l Y, est la méme dans les exercices 9 et 21 ; elle
transforme une suite qui « met en défaut » la continuité en une approximation par des éléments du noyau.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : espaces vectoriels normés, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur espaces vectoriels normés

A maitriser avant : Espaces métriques : ouverts, fermés, continuité

Chapitre précédent : Espaces métriques : ouverts, fermés, continuité

Chapitre suivant : Compacité et connexité

Le méme theme en maths spé : espaces vectoriels normés, exercices de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/espaces-vectoriels-normes-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-vectoriels-normes-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-vectoriels-normes-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-metriques-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-metriques-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/compacite-connexite-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/normes-espaces-vectoriels-normes-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

