Exercices de maths sup

Espaces vectoriels

Exercice 1 : Reconnaitre des sous-espaces de R3

Pour chacune des parties suivantes de [R?2, dites si c'est un sous-espace vectoriel. Justifiez chaque
réponse.

1. F1:[(a:,y,z}ERB:ﬁ—i—y—lz:D}.
2. Fg:[{$,y,z}eﬁ3:x+y:1}.
3. F3= [{$,y,z)r£ R3:zy = D}.

4. Fgq = {{a:,y,z}e[ﬁg:a:zﬁy et zﬁ:[]}.

(v, 2)
5. FS:{!EE:;]:E[] .

Exercice 2 : Sous-espaces de polynomes et de suites

Dites si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de |'espace indiqué.

1. A= {P R[X]: P(1) = D} dans R[X].
2. B ={P ¢ athbbR[X]:deg P = 3} dans R[X].

3. C ={P cathbbR[X]:P{0) = P()} dans R[X].
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4. L'ensemble des suites réelles convergentes, dans RN .

5. L'ensemble des suites réelles  (y) tellesque %,4q = Un +1 pourtout n,dans RN .

Onseplacedans F — RE . Dites siles parties suivantes sont des sous-espaces vectoriels de .

1. L'ensemble des fonctions paires.

2. L'ensemble des fonctions f telles que f{0) = 1.

3. L'ensemble des fonctions bornées.

4. L'ensemble des fonctions dérivables f telles que f’ = 3f.

5. L'ensemble des fonctions croissantes.

Exercice 4 : Appartenance a un sous-espace engendré

Dans R3,onpose u = (1,0,1), v =(0,1,1) et F = Vect(u,v).

1. Levecteur a = (1,2,3) appartient-la F ?Sioui, donnez ses coordonnées dans la famille

(u, ).
2. Levecteur & = (1,1,1) appartient-ila F ?

3. Déterminez une équation cartésienne de F', c'est-a-dire une condition nécessaire et suffisante sur
(z,y, z) pourque (z,vy,z) € F.



Exercice 5 : Familles libres ou liées de R3

Dites si les familles suivantes de [R3 sont libres. Lorsqu'une famille est liée, donnez une relation de
dépendance linéaire.

1L ((1,2,3),(4,5,6),(78,9).

2. ((1,1,0),(0,1,1,(1,0,1).

3. ((1,-1,2), (-2,2, -4).

a. ((1,0,0) (1,1,0),(1,1,1), (0,0,1) .

Exercice 6 : Famille dépendant d'un parametre

Soit . un réel. On considére les vecteurs u; = (1,1, m), uy = (I, m, 1) et ug = (m,1,1)
de R2.

1. Déterminez les valeurs de 1 pour lesquelles la famille {’ul, Uy ug} est lie.

2. Pour chacune de ces valeurs, donnez une relation de dépendance linéaire non triviale.

Exercice 7 : Base de polynomes a degrés échelonnés

Onpose FPgp=1, P =X —-1cet sz{x—l}g.

1. Montrez que (Pq, P1, Pg) estunebasede Ry[X].

2. Déterminez les coordonnées de ) = X2 4+ X +1 dans cette base.
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3. Plus généralement, exprimez les coordonnées de £} = aX? + 85X -+ ¢ dans cette base en
fonctionde @(1), @'(1) et @"(1).

Dans R3,onnote D = Vect{(,1,1))et P = [(ﬂ:, y,z) € B3:x +y +[\+7]z = D} .La
figure ci-dessous représente la droite I} etleplan P .

1. Montrez que P est un sous-espace vectoriel de [R2 et donnez-en une base.



2. Montrezque 1 et P sontsupplémentaires dans [R23.

3. Décomposez le vecteur {3, 0, 0}, puis un vecteur quelconque (z, ¥, z}, sur la somme directe
D& P.

Dans R3,onpose a = (1,2,-1), 6 =(2,1,1), c=1(1,-1,2) et d=(3,3,0).

1. Rappelez pourquoi l'inclusion {c, d} C Vect(a, b) entraine Vect{c,d) C Vect(a,d).
2. Montrez que Vect(a, b) = Vect(c, d).

3. Déterminez une équation cartésienne de ce plan.

Exercice 10 : Base d'un sous-espace de R* défini par équations

On considere F' = [(a:,y,z,t} ERY*:zcty+z+t=0et}lx—vy+22 = D}.

1. Justifiez que F' est un sous-espace vectoriel de R .
2. Ecrivez F' sous la forme Vect{wl, wg} pour deux vecteurs ™i; Wq 3 déterminer.
3. Montrez que {’wl, wg} estune basede F'.

4. Levecteur (—1,3,2, —4) appartient-il a8 F' ? Si oui, donnez ses coordonnées dans cette base.

Exercice 11 : Matrices qui commutent avec une matrice donnée
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Soit A = ([Hraj,r?] é%:ll ,}) .Onnote C(A) = [M € }E(R'R}} AM = M.A} _

1. Montrez que C{A) est un sous-espace vectoriel de  M(R) .
2. Déterminez une base de C{A).

3. Déterminez de méme une base du sous-espace  Sp([R) des matrices symétriques de taille 2.

Exercice 12 : Polynomes admettant une racine double imposée

Onpose F = [P € Ry[X]: P(1) = O[\textrmt?] et P'(1)) = 0}.

1. Montrez que F' est un sous-espace vectoriel de R3[X].
2. Montrezque F = [{X —12@X +b):a,b € [Rmathbhbb?]ﬂ}.

3. En déduire une base de &' .

Exercice 13 : Familles libres de fonctions

Les familles suivantes sont formées de fonctions de [E dans [F . Dites si elles sont libres.

=

I:fl’ Fop f3:' avec fl':j::' = e¥, fg'ixj' = 2% ot fg':a::' = e37,

N

. (91,99 93) avec 1 = €05, g, = sin et gq(z) = cos(:t: —|—%)

w

(h1, ho, h3) avec hi(z) =1, hyle) = = et hs(z) = |z].

&

(k1, ko, k3) avec ki(x) =1, kqlzr) = cos?z et k3(r) = cos(2z).



Dans F — RE,onnote P I'ensemble des fonctions paires et T I'ensemble des fonctions

impaires.

. Montrez que P et T sontdes sous-espaces vectoriels de F .
. Montrezque PN T = {0}.
. Par analyse-synthése, montrezque E = P § T .

. Décomposez la fonction f tx — et + 3 —+ 242 sur cette somme directe.

Soit 7 > 1.0nnote &y, et .An les ensembles des matrices symétriques et antisymétriques de

M, (R).

. Montrezque Sy, et A, sontdes sous-espaces vectoriels de M, () .

. Montrezque M, (R) =S, @ A,,.

b P
O RS
Ll TR

. Décomposez la matrice M = ( ) sur cette somme directe.

. Donnez une base de .Ag3.

Exercice 16 : Une suite récurrente linéaire d'ordre deux

Onnote FE I'ensemble des suites réelles {un} tellesque U, = Upy1q + 2ty pour tout
n € N.
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1. Montrez que F! est un sous-espace vectoriel de RN .

2. Déterminez les réels T tels que la suite géométrique (™) appartienned H .

3. Onpose a = (2") cpnet b= {{—l}n}ﬂ c iy - Montrez que (a, b) est une famille libre de
iy

4. Montrez que l:a, b:l est une base de F . On pourra observer qu'une suite de F! est entierement
déterminée par g et g,

5. Exprimez le terme général de la suite de  F telleque Uy = 0 et u; = 3.

Exercice 17 : Sous-espace d'un produit d'espaces

On considere I'espace produit F = R2 x [EE[X] et la partie
G ={((s,t),P)e E:P(0),s et P(1) = t}.

1. Rappelez la structure d'espace vectoriel de &' et donnez son vecteur nul.
2. Montrez que & est un sous-espace vectoriel de F .
3. Montrez que la famille ({1, 1), 1), (0, 1), X)), (0, 1), X2)) estunebase de G .

4. Donnez les coordonnées de  ((2, 7), 2 + 3X -+ 2X2) dans cette base, aprés avoir vérifié que
ce vecteur estdans & .

Exercice 18 : Intersection et somme de deux plans de R*

Dans R4 ,onpose ¥ = (1,0,1,0), uy = (0,,0,1), v = (L, L1, vy = (1,0,0,-1)
et w=(0,0,1,0).0nnote F = Vect(uy,uy), G = Vect(vy,vy) et



H = Vect(vq, w).

1. Déterminez F' 1 (7. Lasomme F' 4+ G est-elle directe?
2. Montrezque F M H = {0}.

3. Montrezque F' @ B = R% en décomposant un vecteur quelconque {a:, Y, Z, t:l .

Exercice 19 : Réunion de deux sous-espaces

Soient F' et (& deux sous-espaces vectoriels d'un [ -espace vectoriel £/ .

1. Montrez que F'IJ (F estun sous-espace de E sietseulementsi F < & ou G C F'.
2. Montrezque Vect(FUG) = F +G.

3. Application : dans |2, onpose F = Vect({(1,0}) et G = Vect((0, 1}). Donnez deux
vecteurs de  F' I G dont la somme n'est pas dans F' U &, puis déterminez F' + G .

Onnote F' = {P € [\mathbK?]}[X]: P(0) = P(1) = 0}.

1. Montrez que F' est un sous-espace de K[X'] etque F = {X(X -1)Q:Q € bK[X]}.
2. Al'aide de la division euclidienne par X (X —1), montrezque K[X] = F @ K{[X].
3. Décomposez X2 sur cette somme directe.

4. Pour un polynéme P quelconque, exprimez sa composante sur  K1[X ] en fonction de (0]
et P(1).
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Soit E = C([0, 1], R) . On définit les parties suivantes de F

1
F=<fc¢ Eff{$} dx = 07, G l'ensemble des fonctions constantes,

0
H={fe E:f{0) = f(1) = 0} et A I'ensemble des fonctions affines = — = + 3.

1. Montrezque F', (¢, H et A sontdessous-espaces vectoriels de Ff.
2. Montrezque ¥ = F' & (G et décomposez la fonction  —s £2.

3. Montrezque & = H & A . Llafigure ci-dessous représente une fonction f et la fonction
affine L quiprend les mémes valeursen (0 eten 1.

4. Décomposez la fonction exponentielle sur H & A .

5. Lasomme F'-+ H est-elle directe ?



- yne fonction fde E
2.51 == |a fonction affine L qui coincide avec fenOeten 1

0.5 1

00 ! T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Exercice 22 : Une famille infinie libre de fonctions

Pour tout réel @, on définit [ iR — R par f (z) = |z —a| et §;:R — R par
bala) =1 et d,(x) = 0 si :E?é a .

1. Rappelez ce que signifie « la famille infinie (fa:'a c [ est libre ».

2. Montrez que ':fa:'a c [ est libre. On pourra étudier la dérivabilité d'une combinaison linéaire en
chaque point %

3. Montrez que I:Sa:'a c R estune famille libre de RE .

4. Déterminez VECt(Sa:'a c R - La famille (Sﬂ:‘a c R estelle génératrice de RK ?

Exercice 23 : Probleme, polynomes de Newton et sommes de puissances
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Onpose Hpy =1 et pour k& =1, Hk:X(X_lj"k'l(x_k—kl).Pour P € RX], on
note A(P) = P(X +1) — P(X). '

1. Montrez que (H g, H1,..., H,) estunebasede R,[X] pourtout 7, puisque
(Hg) ¢y estunebasede R[X].

2. Déterminez les coordonnées de X2 etde X3 danslabase (Hg, Hy, Hq, H3).
3. Montrezque A{Hp) = Hg_1 pourtout k& > 1, etque A{Hp)=0.

4. Montrez que N = {P € [\mhbb?]R[X]:[\Deltata?](P) = O} est un sous-espace de
R[X ], égal a I'ensemble des polyndmes constants Rg[ X ] .

5. Montrezque R[X] = Ro[X]& Z,ou Z = {P R[X]: P(0) = 0}, etque
(Hg)k > 1 estunebasede Z .

n—1
6. Pour n > 1, établissez Z H (k) = H jy1(n) pourtout 7 € N .En déduire une
k=0
n—1 n—1
expression factorisée de Z kg,puis de Z k2.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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e Le cours : espaces vectoriels, cours de maths sup

A maitriser avant : Calcul matriciel et systémes linéaires, Polynémes : division euclidienne, racines,
interpolation

Chapitre précédent : Développements limités et étude locale

Chapitre suivant : Espaces vectoriels de dimension finie

Le méme theme en L1 : espaces vectoriels, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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