Cours de maths sup

Espaces vectoriels

I. Espaces vectoriels : définition et exemples fondamentaux

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou . Les éléments de [ sont appelés des scalaires. Vous avez
déja additionné des vecteurs du plan, des matrices, des polyndmes ou des fonctions. Ces calculs obéissent
tous aux mémes regles. C'est pourquoi on les regroupe dans une seule structure, celle d'espace vectoriel.

Définition :

Un [K -espace vectoriel est un ensemble E muni d'une loi interne -+ et d'une loi externe
Kx E = E, (,z) = A-z, tellesque:

o (F, +) estun groupe abélien, de neutre not¢ 0f ;

epourtous A, EKet Zyy € B A-(z4+yl=A-c+XA yet
A+p-z=ro+tpu-z;

e M{prr)=(0RAp-zet 1-z ==x.

Les éléments de F! sont appelés des vecteurs.

De ces axiomes découlent les régles de calcul habituelles. Eneffet, 0-z =0, A-O0g = 0f et
(-1)-z = —z .Deplus, onaléquivalence A-z =0g & (A =0ocuzxz =0fg).
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Démonstration :

Dabord, 0-z = (0+0):-z = 0z 4 0-x.O0nsimplifie dans le groupe (E, +) eton
obtient 0-z = Of .Ensuite,si A-x = OF avec }'u?é 0, on multiplie par 3 —1 :
c=1-z=Xx1.-2)=x"1.05 =0g.

1. Les exemples de référence

Les exemples suivants reviendront sans cesse. Leur structure vient toujours d'opérations « coordonnée par
coordonnée » ou « point par point ».

o K", avec (TyuTp) Yy ¥,) = (T Y aTn T y,) et
Aoy owzn) = (Ao 4 Azg).

« K[X], I'ensemble des polynémes, avec I'addition et la multiplication par un scalaire.
o M, p(K)}, avec les opérations sur les coefficients.
o [Kf4, I'ensemble des applications d'un ensemble {2 vers [, avec

(f +g)w) = flw) + glw) et (A f){w) = A f(w). Parexemple, RR est I'espace

des fonctions réelles et [N celui des suites.

Ainsi, C estun ([ -espace vectoriel, mais aussi un [ -espace vectoriel. Le corps de base compte donc :
il faut toujours le préciser.

2. Produit fini d'espaces vectoriels




Soient Fy,..., Ep des [ -espaces vectoriels. Le produit F1 x...x Ep K munides lois
{1:1]_ o ‘fjﬂ} + I:y]_!' 1 yp} - I:*'t]_ +y11' - Tp +yp:' et
A {a:‘l, Cy :J:p:l = l:}l Tiye o A a:pj, est un [K -espace vectoriel. Son vecteur nul est
(0my,. .+ 0Ep) .

Chaque axiome se vérifie composante par composante. Par exemple, k™ est le produit de 7 copies de
[ . De méme, R2 x IR[X] est un espace vectoriel dont les vecteurs sont des couples (vecteur du plan,
polynéme).

Il. Sous-espaces vectoriels

Vérifier les huit axiomes est long. Heureusement, presque tous les espaces rencontrés sont contenus dans
un espace de référence. Il suffit alors de contrdler la stabilité des opérations.

Définition :

Une partie F' d'un [K -espace vectoriel K est un sous-espace vectorielde & si Og € F' et
si F' est stable par combinaison linéaire : pourtous T, 4y € F' et A pu € K,
Ar+py € F.

Théoreme :

Un sous-espace vectoriel F' de &', muni des lois induites, est lui-méme un [ -espace vectoriel.

Démonstration :

Les lois sont bien définies sur F' grace a la stabilité. De plus, pour & & &',
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—z = (-1)z +0-z appartientd F .Donc F' estun sous-groupede (F, +).Enfin, les
autres axiomes sont des égalités vraies dans F : elles restent vraies dans F'.

Méthode :

Pour montrer que F' est un espace vectoriel, on montre que c'est un sous-espace d'un espace
connu ( K™, K[X], Man,p(K), Ki?). Onvérifiedabord F C E,puis O € F', enfin
la stabilité par combinaison linéaire. A I'inverse, pour montrer que F' n'est pas un sous-espace, un
seul contre-exemple suffit : souvent, Og ﬁ;‘ B

L'ensemble F' = [(a:, Y, ) € Ri:z4vy—lz= D} est un sous-espace de [R3. En effet,
(0,0,0) vérifie I'équation. Ensuite, si u, ¥ € F', les coordonnées de A u + g v donnent
Alr+v—z +p(z/+y —2/) = 0.Enrevanche, {¥ +y — 2z = 1} n'est pas un

sous-espace, car il ne contient pas le vecteur nul.

Plus généralement, I'ensemble des solutions d'un systeme linéaire homogene a I inconnues est un sous-
espace de [P . De méme, les fonctions paires, les fonctions continues, les suites convergentes ou les
polyndémes de degré au plus 71 forment des sous-espaces. On note [Kﬂ[}f] ce dernier.

L'ensemble des polyndmes de degré exactement 7t n'est pas un sous-espace. Il ne contient pas le
polyndme nul. De plus, X ™ et — X" + 1 y sont, mais leur somme vaut 1.

1. Intersection de sous-espaces




Propriété :

Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels de FE' est un sous-espace vectoriel de F7 .

Démonstration :

Soit ':Fg':'i- c I une famille de sous-espaces. Le vecteur nul appartient a chaque F'; , donc a
l'intersection. Ensuite, si = et ¥ sontdanstousles F';, alors A x + w1y l'estaussi, par
stabilité de chacun.

Par conséquent, un sous-espace défini par plusieurs équations linéaires est I'intersection des sous-espaces
définis par chacune d'elles.

La réunion de deux sous-espaces n'est en général pas un sous-espace. Précisément, F' |l {3 est un
sous-espace si et seulementsi F C G ou &G C F.

La figure ci-dessous montre ce phénomeéne dans le plan. Les droites F' et (& sont des sous-espaces
de [RZ.Pourtant, la somme d'un vecteur de EF' et d'unvecteurde (& sort de leur réunion.
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Uu+ve&FuG

— droite F = Vect(u)
- roite G = Vect(v)

lll. Combinaisons linéaires et sous-espace engendré

1. Combinaisons linéaires et familles presque nulles

Soit {1?1, ey d?p:l une famille finie de vecteurs de & . Une combinaison linéaire de cette famille
estun vecteur de laforme A1 Ty +...+ ApTp,avec Ap,...,Ap € K.




Pour une famille quelconque {ﬂ?é:‘ﬁ- c I une famille de scalaires (}u..j:lﬁ- eI est dite presque
nulle si I'ensemble des 7 tels que A; % 0 est fini. Une combinaison linéaire de (352-:'2- c g est

alors un vecteur . AT ol (A;) est presque nulle.
=

La condition « presque nulle » est essentielle. En effet, une somme infinie de vecteurs n'a aucun sens dans
un espace vectoriel général : il n'y a pas de notion de limite. Autrement dit, une combinaison linéaire fait
toujours intervenir un nombre fini de vecteurs.

— k
Dans K[ ], tout polynéme P = kZ}:D %k X est une combinaison linéaire de la famille

infinie {Xk:lk e - En effet, la suite (ak:' de ses coefficients est presque nulle. En revanche,
dans [RE , la fonction exponentielle n'est pas une combinaison linéaire des fonctions + —s xk :
elle n'est pas polynomiale.

2. Sous-espace engendré par une partie

Définition :

Soit A une partiede F .Le sous-espace engendré par A , noté Ve-::t(A:l , est I'ensemble
des combinaisons linéaires (finies) d'éléments de A . Par convention, Vect(d) = {0z} . Pour
une famille (:J:l, - a:p:l , on note Ve::t(:;:l, oy Lp) = {}Ll £y FApTp A € [K}

Théoreme :

Vect(A) est un sous-espace vectoriel de F qui contient A . C'est le plus petit, au sens de
'inclusion : tout sous-espace ' qui contient A contient Vect{A) . Autrementdit, Vect{A)
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est l'intersection de tous les sous-espaces contenant A4 .

Démonstration :

D'abord, O estla combinaison linéaire vide. Ensuite, une combinaison linéaire de deux
combinaisons linéaires finies d'éléments de A en est encore une. Donc  Vect(4) est un sous-
espace, et il contient chaque a € A puisque @ = 1-a.Enfin,si F estun sous-espace
contenant A , il est stable par combinaison linéaire. Il contient donc toutes les combinaisons
linéaires d'éléments de A .

Dans [3, le sous-espace engendré par deux vecteurs non colinéaires u et ¥ estun plan passant par
I'origine. Comme le montre la figure ci-dessous, chaque combinaison A 1 -+ & ¥ est un vecteur de ce
plan.



Méthode :

Pour montrer gqu'un ensemble F' est un sous-espace, il est souvent plus rapide de I'écrire sous la
forme Ve::t(a:l, - Ip:l. Par exemple,
F={&+2ba):a,b e R = Vect((1,1,0), (2,0, —1}) . Ainsi, F' est un sous-espace de
R3, sans aucune vérification supplémentaire. De méme, pour prouver Vect{A) C Vect(B), il
suffit de prouver A C Vect(B).

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Le vecteur (1,2, 3) appartient-ila Vect{{1,0,1), (0,1,1)) ? On cherche a,b tels que
(1,2,3) = a(1,0,1) +6(0,1,1) = (@, b,a +8).Donc a =1, b= 2,etlatroisitme
coordonnée vaut bien 3. La réponse est oui.

IV. Familles libres, familles génératrices et bases

1. Familles génératrices

Définition :

Une famille {xé}é c J devecteursde E' est génératrice de E si VECt':ﬂ?Q-:'E- cr = £
Autrement dit, tout vecteur de  F est une combinaison linéaire (finie) des <.

Par exemple, {(1,0), (0, 1), (1, 1)) engendre [RZ2.De plus, toute sur-famille d'une famille génératrice
est génératrice. Enfin, on peut retirer d'une famille génératrice un vecteur qui est combinaison linéaire des
autres : elle reste génératrice.

2. Familles libres et familles liées

Définition :

Une famille finie l:a?l, cy :ﬂp:l est libre si la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison
triviale :

)\lu’t‘l—l—...—l—)\p&}p=0E=}’)\1=...=)\p=0.

Une famille quelconque '::F,‘;:',‘; e r est libre si toutes ses sous-familles finies le sont. Une famille qui
n'est pas libre est dite liée.




Une famille () & un seul vecteur est libre si et seulement si © 0.

Une famille (z, y) estliée si et seulementsi = et ¥ sont colinéaires.

Une famille est liée si et seulement si I'un de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Toute sous-famille d'une famille libre est libre ; toute famille contenant le vecteur nul ou deux
vecteurs égaux est liée.

Démontrons le troisiéme point. Si A1 r{+...+ Ap rp = UE avec }Lj ?‘3 0, on divise par

A

: . : = = T L s .= - X

Ajetonisole ¥y . Ty _Z_}%j *i. Réciproquement, si ~ _Z_*uz %, alors
E:,,é 3 ??‘: J

T . — .= 0 o o _
J ; : Fe ¥ £ est une combinaison nulle dont le coefficient de 5 ovaut 1.
v+

La figure ci-dessous compare les deux situations dans le plan. A gauche, v est colinéairea u :la
famille est liée. A droite, la famille est libre et tout vecteur = se décompose de facon unique sur t et
.

Famille (u, v) liée Famille (u, v) libre : une base du plan
X=2u+1,3v

v=2,5u
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Méthode :

Pour montrer qu'une famille finie {1?1, R aﬁp:l est libre, on part d'une relation

ATy +...+Apzp = OF etonprouve quetousles A; sontnuls. Dans K™, cela revient
a résoudre un systéme linéaire homogene. Pour des fonctions, on évalue en des points bien choisis,
on dérive, ou on étudie un comportement asymptotique. Pour montrer qu'une famille est liée, on
exhibe une relation non triviale.

Montrons que les fonctions fl rx — e¥ et fg 1o — 2% forment une famille libre de rE .
Supposons A e® + 4 e2% = 0 pourtoutréel I.Ondivisepar 2z : Ae %4 u = 0.En
faisant tendre & vers -co,onobtient & = 0. Ensuite, X ef = 0 en z = (0 donne

A=0.

3. Bases et coordonnées

Définition :

Une base de E' est une famille a la fois libre et génératrice de F' .

Théoreme :

Une famille {El, Cey En:l est une base de F si et seulement si tout vecteur & de E s'écrit
de maniére unique T = Iy &y + ...+ Ty en . Les scalaires (ﬁl, Cey a?ﬂ:l sont les
coordonnées de & dans cette base.




Démonstration :

L'existence de I'écriture équivaut au caractere générateur. Pour I'unicité, si

2 T.e. = 2 Y, €, alors Z (z;, —v,)e, = 0 .Silafamille est libre, on en déduit
T, = Y, pourtout 3 .Réciproquement, I'unicité de I'écriture de O g donne exactement la
liberté.

Voici les bases canoniques a connaitre.

e Dans [ : {El, Ceny En:l ,ou €, atoutes ses coordonnées nulles saufla 3 -€me, égale
a 1.

e Dans Kn[X]: (1, X,..,X™) ;dans K[X] :lafamilleinfinie (X¥) EN-

1

o Dans M, p(K) : les matrices élémentaires  E4y , dont le seul coefficient non nul vaut 1
en position (%, 7) .

Par exemple, les coordonnées de (2, —1, 5} dans la base canonique de R3 sont 2, —1,5 .En
revanche, dans la base ({(1,0,0), (1,1, 0), (1,1, 1)), elles valent 3, —6, 5 . En effet,
3(1,0,0) —6(1,1,0) +5(1,1,1) = (2, -1,5).

4. Familles de polynomes a degrés échelonnés

Théoreme :

Soit (Pp, P1,. .. Pp) unefamille de polyndmes non nuls telle que
deg Py < deg Py <...<deg Py . Alors cette famille est libre. Si de plus deg Pg = k
pour tout k, c'est une base de K,[X].
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Démonstration :

Supposons Ag Pp+...4+ Ay P, = 0 avecdes Az non tous nuls. Notons 7 le plus grand
indice tel que A,y ?é 0. Le polynéme A, P,y estde degré deg P, , tandis que les autres
termes sont de degré strictement plus petit. Donc la somme est de degré deg P, :ellen'est pas
nulle, ce qui est absurde. La famille est donc libre.

Supposons ensuite deg Pr = k. Montrons par récurrence sur k que
Ke[X] C Vect(Pyp,..., Pr).Pour k = 0, Pp estune constante non nulle. Ensuite, soit
) dedegréauplus k et ¢ le quotient de son coefficient en X% parceluide Fpg . Alors
O — ¢ Py estdedegré auplus k. — 1 .L'hypothése de récurrence conclut.

Pour a € K ,lafamile (1, X —a, (X —a)% ..., (X —a)") estunebasede Kn[X].
D'aprés la formule de Taylor pour les polyndmes, les coordonnées de F dans cette base sont

a (7)(a
PE), Pl S .

2 -y n.

V. Somme de deux sous-espaces, somme directe, supplémentaires

1. Somme de deux sous-espaces

Soient F' et (& deux sous-espaces de F .Leur somme est
Y
F+G= {,z:y e F zeg G}'




Proposition :

F' + @ estunsous-espacede FH ,et F' 4+ G = Vect(F U G) . Cestdonc le plus petit
sous-espace contenant a la fois F' et G .Deplus,si F' = Vect(A) et G = Vect(B),
alors F'4+ G = Vect(dA U B).

Démonstration :

D'abord, O = 0g 4+ 0g € F 4+ & . Ensuite,
Aly+z)+puv+2)=Ay+py’)+ (224 uz'), avec le premier terme dans
F' etlesecond dans (& . Enfin, tout sous-espace contenant F' et (& contient les sommes
Yy +z,donc F + G .Comme F + G contient F' UG, cestbien Vect(FUG).

C'est pourquoi la somme corrige le défaut de la réunion observé plus haut. Pour les deux droites distinctes
de la figure de la partiel, ona F 4+ G = R4,

2. Somme directe

Définition :

Lasomme F' -+ (G estdirecte sitout vecteurde F' + G s'écrit de maniere unique Y + 2,
avec ¥ € Flet z € G.Onlanotealors F & G .

Théoreme :

Lasomme F + G estdirecte sietseulementsi F NG = {0g}.
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Démonstration :

Supposons la somme directe et prenons = € F G .Alors ¢ = £ 4+ 05 = 0g 4+ = donne
deux écritures de . Par unicit¢, £ = U . Réciproquement, supposons F' M G = {0g} et
v—+z=vy" +2z"  Aors y—vy' = z' —z appartientd F eta (37 .Doncilestnul:
Y = y*’ et = =/,

3. Sous-espaces supplémentaires

Deux sous-espaces F' et (7 de K sontsupplémentairesdans & si F = F G G.
Autrementdit, F'+ G = E et F NG = {0g}. Defacon équivalente, tout = € F s'écrit
de maniére unique £ = Y +2z,avec ¥ E Fet z € &.

La figure ci-dessous illustre un plan F' et une droite (7 supplémentaires dans [R3. Tout vecteur T
se décompose en un vecteur du plan et un vecteur de la droite, grace a un parallélogramme.



droite G [ 3.0

Un supplémentaire n'est pas unique. Dans [R4, toute droite distincte de F' est un supplémentaire
de la droite ' . De plus, il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire : le
complémentaire  E \ F' ne contient pas 0 f .

Méthode :

Pour montrer que E = F' @ (G et décomposer un vecteur, on raisonne par analyse-synthése.
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e Analyse:onsuppose L = % +Z,avec ¥ € F et z £ (7,etonexprime ¥ et z en
fonction de . Cela prouve l'unicit¢, donc F' NG = {0} .

e Synthése : on vérifie que les ¥ et Z trouvés conviennent, c'est-a-dire ¥ € F', z € &
et ¥ + 2 = . Celaprouve l'existence, donc F' 4+ &G = E .

Si I'on veut seulement prouver F' MG = {0g}, onprend = dans l'intersection et on montre
directement qu'il est nul.

Notons P et I les sous-espaces des fonctions paires et impaires de [RE . Analyse : si
f = p+4,avec P paireet % impaire, alors f{—x) = p(z) —(x). Onentire

p($) — f(i?) _|_2)c(_$)} i

Synthése : ces deux fonctions sont respectivement paire et impaire, et leur somme vaut . Donc
RR = P ¢ T . Parexemple, les parties paire et impaire de I'exponentielle sont ch et sh.

La figure ci-dessous représente cette décomposition de I'exponentielle. La courbe de ch est symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées, celle de gh par rapport a 'origine. Leur somme redonne £XP en
tout point.



—_—eXp
—— partie paire : ch
4 - partie impaire : sh
2 .
0
—2 -
—4 : . : :
-2 -1 0 1 2
X

Dans Mn{[K:l , les matrices symétriques et antisymétriques forment deux sous-espaces
supplémentaires. En effet, toute matrice s'écrit de maniere unique

T T
A = M ""‘?M + M _EM . La preuve suit exactement le méme schéma d'analyse-synthése.

Ce qu'il faut retenir

¢ Un espace vectoriel est un groupe abélien muni d'une multiplication par les scalaires ; les modeles
sont K™, K[X], Mnp(K), K& etleurs produits finis.

¢ Pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, on prouve que c'est un sous-espace d'un
espace connu : il contient U g et il est stable par combinaison linéaire.

¢ Une intersection de sous-espaces est un sous-espace ; une réunion ne l'est presque jamais.
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Une combinaison linéaire fait toujours intervenir un nombre fini de vecteurs : les coefficients forment
une famille presque nulle.

Vect{A} est le plus petit sous-espace contenant A ; écrire F' = Ve::t(. . :l prouve que

F' est un sous-espace.

Une famille est libre si seule la combinaison triviale est nulle ; une base est une famille libre et
génératrice, et elle fournit des coordonnées uniques.

Une famille de polyndmes non nuls & degrés échelonnés est libre ; si deg P = & pour
0 <k < n,cestunebasede Kn[X].

Lasomme F' + G estdirectesietseulementsi F MG = {0g}.

E = F' § G signifie que tout vecteur se décompose de fagon unique ; on le prouve par
analyse-synthese.

Questions fréquentes sur espaces vectoriels

Comment montrer rapidement qu'un ensemble est un espace vectoriel ?

On ne vérifie presque jamais les axiomes. On montre que I'ensemble est un sous-espace d'un espace de
référence comme K™, K[X], Mun,p(K) ou K. Il suffit alors qu'il contienne le vecteur nul et
soit stable par combinaison linéaire. L'écrire sous la forme Ve::t(:;:I, Cey :t?p:l est encore plus rapide.

Quelle différence entre supplémentaire et complémentaire ?

Le complémentaire E | F' est une notion ensembliste : il ne contient pas le vecteur nul, donc ce n'est
jamais un sous-espace. Un supplémentaire (& de F' estun sous-espacetelque F MG = {UE}
et F' 4+ & = FE .De plus, un sous-espace admet en général une infinité de supplémentaires.

Pourquoi une combinaison linéaire ne peut-elle comporter qu'un nombre fini de termes ?

Un espace vectoriel ne possede pas de notion de limite, donc une somme infinie de vecteurs n'a pas de
sens. C'est pourquoi les coefficients d'une combinaison linéaire forment une famille presque nulle. Par
exemple, {Xk:lk c N est une base de IK[X] , mais I'exponentielle n'est pas combinaison linéaire
des fonctions puissances.



Comment prouver que deux sous-espaces F et G sont supplémentaires ?

On raisonne par analyse-synthése. On suppose T = % + % avec ¥ € F' et z £ (7, et on exprime
Y et x enfonctionde I, ce quiprouve l'unicité. Puis on vérifie que ces vecteurs conviennent, ce qui
prouve l'existence.

Pour aller plus loin en maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur espaces vectoriels

A maitriser avant : Calcul matriciel et systémes linéaires, Polynémes : division euclidienne, racines,
interpolation

Chapitre précédent : Développements limités et étude locale

Chapitre suivant : Espaces vectoriels de dimension finie

Le méme theme en L1 : espaces vectoriels, cours de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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