Corrigés des exercices de maths sup

Espaces vectoriels

Corrigé de I'exercice 1 : Reconnaitre des sous-espaces de R3

1. Le vecteur nul vérifie 0 +0 —0 = 0. Soientensuite u = (z, v, z) et w/ = (z/, v/, z/)
dans F'{,et A, u réels. Les coordonnées de A u + u u/ vérifient
Alz+y—2+pls’+y' —2/) = 0.Donc F'y estun sous-espace de [R3.

2. Le vecteur nul ne vérifiepas = + 13 = 1.Donc F'5 n'est pas un sous-espace.
3. Lesvecteurs (1,0,0) et (0,1,0) sontdans F'3.Cependant, leur somme (1,1, 0) vérifie
zy =1 ?é 0. Ainsi, F'3 n'est pas stable par addition : ce n'est pas un sous-espace.

Géométriquement, '3 est la réunion de deux plans.

4. Ona (x,vy,z) € Fgasietseulementsi (x,vy,z) = (2y,v,0) = y(2,1,0). Par conséquent,
Fg = Vect((2, 1, 0)) . C'est un sous-espace : la droite dirigée par (2,1, 0).

5. Levecteur (1,0,0) estdans F'5,mais (—1)-(1,0,0) = (-1,0,0) n'y est pas. Donc
F'= n'est pas stable par multiplication par un scalaire : ce n'est pas un sous-espace.

Point de méthode : une équation non homogéne, un produit de coordonnées ou une inégalité signalent
presque toujours une partie qui n'est pas un sous-espace ; un seul contre-exemple suffit alors.

Corrigé de I'exercice 2 : Sous-espaces de polynomes et de

suites

1. Le polynéme nul s'annule en 1. Deplus,si P(1) = @(1) = 0, alors
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(AP +p@)(1) =XP(1)+ Q1) = 0.Donc A estunsous-espacede R[X].

2. Le polyndme nul n'est pas de degré 3. D'ailleurs, X2 et X3 + X sontdans B, mais
leur somme X n'yestpas. B n'est pas un sous-espace.

3.0na C = {P : P{D} — P(l:l = D}. Le polyndme nul convient. Ensuite,
(P +u0)0) - (AP +pQ)1) = A (PO) - PO) + 1 ((0) - (1) = 0. Donc

' est un sous-espace.

4. La suite nulle converge. De plus, si iy, —* £ et Uy —+ E" , alors
At + Uy = AL+ #' par opérations sur les limites. Les suites convergentes
forment donc un sous-espace de RN .

5. Pour la suite nulle, la relation donnerait 0 = 0 4 1, ce qui est faux. Cet ensemble ne contient

pas la suite nulle : ce n'est pas un sous-espace. En effet, la relation %, 1 = Un + 1 nlest
pas homogene.

Corrigé de I'exercice 3 : Sous-espaces de fonctions

1. La fonction nulle est paire. Ensuite, si f et g sont paires, alors
(A f+upg)(—=x) = A f(z) + p g{z) pourtout z. Les fonctions paires forment un
sous-espace de £ .

2. La fonction nulle ne vérifie pas  f(0) = 1. Ce n'est pas un sous-espace.

3. La fonction nulle est bornée. Si || < M et |g| < M’ linégalité triangulaire donne
A f +pg| < |A| M + |u| M. Les fonctions bornées forment un sous-espace.

4. La fonction nulle est dérivable et vérifie 0 = 3 - 0. Ensuite, si f’ = 3f et g/ = 3g, par
linéarité de la dérivation, (A f + gjf = A f" + g’ = 3(A f 4+ p g) - C'est un sous-
espace. On sait d'ailleurs qu'il vaut Vect(z — e3%).

5. La fonction & —+ x estcroissante. En revanche, son produit par —1 est strictement
décroissante. Ce n'est donc pas un sous-espace.



engendré

Pourtous réels o, 8,ona au+Bv = B a4+ f).

1. Oncherche o, B telsque (o, B, + B) = (1,2,3). Les deux premiéres coordonnées
imposent o = 1 et 8 = 2.Ensuite, la troisiéme est vérifiée: 1 + 2 = 3. Donc
a = u +2v € F', de coordonnées {1,2) dans la famille (u,v).

2. De méme, on obtient nécessairement o = 1 et [ = 1. Cependant, la troisitme coordonnée
vaudrait 2 ?é 1.Donc b ¢ £,

3.Si (r,y,z) € F,alors z = a4+ 8 = =+ vy .Réciproquement,si z = = + ¥, alors
(z,y,z) = zu + yv € F. Ainsi, F:[{:E,y,z}ERB:;E—I—y—Izz[]}.

La figure ci-dessous représente le plan F' . Le point @ y appartient, tandis que § est situé sous le
plan, puisque 1+4+1—-1 = l?é Q.
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| -3'='(1,-2,.3} : dand le plan

e WS L o
U b=(1,1,1): hors du pl

Corrigé de I'exercice 5 : Familles libres ou liées de R3

1. Onremarque que (7,8,9) — (4,5,6) = (3,3,3) = (4,5,6) — (1,2, 3). Par conséquent, la
famille est liée, avec la relation (1,2, 3) — 2(4,5,6) + (7,8,9) = (0,0, 0) . On vérifie :
1-847=0, 2-104+8=0e 3-1249 =0.

2. Supposons a1, 1,0) 4 (0,1, 1) + ¢(1,0,1) = 0. On obtient le systtme a +¢ = 0,
a+b=0, b+4+c = 0.Lesdeux premieres équations donnent ¢ = —a et h = —qg.

Ensuite, la troisieme donne —%g3 = (0 .Donc g = b = ¢ = [].La famille est libre.

3.0na (—2,2,—4) = —2(1, —1,2) . Les deux vecteurs sont colinéaires : la famille est
lie, avec 2(1,-1,2)+(-2,2 —4)=0.



4. 0na (1,1,1) = (1,1,0) 4+ (0,0,1) . La famille est liée, avec la relation
(1,1,0) — (1,1,1) + (0,0,1) = 0. Remarquez que le premier vecteur n'intervient pas : le
coefficient [ est permis dans une relation non triviale.

Corrigé de I'exercice 6 : Famille dépendant d'un parametre

1. Supposons @ty + b ug + ¢ ug = 0. Cela s'écrit :

a+ b+ me
a+ mb+c
ma + b + ¢

0
0
0

En soustrayant la deuxiéme équation & la premiére, on obtient (1 —m){b —c) = 0. De méme,
la deuxiéme moins la troisieme donne (1 — m)(a — &) = 0. Enfin, la somme des trois équations

donne (m 4+ 2){@ +b&+¢) = 0.

o Si m?‘élet m%—ﬁ,alors a=b=c,puis 3a =0.Donc a=b=c=0
: la famille est libre.

o Si m = 1, les trois vecteurs valent (1,1,1) : la famille est liée.

o Si . = —2, on vérifie ci-dessous que la famille est liée.
La famille est liée si et seulementsi 7 = 1ou m = —2.
2. Pour m = 1,0ona %] = Uy donc Uy — Uy = 0 Pour m = —2, on calcule

U+ Uy + U = (14+1-2,1-2+1,-2+141) = (0,0,0). La relation cherchée
est Ut u,+ug; =0,

Point de méthode : sommer les équations ou les soustraire deux a deux exploite la symétrie du systeme
; on évite ainsi une discussion de pivot pénible.
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échelonnés

1. Les polynémes Fpg, F1, Py sont non nuls et de degrés respectifs 0, 1, 2 . D'aprés le théoréme
sur les familles a degrés échelonnés, (Pp, P1, Py) est une base de Ry[X].

2. Onécrit X = (X —1)+1.Ainsi,

X2 4 X +1=((X =) +1) 4+ (X =) +1+1=(X-12+3(X —1)+3.

Les coordonnées de & sont (3,3,1).0nvérifie: Q(1) = 3, ce qui correspond bien au
coefficient de Py .

3.5it @ =a+B(X-1)+v(X - 1}2 I'écriture de €} dans la base. D'abord,
Q(1) = a.Ensuite, @' = B4+ 29 (X —1),donc @'(1) = B.Enfin, Q" = 2v.Les
"
coordonnées sont donc (Q(l}, Qf{l}, QT':D) .Pour @ = X2 4 X +1, onretrouve
e =3, ¢M=3e Q"D/2=1

Corrigé de I'exercice 8 : Somme directe d'une droite et d'un
plan

1. Pour (r,vy,z) € R3,ona Z = —Z — ¥ sietseulementsi
(z,y,z) = =(1,0, -1) + %(0,1, —=1). Donc P = Vect((1,0, -1), (0,1, —=1}) est un sous-
espace. Cette famille est génératrice de P . De plus, elle est libre : si
(1,0, 1) 4+ (0,1, —1) = 0, les deux premiéres coordonnées donnent & = y = 0.
Ainsi, ((1,0,-1), (0,1, —1)) est une base de P .

2. On raisonne par analyse-synthése. Analyse : supposons (%, ¥, z) = s{1,1,1) + p avec

r € P Lasomme des coordonnées de P estnulle, donc = 4+ % + 2 = 35 . Ainsi

_rty+=
s = 3

Synthése : avec ces valeurs, s{1,1,1) € D etla somme des coordonnées de P vaut
z4+y+2z—3s=20,donc p € P.Deplus, leur somme vaut (z,y, ). Par conséquent,

RP=DagP.

,puis p = (£ —s,y — s,z — s). L'écriture, si elle existe, est donc unique.

3. Pour (3,0,0),0ona s =1.Donc (3,0,0) = (1,1,1) + (2, =1, —1) . Dans le cas général :



z4+y+z 20 —y—2z 2y—x—2 22—z —y
({L‘) Y, Z) = f(ljl)l) -|-( 3 ) 3 ) 3 )
€D cr

La figure ci-dessous montre la décomposition de {3, 0, D:l : le parallélogramme a un cété sur la droite
I} etl'autre dans le plan P .
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engendrés

1. Le sous-espace Vect(a, b) est stable par combinaison linéaire. S'il contient ¢ et ¢, il contient
donc toutes leurs combinaisons linéaires. Ainsi  Vect(c, d) C Vect(a, b) : c'est la propriété de
plus petit sous-espace contenant {c, d}.

2. Cherchons ¢ = a @ + 3 b . Les deux premiéres coordonnées donnent o + 25 = 1 et
20 + 5 = —1,dou & = —let S = 1.Latroisiéme coordonnée vaut —cx + S = 2 :
c'estcorrect. Donc ¢ = —a + b.Deméme, & + 25 =3 et 2o+ 5 = 3 donnent
x=pB=1e -14+41=0.Donc d = a-+b.Ansi, Vect(c,d) C Vect(a,b).

Réciproquement, ¢ +d = 2b et g —¢ = 2g .Donc g = %{d —c) et b= %{r: +d),
dou Vect(a,b) C Vect(c,d) . Finalement, Vect(a,d) = Vect(c,d).

3.8i (zyy,z) =aa+Bb,alors t=a+28, y=2a+ e z=—a+ . Donc
x —1y = —a + 5 = z.Réciproquement,si # = £ — ¥, on pose gzgy?}_ﬁet

B = 2‘ﬂ:E_Z'r.Onvériﬁeque x+28=z, 2a+F=yet — a4+ =z—-y=2=2.
Une équation du planest = — %y — z = (U, Les quatre vecteurs la vérifient : par exemple,
pour g, 3—-3—-0=0.

Corrigé de I'exercice 10 : Base d'un sous-espace de R* défini
par équations

1. F estl'ensemble des solutions d'un systéme linéaire homogéne a quatre inconnues. C'est aussi
I'intersection de deux sous-espaces définis chacun par une équation. Donc ' est un sous-

espace de [R% .

2. La seconde équation donne = = 1y — 2z . En reportant dans la premiére :
y—2z4+y+z+t=0,si t=—-2y+z. Ansi, (z,v,2z1t)€ F sietseulementsi

(r,y,2,t)=(y —22,y,2 —2y + 2) = y(1,1,0, -2) + 2(-2,0,1,1).

Donc F' = Vect{wl, ngl avec iy = {1, 1,0, —2:1 et wn = l:—ﬁ, 0,1, l:l.



3. La famille (’wl, wg} est génératrice de F' par la question précédente. De plus, si
Awy + pwy = 0 les deuxiéme et troisitme coordonnées donnent X = 0 et p = 0.
C'est donc une base de F'.

4, On vérifie les équations: —1+3 +2—-4 =0et —1—-—3 +4 = 0. Le vecteur est donc

dans F'.Ses coordonnées sontluessur ¥ = 3 et z = 2 .En effet,
3wy + 2wy = (3-4,3,2,-6+2) = (-1,3,2, —4). Les coordonnées sont (3, 2) .

Point de méthode : on exprime les inconnues principales en fonction des inconnues libres ; les
coefficients des inconnues libres fournissent directement une famille génératrice, qui est libre grace aux
coordonnées correspondant aux inconnues libres.

Corrigé de I'exercice 11 : Matrices qui commutent avec une

matrice donnée

1. La matrice nulle commute avec A .Si AM = MA et AN = INA, ladistributivité du
produit matriciel donne
ADM 4+ uN)=2AM + u AN = A MA 4+ NA = (A M +u N)A . Donc
C(A) est un sous-espace de My(R) .

2. Soit M:([\ra;r?]i:é:g,})ﬂncalcule
_{a+ec b4+d _{a a+b
AM_( c d )’ MA_(C , c+d)‘

L'égalité AM —= MA équivauta a+c=a, b+d=a+bet d=c+4d.
Autrementdit, ¢ = 0 et d = a.Donc M = aly+ bE{y . Ainsi

C{A:l = Vect(fg, Elg:l .Deplus, aflg+bEy = ([\ra@r?] g :g; E; ,}) est nulle

seulementsi g = b = 0.Donc {f9, F1y) est une basede C(A).

3. Une matrice ([Hraj.r?] S :g; EE ,

aF11 + dEqgy + b(E19 + Fq1). Cette famille est génératrice. Elle est aussi libre, car la
combinaison ci-dessus est nulle seulementsi g = b = d = (.Une basede &3(R) est

(E11, Egg, B1n + Eg1).

}) est symétrique si et seulementsi 5 = ¢ . Elle s'écrit alors
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Corrigé de I'exercice 12 : Polynomes admettant une racine

double imposée

1. Le polyndme nul appartienta ' . Ensuite, I'évaluation en 1 et la dérivation sont linéaires :
AP+uQM=2PM+rQDet WP+p@/M)=2P'D)+rQ'(D).

Enfin, R3[X] est stable par combinaison linéaire. Donc F' est un sous-espace de R3[X].

2. Soit P € F'.Comme P(1)= P’(l} = 0, leréel 1 estracinede P d'ordre au moins 2
. Donc {X—l}g divise P : P = {X—leS.Si P% O,ona
deg § =deg P —-2<1;si P=0,onprend § = (.Dans les deux cas,
S =aX +50b.

Réciproquement, soit P = (X — 1}3 (@X + &) .Alors deg P < 3 et P(I) =0.De
plus, P/ = 2 - DX +0) +a(X - 1}2, donc P’{l} = (. Ainsi
F={x-1%@X+b):a,beR}.

3.0na F = Vect((X — 1:'2: X(X - 1)2) . Ces deux polyndmes sont non nuls, de degrés 92 et

3 . lIs forment donc une famille a degrés échelonnés, donc libre. Une base de F' est
((x —1)% x(x —1)%).

Corrigé de I'exercice 13 : Familles libres de fonctions

1. Supposons a e¥ + (3 edr 4 ¥ e3T = (1 pourtout réel % .En divisant par g3, on obtient
o e—2T 4 Be T4+ =0.Quand £ — +oo , ilreste ¥ = 0 . Ensuite, on divise
o et + ,8 edr = () par g2z eton fait de nouveau tendre = vers oo : ,3 = 0. Enfin,
aer =0en x = 0 donne & = 0.La famille {fl, fg, fE:l est libre.

2. Par la formule d'addition, cos(:r: —+ TS_T) = % Cos T — ? sin & pour tout Z.Donc

1 B afami i
5’3_25'1_25'2 : la famille est liée.

3. Supposons A + g = + 1 |z| = O pourtout T.En x = 0,onobtient } = 0.En
r = 1,onobtient g+ =0.En £ = —1,onobtient —u +1 = 0. Donc
p# = v = 0. Lafamille (A1, Ay h3) estlibre. Pourtant, sur [0, +oo[ , on aurait
h3 = hqy : le domaine de définition compte.



4. La formule de duplication donne cos(2x) = 2cos? x —1,donc cos? z = % + %cog(gx}.

Ainsi kn = % k1 + % kq i la famille est liée.

Point de méthode : pour une famille de fonctions, on essaie d'abord de trouver une relation grace aux
formules connues ; si aucune ne se présente, on prouve la liberté par évaluation en des points ou par
étude en l'infini.

Corrigé de I'exercice 14 : Fonctions paires et fonctions impaires

1. La fonction nulle est paire et impaire. Si f et & sont paires,
(A f +pg)(—x) = A flz) + p g{z). De méme, si elles sont impaires,
(Af+pg(—x)=—-(Af+ug)c)Donc P et I sontdessous-espacesde F

2. Soit f € PN I . pourtoutréel z, flzr) = f(—x) = —f(z),donc 2f(z) = 0. Ainsi
f=0e PNT =1{0}.

3. Analyse:si f =p+tavec pEPet 1€ T, alors f{—z) = plz) -z En
ajoutant puis en soustrayant f(x) = p(z) + (x), on trouve p(@) = flz) +2f(—a:) ot

flz) —

g’{g;} = %.Synthése : définissons I et 4 par ces formules. Alors
p(—z) = plxr), ({-x)= —ifr)et p+2=f.Donc E=PaT.

4. Oncalcule f{—z) = e % — 3 4+ 222 Dou

et +e * ef —e~ %

p(z) = 55— + 2202 = chz 4+ 222, i(z) = 5> + 2% =shz + «5.

La partie pairede [ est © — ch r + 2x2, sa partie impaire r — shx + 3.

La figure ci-dessous superpose f et ses deux composantes. On y lit la symétrie axiale de P, la symétrie
centrale de 7, etl'égalité f(0) = p(0) = 1.
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10 - partie paire p(x) = chx + 2x2
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Corrigé de l'exercice 15 : Matrices symétriques et
antisymétriques

1. La matrice nulle vérifie 0T —= 0 = —( . De plus, la transposition est linéaire :
(A M+ u N}T =2MT 4+ 4 NT.Si M et N sontsymétriques, on obtient
A M + p N . S'ils sont antisymétriques, on obtient —(A M + & N').Donc S, et A,
sont des sous-espaces.

2.5i M eS,n.A, alors pf = M T = —Af,donc M = 0. Ensuite, toute matrice

T T
sécrit M = 5§ + T, avec 5:% et T:%.Onvériﬁe gl — g et

7T = g, car (MT)] = M .Donc M,(R) = S, @ A,.

3.0na MT:(% % §).Parconséquent:
0 —1 -1
1 3 1
S={35 3} T="1 4



Onabien M = 5 4+ T ,avec § symétrique et T antisymétrique. Par exemple, le
coefficient (2,1) donne 3 +1 = 4.

4. Une matrice antisymétrique a une diagonale nulle, car ™, = —™_ . Deplus, mﬁ = _mﬁj
.Elle s'écritdonc  a{F1g — Eni) + b(E13 — Eg1) + c(Eq3 — E13q) . Cette combinaison a
pour coefficients @, b, ¢ en positions (1,2), (1,3}, (2,3) :elle est nulle seulement si

o =b=c=0.Unebasede A3 est (F1iy— En, Ei3— E3;, Eg3 — E3y).

Corrigé de I'exercice 16 : Une suite récurrente linéaire d'ordre
deux

1. La suite nulle vérifie la relation. Si w4 et W la vérifient, alors
AUp g+ @, 0= Ay, +pv, 1) +2(A Uy + 4 vy) Donc E estun sous-
espace de RN .

2. Pour r = 0, lasuite (0™) = (1,0,0,...) ne convient pas, car
Uy = 0 ?é Uy +2ug = 2 . Pour T ?é 0, larelation ynt2d — pn+l 1 9,7 équivaut,
aprés division par 7,3 r2 _yr _9 =0.0r 72—r -2 = (r —2)(r +1). Les valeurs
sont r =2 et r = —1.

3. Supposons A a + b =0 .Auxrangs Oet 1: A+pu=0et 2A—pu =0.En
sommant, 3% = 0,donc A = g = 0.Lafamille (a,b) est libre.

4. Soit w € F'.Oncherche A, i telsque At p = Up et 2A—p = 1. On trouve

}L:“U—gul et “:2—“'3;“1.Posons U = % — AG— ub . Cettesuite estdans &,

car £ estunsous-espace. De plus, Vg = Uy = 0. Par récurrence double, vy, = 0 pour
tout n.Donc w = Aa+ pb et (a,b) est génératrice. Ainsi (@, b) est une base de .

5. Avec tg =0 et %; =3 onobtient X =1 et g = -1.Donc wu, = 2”-{-1){”
pour tout 7. On contrdle : U3=U1+2UD=3et 4-1=3; u3=3—|—6=9 et
841 =29,

La figure ci-dessous montre les premiers termes. La suite % suit la suite 2™ & une oscillation
o v . o
—{—1:1 pres, comme l'indique sa décomposition sur la base {rs&, b}.
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Corrigé de I'exercice 17 : Sous-espace d'un produit d'espaces

1. Sur B = R2x IRQ[X], les lois sont définies composante par composante :
(56, P)+ (s, t) Q@) =+ t+t), P+ Q)et
A(s,t), P) = ({(As, At), A P).Cestun espace vectoriel produit. Son vecteur nul est

(0, 0), 0) .

2. Le vecteur nul vérifie 0(0) = 0 et 0(1) = O.Ensuite,si ((5,t), P) et (s, %), Q) sont
dans G ,alors (AP 4+u@)0)=Xxs+pus’ et AP+ =xt+ut’.
Donc (7 est un sous-espace de F .

3.5it P=a+B8X+vX2 Aors ((5,t), P) € G sietseulementsi 5 = & et
t = a4+ 5+ 7. Lesélémentsde (G sontdonc exactement les vecteurs

(a+B+y)a+fX+yX%)=a((1,1)1)+6((0,1) X)+7((01), X3

La famille est donc génératrice de (& . De plus, si cette combinaison est nulle, la composante
polynomiale a + 5 X + -y X2 estnulle, donc a = £ = v = 0. C'est une base de
G.



4. Pour P=92+3X +2X%2,0ona P{0) =2 et P(1) =7 :levecteurestdans G .Ses
coordonnées sont (2, 3, 2} .

Corrigé de I'exercice 18 : Intersection et somme de deux plans
de R*

1. Onremarque Uy = Uy =+ Uy, donc Yy € F' M G | péterminons I'intersection compléte. Un
vecteurde F' s'écrit o uy + B ug = (& B, B), unvecteurde G s'écrit
’}fﬂ1+5ﬂ3 =46y y—06) Légalitédonne & =y +8, S =, &= 7et
B=vy-58.Donc §=0et a=f=-y.Ainsi FNG= Vect(v;), quinest
pas réduita {0} : lasomme F -+ (7 n'est pas directe.

2. Unvecteurde F s'écrit & Uq +ew = {5, 0, g, —5} . S'ilestdans ', il s'écrit aussi
(o, By, 8) . Donc B =0, o =§, ®a=cet S = —&. Parconséquent § = 0,
puis o« = ¢ =0 .Ainsi FH = {0}.

3. Soit (x, v, z,t) € R%.Oncherche a, 8,6, ¢ tels que
au +Pfuy+dvgtew=(a+6pa+eB-96)=(zy, 21)

On trouve successivement 5 = v, & = y—1t, a = —-y+7et
€ = z —x + vy — 1. Ces valeurs conviennent, donc F' 4+ H = R%. Avec la question 2,
Rt =F@H, et

(CU)y,,Z)t): (.’L‘—y+t) y)w_y-l't:y) +(y—t,0,z—x+y—t,t—y).
eF e H

Oncontrélelasomme: L —Y +t+y—t=xTet y+1t—y =1,

Corrigé de I'exercice 19 : Réunion de deux sous-espaces

1. Si F C ,alors FIJG = (G estunsous-espace ; de mémesi & — F'.Réciproqguement,
supposons que F' LU (7 est un sous-espace et que & ¢ & . llexiste donc x £ F' tel que
T ¢ G .Soit ¥ € (. Llevecteur T + %Y appartientd F U (G par stabilité. S'il était dans

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

G ,alors © = (z +vy) — v seraitdans G :c'estexclu.Donc = 4y € F, puis
y=(r+y)—xz € F Ansi G C F.Donc F G estun sous-espace si et
seulementsi F C G ou &G C F.

2. F 4+ (G estunsous-espace qui contient F' (écrire ¥ = ¥ +0g)et (F . Il contient donc
Ve-::t(F L G:l . Inversement, tout vecteur ¥ + % de F' 4+ (& est une combinaison linéaire
d'élémentsde F'UU G.Donc Vect(FUG) = F +G.

3. Lesvecteurs (1,0) € F et (0,1) € G ontpoursomme (1,1}, quin'est ni sur I'axe des
abscisses ni sur celui des ordonnées. Ensuite, tout vecteur (z, ) s'écrit (z, 0) + (0, v) . Donc
F + G = RZ, alors que F' U G est seulement la réunion des deux axes.

Corrigé de I'exercice 20 : Supplémentaires dans K[X] par
division euclidienne

1. Le polyndme nul est dans F', et les évaluationsen (0 eten 1 sontlinéaires: F' estun sous-
espace. Ensuite, si  P(0) = P(1) = 0, les racines distinctes 0 et 1 donnent X | P et
(X —1)|P.Comme X et X —1 sontpremiersentre eux, X(X —1} divise P.
Réciproquement, X (X —1)Q s'annuleen 0 eten 1.Donc

F={X(X -1)Q:Q € bK[x]}.

2. Soit P & K[X]. La division euclidienne par X (& —1), de degré 2, fournit un unique
couple (@, R) telque P = X(X —1)Q + R et deg B <1.AInsi P e F+K[X]
Deplus,si A € F M [Kl[X], alors A estdedegréauplus 1 etpossede deux racines :

R = 0.Parconséquent, K[X]| = F @K[X].

3.0na X3 - X = X(X -1)(X +1).ponc X3 = X(X - 1)(X +1) + X, avec
XX -)(X+DeFet X cK[X].

4. Ecrivons B = o+ 3 X .Enévaluant P = X(X — 1)@ 4+ R en 0 eten 1,on obtient
P{0) = a et P(l) = a+ . Lacomposantede P sur Ki[X] est
R = P0)+ (P(1) - P(O))X .Pour p = X3, on retrouve
R=0+(1-0X =X .



corriaé de I ice 21 : Supblémentaires d I

fonctions continues

1. Chacun des quatre ensembles contient la fonction nulle. Ensuite, #' est stable par combinaison

1 1
linéaire grace a la linéarité de I'intégrale : f{}lf + i g} = 3 f f+u f g . Pour H,
0 0

on utilise la linéarité des évaluationsen 0 eten 1.Enfin, G = Vect(r — 1) et
A = Ve-:t(a: —+ 1,z — 1:). Ce sont quatre sous-espaces de .

1
2. Soit f € FNG : f estuneconstante ¢ et f.«; dr = ¢ =0.Donc F NG = {0}
0

1
Ensuite, notons s, — ff{;p} dr . Alors f = l:f — m} + m , avec
0

1

f{f—m):m_m:[j.Donc f-meFet meG.Ainsi BE=FgG.
0

Pour f{r) = 2, ona m:%.Donc ,1-;2:(;1:2—%)4-%.

3. Soit f € H M A, Cestune fonction affine qui s'annuleen 0 eten 1 : S = 0, puis
o = 0.Donc H M A = {0}.Ensuite, pour f € HE, posons
Lz) = f(O) + (f() — f(0)x . Alors L € A, et h = f — L estcontinue avec
h(0) =0et A(l) = f(1)— f(1) =0.Donc f = h+ L avec h € H .Ainsi
BE=HgA.

4, Pour f =exp,ona f({l)=1et f{1) =e.Donc

el = (E“T —1-(e- ljm:) + (1 + (e - ljm:;) , avec le premier terme dans H et le
second dans A .

5. Lafonction s:x — sin(2w x) est continue, et s(0) = (1) = 0. De plus,
cos(2m x) L
sin(27 ) dr = ———| =0 . Ainsi 5 est une fonction non nulle de F' M H .
0

La somme F' 4+ H n'est donc pas directe.

La figure ci-dessous illustre la question 4. La corde L relie les points (0,1} et (1, €), et la fonction
h = exp — L s'annule aux deux extrémités.
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3.0

—_— f=exp

& | == L=1+(e-1)x dansA ~=Z
’ — h=f—L,dans H -

0.5 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Point de méthode : pour trouver la composante sur un sous-espace décrit par peu de parametres
(constantes, fonctions affines), on écrit les conditions qui définissent I'autre sous-espace ; elles fixent les
parametres.

Corrigé de I'exercice 22 : Une famille infinie libre de fonctions

1. Une famille infinie est libre si toutes ses sous-familles finies sont libres. Autrement dit, pour tous

r
réels distincts 21;- - %p et tous scalaires Ap, ... Ap, I'égalité Z Aq f“-:‘ =0
=1
entraine A; = ... = Ap = 0.

b
2. Soient @1;-- - @p distincts et supposons z Ag faf = 0. Fixons 7. Pour if,é 7, la
=1
fonction fat- est dérivableen %5, car 4, ?é a,et = — ks aé| est dérivable hors de

= A )
& . Donc g Z t fﬂt est dérivable en % . Supposons Ay % 0 . Alors

ﬁ':féj



faj = _A_J-; g serait dérivable en ’lj .Or & — |17 - GJ,,'| aen ’lj une dérivée a gauche
—1 et une dérivée a droite 1 :elle n'y est pas dérivable. C'est absurde, donc }lj = 0. Tous
les coefficients sont nuls : la famille l:fa:la c [ est libre.

e
3. Soient %{s- - - @p distincts avec Z }Lﬁ' 5'11' = (. En évaluant en GJ{ , tous les termes sont
. 1=1 .
nuls saufle 7 -éme, quivaut Aj;.Donc A5 = O pourtout 7 :lafamille (&,) estlibre.

r
4, Une combinaison linéaire E }Lﬁ' 55&{ est une fonction nulle en dehors de I'ensemble fini
i=1
{’1’1! fﬁ-‘-l. . .},}, ﬂ&p}. Réciproguement, une fonction f nulle hors d'un ensemble fini

r
{’11: fs4. b flp} s'écrit f = Z f{flﬁ-:l da; . Donc Vect{éa}a c R estl'ensemble
i=1
des fonctions nulles en dehors d'un ensemble fini. La fonction constante égalea 1 ne
s'annule jamais, et R est infini. Elle n'est pas dans ce sous-espace : la famille {4,)

n'engendre pas [RR .

Point de méthode : une combinaison linéaire n'utilise qu'un nombre fini de vecteurs, méme dans une

famille infinie ; c'est exactement ce qui empéche I'écriture « 1= Z[R §q ».
a e

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, polyndomes de Newton et
sommes de puissances

1. Le polyndme H 'L estle produit de k% facteurs de degré 1, divisé par jk!. Il est donc non nul
etdedegré k.Lafamille (Hy,..., H,) estadegrés échelonnés, avec deg H = k.
C'est donc une base de R,,[X]. Ensuite, toute sous-famille finie de  (Fk)g 2 py est
contenue dans une famille {Hg, ey Hn:l , qui est libre. De plus, tout polynbme P appartient
3 Rp[X] pour n assezgrand, donca Vect(Hy,... Hy). Ainsi (Hi)p c p estune
base de R[X].

2.0na H1 =X, Hy = @ et Hg = X(X_EEX_EJ.D'abOFd,

X 4+2Hy =X 4+ X2 - X = X2 Ensuite,

Hi+6Hq+6H3=X+3(X?-X)+(X3-3X2+2X)= X3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Les coordonnées de X2 sont (0,1,2 0),cellesde x3 sont (0,1,6,6).

. D'abord, H est constant, donc A{FH g} = 0. Soit ensuite & > 1. On factorise le produit
commun X(X —1)...(X —k +2),quivaut 1si k=1:

BUAHL) =(X4+DX (X —k4+2)—X (X =1) (X —k+1)
X . (X=k+2)[(X+D)—(X—-k+D]=k X ... (X-k+2)

Endivisant par &' = k- (k —1)!, on obtient A(Hp) = Hp_1.

. Le polynéme nul estdans N, et A(A P + u Q) = A A(P) + p A(@) : N estun sous-
espace. Les constantes sont dans [V . Réciproquement, soit # & N . Alors

P(k 4+ 1) = P(k) pour tout entier k,donc P(k) = P(0) pourtout k € N .Le
polynéme P — P(0) a une infinité de racines : il estnul. Donc IV = Rg[X].

. Soit P constantetnulen 0 : P = 0.Donc Rg[X]N Z = {0}. Ensuite,
P = P(0)+ (P — P(0)),avec P—P(0) € Z.Donc R[X]=Rg[X]& Z . Pour
k>1, Hra X enfacteur,donc Hp € Z . Lafamille (H};}}; > 1 est libre comme

sous-famille d'une base. Enfin, si P = g cp Hy € Z, I'évaluation en (0 donne
0 = P(0) = ¢5.Donc F € Vect( H ) > 1. Ainsi (H 1) > 1 estune basede Z

. D'aprés la question 3, H ;11(k +1) — H ;1 1(k) = H ;(k) pour tout entier k. Par
télescopage,

n—l
kz_:ﬂ Hj(k) = Hjt1(n) — Hj+1(0) = H j+1(n),

car H ;41 € Z Ensuite, par la question 2, k2 = H1(k) + 2Hy(k) . Donc

n=1
K2 = Hy(n) + 2Hy(n) = 20 t) 2o _ e —Un—])

k=0

De méme, k3 = H(k) + 6Hy(k) + 6 H3(k), et Haln) = an —Dln —2)(n —3)

4
Ainsi
n—1
P MY 4a(n = 1)(n - 2) 4 MO0 202D 4 a(n—9) + (- 2)(n - 3)]
=, alkr—1@rn—1) = o n2(pn—1)?
Le crochet vaut 52 — 5 . Donc ;;-ZU k4 = 5 et 2 k° = —az -
N 3-2-5 N 9-4

Pour mn = 3,oncontréle: 04144 =5= 3 et 04+14+8=29 3



Point de méthode : choisir une base adaptée a I'opérateur étudié transforme un calcul difficile en simple
décalage d'indices ; ici, A agit surlabase (1) comme une dérivation discréte.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : espaces vectoriels, cours de maths sup
e Les énoncés : exercices de maths sup sur espaces vectoriels

A maitriser avant : Calcul matriciel et systémes linéaires, Polynémes : division euclidienne, racines,
interpolation

Chapitre précédent : Développements limités et étude locale

Chapitre suivant : Espaces vectoriels de dimension finie

Le méme theme en L1 : espaces vectoriels, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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