Corrigés des exercices de maths en L1

Espaces vectoriels

Corrigé de I'exercice 1 : Une structure d'espace vectoriel
inhabituelle

1. D'abord, la loi & estbieninterne:si = >0 et % >0, alors Yy => 0. Elle est associative et
commutative, car le produit des réels I'est. Ensuite, 1 € £ vérifie # §1 = x-1 = x :clest
I'élément neutre. Enfin, pour = € &, le réel l/:l: estdans E et @% — 1. Ainsi

(E, @) est un groupe commutatif, de neutre 1, et le symétrique de = est 1/x .

2. La loi externe est bien définie, car ¢ = eAlnz~(.Soit A, u €E Ret z,% € E .0On
vérifie les quatre axiomes :

1oz =gl =g )\@(u@@:(w“)’\::{:’\“:(Au)@w,
N+pos =c*tr=srocl=N0w)8(uoo)
Ao (edy) =(wy) =sryr =026 (Aoy)

Ces égalités découlent des propriétés usuelles des puissances réelles. Par conséquent,
(E, &, @) estun R -espace vectoriel.

3. Le vecteur nul est le neutre de &, c'est-a-dire le réel 1 . On le retrouve avec

0@z =20=1.Deméme, (-1)@x = x—1 = 1/x, quiest bien le symétrique de .
Le vecteurnulest 1 et (-1)@z = 1/z.

4, Soit x € F .Oncherche X telque g4 = x,s0it Alna = lnx.Or a?‘él,donc

Ina ?é 0. L'équation a donc une unique solution A = In = /In a . Tout vecteur de F
est un « multiple » unique de « : F = Vect(a) est une droite vectorielle.

Point de méthode : dans une structure inhabituelle, il faut traduire chaque axiome avec les nouvelles
lois. Le vecteur nul n'est alors pas forcément le réel 0.
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Corrigé de I'exercice 2 : Parties de R?, de R® et de C

1. On examine chaque partie.

[¢]

F'1 contient (0,0,0).%it A e R, u=(xvz e uw = (= v, 2 dans
Fi.mors (Ao+s)4+20y+y)—(Az42)=x-040=0. Fi est

un sous-espace.

[¢]

F'9 necontientpas (0,0,0),car 04040 ?é 1. F'5 n'est pas un sous-espace.

[¢]

Les vecteurs {1,0,0) et (0,1,0) sontdans F'3.Cependant, leur somme (1,1, 0)
vérifie Ty = lf,é 0. F'3 n'est pas un sous-espace.

[¢]

Ona Fgq = {t(1, -1): £ € [\mathbhbb?]R} = Vect((1,2,-1}). F4 estun
sous-espace, c'est une droite.

[¢]

F'z est |'ensemble des solutions d'un systéme linéaire homogéne. On peut aussi I'écrire :
z estlibre, ¥ = 2z et £ = 2z,donc F'y = Vect((2,2,1)). F'5 estun sous-
espace, c'est une droite.

2. Soit (z,y) € Get XeR.Aors (Ax)(Ay)=X22oy >0,car X2>0et sy >0
.Donc (& est stable par multiplication par un réel. En revanche, a = (1,0) et b = (0, -1)
sont dans (3, puisque leurs produits valent 0.0r a + & = {1, —l:l donne

1x (=1} = —1 < 0. Comme on le voit sur la figure de I'énoncé, a -+ b tombe dans le
quatriéme quadrant, hors de la zone coloriée. (3 n'est pas un sous-espace de [Z.

3. D'abord, 0 € :R.Soit X € R et 2 2/ € :R.Comme } estréel,

Re(h z + 2') = ARe(z) + Re(2/) = 0.Donc 1R est un sous-espace du R -espace
vectoriel . En revanche, avec le scalaire complexe 3 ,ona 3% £ 2[R mais 3 -3 = —1,de
partie réelle —1 ?é 0. ;R estun sous-espace de T vucomme [5-espace vectoriel,
mais pas comme ([ -espace vectoriel.

Corrigé de I'exercice 3 : Sous-espaces de fonctions

1. La fonction nulle vérifie 0(0) = 0.Soit A € R et f,g € A . Alors



(A f+9)(0) =X f(0)+g(0) = 0. A estun sous-espace.
2. La fonction nulle vaut 0 ?é 1 en 0. B n'estpas un sous-espace.

3. La fonction nulle est dérivable et vérifie o/ — (J = 9.0 .Soitensuite X € R et f, g € C.
La fonction A f + g est dérivable, et par linéarité de la dérivation,
(A f+ gjf = A f’ + g’ =2(A f +g). C estunsous-espace. On sait d'ailleurs que
C = Vect(z — e?7).

4. La fonction nulle est bornée. Si  |f| < M s et |g| < Mg, l'inégalité triangulaire donne
A f 49| < |AMy+Mg. D estunsous-espace.

5. Lafonction [ = exp estcroissanteet g:x — —2xr est décroissante. Cependant,
h = f + g apourdérivée A'(z) = e — 2, strictement négative sur ]—oo, In 2 et
strictement positive sur |ln 2, +oo[ . Donc A n'est pas monotone. M n'est pas un sous-
espace.

6. La fonction nulle est 24 -périodique. Si f et & le sont, alors
':}l i+ g} '@ + 2’”:' = A f'@:‘ + Q’{iﬂ} pour tout . P estun sous-espace.

Corrigé de I'exercice 4 : Sous-espaces de suites

1. La suite nulle converge. De plus, si = — £ et o —s £, les opérations sur les limites donnent
Audu—= AE 4 gf" . Les suites convergentes forment un sous-espace.

2. La suite nulle convient. Si w et # vérifient la relation, alors pour tout 7,
AUp g+ v, g = (A Upiq T ﬂ'ﬂ,-'—]_} + (A tiy + Up) . C'est un sous-espace.

3. Toute suite géométrique w = (a g™) vérifie w% = alg? = Wy Wy . Prenons la suite
constante (1) (avec @ = g = 1l)etlasuite (2").Leursommevaut wy = 2, wy =3,
Wy = 5. 0r w% =9 ?é 10 = wq wy, . Les suites géométriques ne forment pas un

sous-espace.

4. La suite nulle est bornée, et | A uy + vy| < |A| My + M, . Les suites bornées forment
un sous-espace.

5. La suite nulle tend vers 0 ?é 1. Les suites de limite 1 ne forment pas un sous-espace.
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Corrigé de I'exercice 5 : Polynomes et matrices

1. Pour A :lepolynémenulsannuleen 1,et (AP 4+ Q) 1) =AP(1)4+Q(1)=0. A
est un sous-espace. Pour B : le polynéme nul n'est pas de degré 3 .Deplus, X3 et
_x3 + X sontdans B, maisleursomme X estdedegré 1. B n'estpas un sous-
espace. Pour ' :le polyndme nul est pair, etsi P(—X ) = P(X)et Q(-X) = Q(X),
alors (AP +@)(-X)=(AP4+Q)(X). C estun sous-espace.

2. La transposition vérifie {)\ A+ B}T = 2AT + BT .Doncsi 4 et B sont symétriques,
A A 4+ B l'est aussi, et la matrice nulle est symétrique. &, est un sous-espace. Ensuite, |a
matrice nulle n'est pas inversible. Les matrices inversibles ne forment pas un sous-espace.
Enfin, la trace est linéaire : tr{A A + B) = A tr(A) + tr(B) . Les matrices de trace nulle
forment un sous-espace.

3. Un calcul direct donne E%Q = 0 et E%l = (0, donc Eg, Eq1 € IN |, Pourtant :

(B1g + Eg1)* = ([\ray?] ?fgé ;})2 = ([\ray?} é‘%é?:}) + 0.

N n'est pas un sous-espace de My (R} .

Corrigé de I'exercice 6 : Combinaisons linéaires dans R3

1. Oncherche a,b telsque au +bv = (&, a +b,b) = (2,5,3). Les premiére et troisieme
coordonnées imposent @ = 2 et § = 3 .Lladeuxiéme se vérifie: 243 = 5 .Donc
W= 2u <+ 3v.

2. Deméme, (@,a+b,8) = (1,1,1) impose ¢ = b =1,puis a+b=2+£1.Levecteur
w! n'est pas combinaison linéaire de u et v.

3. Ondoitavoir ¢ =1, b =2 ,pus m =a-+b.Donc m = 3.

4. Unvecteur (r,y,z) s'écrit (@, a + b, b) sietseulementsi & = £, b = z et
Yy = o + z. Ainsi Vect(u,v) = {(z, 2): £ —y + z == 0}. On controle :
2—543 =0pour w; 1—1—|—l=1?é[] pour /! ;et 1 —m 4+ 2 = 0 redonne
m o= 3.



Corrigé de I'exercice 7 : Equation d'un plan engendré

1. Le vecteur l@, U, z:l appartienta P si et seulement si le systéme suivant, d'inconnues @ et
b, est compatible :

DD
-
4
- T
|l
n S8

On effectue Lg ¢— Lo — 267 et L3 ¢+ L3+ L1 .Onobtient —3b = y — 2x et

3b = x + z.En ajoutant ces deux lignes, il vient 0 = —x + % + Z . Inversement, si cette
condition est vraie, & = (z + 2)/3 et o = x —2b = (z —22)/3 conviennent. Une
équationde P est r —y—z =0,

2.0na 3—-3—-0=20,donc w & P .Dhailleurs, w = u + v .Ainsi
Vect(u, v) C Vect(u, v, w) C P = Vect{u, v). Par conséquent,
Vect(u, v, w) = P.

3.0na 1-0—1=0,donc {1,0,1) € P.Les formules de la question 1 donnent & = 2/3
et o = —1/3 . Vérification :
1 2 —1+4 —24+21473
_g(l,ﬁ,—l}—kg@,l,l} = ( 7 g g ) = (1,0,1) . Donc

(1,0,)) = —tu+2v.

4. Lesvecteurs (1,1 0) et (1,0, 1) vérifient 'équation: 1 —1—-0=0ce 1-0-1=0.
Donc  Vect((1,1,0), (1,0,1)) C P .Inversement, u = 2(1,1,0) — {1,0,1) et
v = (11,004 (1,0,1) .Donc P = Vect{u, v} C Vect((1,1,0),(1,0,1).Dou
I'égalité.

La figure ci-dessous représente le plan P avec les vecteurs w, U et w = U -+ ¥, tous contenus
dans ce plan.
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planP:x—y—-z=0

Point de méthode : pour prouver |'égalité de deux sous-espaces engendrés, on montre que chaque

générateur de I'un appartient a I'autre, puis l'inverse.

Corrigé de I'exercice 8 : Sous-espace engendré par des
fonctions trigonométriques

1. Pourtoutréel &, cogdx + sin2z —=1.Donc 1 =c+s € Vect(r:, S:l. Ainsi
{¢, 5,1} C Vect(c, s), donc Vect(c, s,1) C Vect(c, s). L'autre inclusion est évidente.

Donc Vect(c, s,1) = Vect(c, s).

2. D'abord, cos{ﬁa:} — cos2x —sin®x,donc k = ¢ —s.De plus, 1 = ¢ 4+ 5. Ainsi



Vect(l, k) C Vect{c, s) . Inversement, par demi-somme et demi-différence, ¢ = %(1 + k)
et 5 = %(1 — k) . Par double inclusion, Vect(c,s) = Vect(l, %) .

3. Supposons qu'il existe @, b réels tels que sin{2x) = a + bcos(2z) pourtout . En
£ =0,onobtient 0 =a+b.En x = m/2,onobtient 0 = a — b. Donc
a=5b=0.0ren = = ?r/-i , le membre de gauche vaut 1 . C'est une contradiction. La
fonction = — sin(2z) n'appartient pasa Vect(c, s).

4. Supposons cos £ = & + bcos(2x) pourtout T.En x = 0,ontrouve 1 = a +b.En
r = ,ontrouve —1 = a -+ & . C'est impossible. Autrement dit, tout élément de
Ve::t{l, k} est 7 -périodique, alors que COs ne l'est pas. La fonction C03 n'appartient
pasa Vect(c, s).

Corrigé de I'exercice 9 : Egalité de sous-espaces engendrés

1. Supposons Vect{d) C Vect(B).Comme A C Vect(A), onabien A C Vect(B).
Réciproquement, supposons A C Vect(B).Alors Vect(B) estun sous-espace qui contient
A .0r Vect(A) estle plus petit sous-espace contenant A . Donc Vect(d) C Vect(B),
et I'équivalence est prouvée.

2. Lesvecteurs u + v et u — v sontdans Vect{u, ) .D'aprés la question 1,
Vect(u 4+ v, u — v) C Vect{u, v) . Inversement, 2 estinversible dans [, et :

u=3(u+v)+5(u—v), v=>5u+v)—ju—0)

Donc u,v € Vect(u + v, u — v} .D'ou Vect(u, v) = Vect(u + v, u — v).
3. D'une part, u et w - Awu sontdans Vect{u,v).Dautrepart, v = (v 4+ A u) — A u est
dans Ve-::tl:u, U+ A u:l . Par la question 1 appliquée dans les deux sens, les deux sous-

espaces sont égaux.

4. On applique la question 3avec u = (1,2,3), v = (2,3,4) et X = —1.Eneffet,
v—u = (1,1,1). ponc Vect((1,2,3),(2,3,4) = Vect((1,2,3), (1,1, 1)) .
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Corrigé de I'exercice 10 : Réunion de deux sous-espaces

1. Si £ C G,alors F UG = &, quiestunsous-espace. De méme, si & C F', alors
F UG = F'.Dans les deux cas, F'|J (& estun sous-espace.

2. S0it # € F\Get ¥y € G.Comme F U G estunsous-espace, £ +y¥ € FUG.
Supposons T 4+ Yy € & . Alors & = {a: + y} — 1y € {7, ce qui est exclu. Donc
r4+y € F pus y={x+y)—x € F . Ansi G C F.Enrésumé,si F¢G,a|ors
G C F .Donc F' |J (7 estun sous-espace si et seulementsi F C G ou &G C F'.

3. Supposons RZ = D1 U Dy, avec deux droites vectorielles. Cette réunion est un sous-espace,
donc par exemple D1 C Dg et R2 = Dy = Vect(w).Alors (1,0) = o w et
(0,1) = Bw,avec o, nonnuls.Onendéduit w = (1/e,0) et w = (0,1/8) , ce
qui est absurde. Le plan [2 n'est donc pas la réunion de deux droites vectorielles.

Point de méthode : pour montrer une inclusion entre sous-espaces, on combine linéairement des
vecteurs bien choisis et I'on utilise la stabilité.

Corrigé de I'exercice 11 : Intersection et somme de deux plans
de R3

1. Unvecteurde P1M Pq vérife T =Y et v +y+ 2z =10,donc z = —2x . Ainsi
(:r, Y, 2-’:1 = :1?1:1, 1, —2} . Inversement, ce vecteur vérifie les deux équations. Donc
PN Py = Vect({1,1, —2)) , droite de vecteur directeur (1,1, —2).

2. Soit (a,b,¢) € R3.0npose Py = (0,0,a +& +c), quivérifie £ =¥, donc Py € P3,
On pose ensuite Plzl:ﬂ,b,—&—b},quivériﬁe a4+b6—a—5b=10,donc PlEpl.
Enfin, P+ Py = (@,b,¢).Donc Py 4+ Py = R3.

3. La somme n'est pas directe, car 1 M Py ?é 10} . Concrétement, (1,1, —2) € Py et
(—1,-1,2) € Py.0n aalors deux décompositions distinctes: 0 = 0 + 0 et
0=1(11-2)+ (-1, -1,2). Lasomme Pj+ Pj n'est pas directe.



La figure suivante montre les deux plans et leur droite d'intersection, qui passe par I'origine.

= P n P =Vect((1,1, —2))
Pi:x+y+z=0

Corrigé de l'exercice 12 : Une droite et un plan
supplémentaires

1. Soit A(1,1,1) € P.Alors 3X% = 0,donc X = 0.Ainsi DN P = {0}.

2. Analyse. Supposons  (z, v, z) = A{1,1,1) + p avec p € P.Lasomme des coordonnées de
P est nulle. En sommant les coordonnées, on obtient = + % + z = 3A . On note
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s=x+y+z:alors A=3s5f3et p=1{(xr—35/3,y—35/3,z—-5/3).

Synthese. On pose ces deux vecteurs. Le premier est dans 17 . La somme des coordonnées du
secondvaut s —3:3/3 = 0, doncil estdans P .Leur somme vaut (z, %y, ). Donc

RE=D@P,avec (3,4,2) = 5(LL ) +(s-Fv-52-3)

3. Pour (3,0,0),0ona s =3,donc X =1.Pour (1,2,3),0na s =6,donc X = 2.
on obtient (3,0,0) = (1,1, 1) + (2 1, —1) et (1,2,3) = (2,2,2) + (~1,0,1).

La figure ci-dessous illustre la décomposition de (3, 0, D} : c'est la diagonale du parallélogramme
construitsur {1,1,1) et (2, -1, —-1).

- [ =\Vect((1, 1, 1))
P:x+y+z=0




Corrigé de I'exercice 13 : Fonctions paires et fonctions impaires

1. La fonction nulle est paire. Si f et ¢ sont paires, alors (A f + g)(—x) = A f(z) + g(z).
Donc P estun sous-espace. De méme, si f et g sontimpaires,

(Af+g)(—x) = —(Af+g)(z). P et T sontdessous-espaces.

2. Soit f paire etimpaire. Pourtout =, f(z) = f(—z) = —f(z),donc 2f(z) = 0 et
flz) = 0.ponc PN T = {0}.

3. Analyse.Si f = p+1,alors f{—z) = p(zr) — (x). On en déduit () = fl=) +2f':—ﬂ?)

et 4(x) = w Synthése. Ces fonctions vérifient p(—z) = plz),

i(—z) = —ifz) et p+2=f.Donc F(RRR)=P&HI.

4. On développe f(x) = 3 + 322 43z + 1, puis fl—z) = —x3 4+3x2 -3z +1.Donc
la partie paire vaut 3x2 4 1 et la partie impaire x3 4+ 3x . Pour § = €XP, on trouve
ef +e”% gf —e”%

s =chz et =='— =shg Ansi (z+1)° = (352 4+1) + (23 + 32)
et ef =chzx+shz.

Sur la figure suivante, la courbe paire est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées, la courbe impaire
par rapport a l'origine. En chaque abscisse, leur somme redonne l:;t‘; + 1}3 .
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1592 fix) = (x + 1)3

— —- partie paire 3x? +1
101 —-- partie impaire x> + 3x
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Corrigé de I'exercice 14 : Matrices symétriques et

antisymétriques

1. La matrice nulle est symétrique et antisymétrique. Par linéarité de la transposition, si 47 — A
et BT = B,alors (A A4 B T — 3 A+ B.Demémesi AT — _ 4 et
BT — _p,alors (}LA + B) = —(}LA + B). Sn et A, sontdes sous-
espaces.

2. D'abord,si A € S,M.A, alors 4 = AT — —_ A ,donc A = 0. Ensuite, analyse : si
M =544  alors pgT — g _ 4 ,donc :%{M+MT} et
= %{M — MT} . Synthese : ces matrices sont respectivement symétrique et
antisymétrique, et leur somme vaut Af .Donc M (R) = &, & A,,.

3. Oncalcule pg T, puis les deux demi-sommes :



1 4 2 0 —1 —1
1 3 1
0 —1 66 116 2 0

et

On vérifieque S5 + A = M ,que § estsymétrique et que .4 estantisymétrique. La
décomposition est [ = 5 + A avec les matrices ci-dessus.

Corrigé de I'exercice 15 : Polyndmes s'annulanten O eten 1

1. Le polynéme nulestdans F'.Si P, Q € F et X ¢ R,alors (AP +Q)(0) =0 et
(AP +Q)(1) =0. F estunsous-espace.

2.5t P=aX +be FNG.Aors PO)=b=0et P(l)=a—+b=0,donc
a=0b=0.Ainsi FNG=1{0}.

3. Analyse.Si P =R+ Q avec REF et @ =0aX +b,alors P{U) = Q0) = bet
P(1) =Q(l) =a+b.Donc @ = P{0) + (P(1) — P(U))X . Synthése. On pose ce &,
quiestdans G ,et B =P —Q . Aors R{0) = P({0) — P(0) = 0 et
R(l) = P(1) - P(1) = 0,donc R € F.Donc RX]=F @G, avec
0 = PO +(P() - PO)X

4. Pour x3: P0)=0et P(l)=1,donc @ =X et R = Xx3_ Xx.Pour
X243: P{O)=3 et P(l)=4,donc @=34+X et R=X2_X.0n
contréleque X3 _ ¥ et X2 _ X s'annulenten (0 eten 1.Ainsi
XK= (X3-X)+ X et X243 =(X2-X)+(X+3).

5. Tout polynéme X(X —1)R s'annuleen 0 eten 1.lInversement, soit P € F'.Comme

0 estracine, X divise P : P = X Pjp . ensuite, P(1) = P1(1) = 0, donc
X —1 divise Fq.Donc F = {X{X ~)R:R ¢ ﬂjﬂ?[[}{]]}.

Corrigé de I'exercice 16 : Suites convergentes et suites

constantes
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1. Lasuitenulletendvers 0.Si w — 0 et w — 0,alors Aw +w — 0.Donc F' estun
sous-espace de F/ . De plus, une combinaison de suites constantes est constante. F' et &
sont des sous-espaces de F/.

2. Une suite constante égalea ¢ tendvers ¢ ;sielleestdans &' ,alors ¢ = [0.Donc
F' NG = {0} Ensuite, soit u € F delimite £.Llasuite (u, —£) tendvers 0, et
©=(u—£)+£ . Donc E = F @G, lacomposante sur G étant la suite
constante égale a la limite.

zf.n,+1_2|if-r1+13|—1_2 1
+1 — n+1 — “  n+4+1

car {1/2}“ — 0.Donc 1 = (—n%'_l) +(2) et o = ((%)n) +(3)-

3. On écrit . La limite vaut 2 .Pour v, lalimite vaut 3,

Corrigé de I'exercice 17 : Un hyperplan de R*

1. L'ensemble H est 'ensemble des solutions d'une équation linéaire homogéne. Précisément,
p(0) = 0et @lhz+1y) = Apls)+ @(y). H estunsous-espace de R4 .

2. Chaque €; E‘r¢:_|_1 a une somme de coordonnées nulle, donc
Vect(e] —eq, €9 — 9,89 —€4) C H . Inversement, soit = € F . On vérifie que :

T =1z (el — 82) + (xl + 55'2)(62 — 63) + (g;l + 1z, + $3)(63 — 84)‘

En effet, les coordonnées du membre de droite sont <71, —&y + Ly + Lo = Ln,
—(z{+Ty) + T+ 2yt 2y =Tget —(z] + Ty +T3) = Ty, cette dernicre
égalité venantde x € H .Donc H = Ve-::t{el — E€qyEq — Eg,Eq — 64} .

3. 0na () =1#£0.Si Awue H,alors A =0,donc H N Vect(u) = {0}. Ensuite,
pour x ¢ R%,onnote s = p(r) . Levecteur £ —su = (T — 5, Ty, Tg,T4) aune
somme de coordonnées s —s = 0.Donc R* = H @ Vect{u) , avec

T = (2] =5 T TqTy)+su,

4. 0na @(u’)=1-1=0,donc w/ € H .Ansi H N Vect{u/) = Vect{uf}?é {0} .
La droite Vect{u/) n'est pas un supplémentaire de F .

5. Soit w ¢ H ,donc o(w)s 0.Si Awe H alors Aep(w) =0 et X = 0.Deplus, pour
tout x,onpose p = @(x)/plw) Aors plr —pw)=0et T =(r—pw +pw.
Donc R* = H @ Vect(w) pour tout ng‘H.



Corrigé de I'exercice 18 : Fonctions d'intégrale nulle

1. La fonction nulle est d'intégrale nulle. Par linéarité de I'intégrale,

1
f(}l f+ g} = A f f+ f g = 0 pour g € F' . Ensuite, les fonctions constantes sont
0 0 0

continues et une combinaison de constantes est constante. F' et (3 sont des sous-espaces
de F.

2. Une constante ¢ a pourintégrale ¢ sur [0,1].Sielleestdans F',alors ¢ = 0. Donc

1
FNG =10} Analyse:si f = h +c,avec h € F,alors ff:c.Synthése:on
0

1 1
pose i — ff et h = f —m.Alors h estcontinue et fh:m_m:[j.Donc
0 0

F = F @ G, lacomposante sur (G étant la valeur moyenne ™ de f.

i 1
3. On a fﬁ?dt:%et fetdt:e—l.Donc ;1:2:(3:3_%)4—%&

0 0
eT=(%T—e+l+(-1).

Corrigé de I'exercice 19 : Fonctions nulles aux bords et

fonctions affines

1. Lafonction nulle estdans F'.Si ki, Ay € F',alors (A Ay + hg)({0) = O et
(A A1+ hg)(1) = 0.Ensuite, Alax +b) + (a’z + b’;j =(da+a)z+(Ab+ b'ijl

est affine, et les fonctions affines sont continues. F#' et (5 sont des sous-espaces de F .

2. Soit g:x — ax +b dans F.Aors g(0) =b=0et g(l)=a+b=20,donc

3. Analyse.Si f = h+gavec h e Fet glx)=ax+b,alors f{U)=10et
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f(1) = a + b. Synthése. Onpose g{z) = f(0) + (f(1) — f({O)z et A = f —g.Alors
h estcontinue, A(0) = 0et A(l) = f()— f(1I) =0.Donc E = F @ G avec

g{z) = F(0) 4+ (f(1) — f(0))x . Graphiquement, & est la corde qui joint les points (0, f{0})
et (1, f(1)), comme surla figure de I'énoncé.

4. Pour f =exp,ona f(0)=1et f(1) =e.Donc g{r) =1+ (& — 1)z et
hz) =e*—1—(e—Dz.Pour fy,ona fol0) =0 et fo(l) =sinm+1=1
Donc g{x) = x et hA(zr) = sin{ir £) , quis'annule bienen 0 eten 1. Ainsi

e? = (e -1-(-Dz)+(1+—1z) et fylz) =sin(rz)+z,

5. Pour f € E,onécrit f = (f — f(0) + f(0) . Lafonction f — f(0) s'annuleen 0, etla
constante  f(0) est affine. Donc F' 4 (3 = E . Cependant, la fonction & — x est affine,
non nulle, et s'annuleen 0.Donc F' N G ?é {0} :lasomme F' 1 (3 = E n'estpas
directe.

La figure ci-dessous représente la décomposition de I'exponentielle. La composante / s'annule aux deux
bords et reste négative, car la courbe d'une fonction convexe est sous ses cordes.

— f(X) = €%

2.57 . gx) =1+ (e —1)x
—-= h(xX)=e*—1—-(e—1)x

2.0

1.5-

1.0-

0.5

0.0 .---...,___ =
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Point de méthode : dans une analyse-synthése, I'analyse donne ['unicité, et la synthese donne
I'existence. Il faut rédiger les deux étapes.

Corrigé de I'exercice 20 : Somme et intersection ne se

distribuent pas

1. Soit * =y +zavec ¥ € FMNG et z¢€ FH.Dabord, ¥,2 € F,donc z € F.
Ensuite, ¥ € G et z £€ H ,donc = € G + H . Ainsi
(FNG)+(FNH)C FN({G+H).

2. Pour (z,1y) € R%,onécrit (z,v) = (v —2)(0,1) + z(1,1) .Donc G + H = R? et
FN({G+H)=F Enrevanche, (t,0) = (0,s) impose ¢ = 0,donc F NG = {0}
.Deméme, (t,0) = (s,s) impose s =0 puis £ =0,donc F N H = {0}.Commele
montre la figure de I'énoncé, les trois droites se coupent seulement en I'origine. Ainsi
(FNG)+(FnH)= {0} 7/: F = F N (G + H) : l'inclusion de la question 1 est
stricte en général.

3. Supposons (G C F .Dwunepart, G C FN{G+H)et FNH C FN({G+ H).
Comme F' M (G 4 H) estun sous-espace, il contient G + (F' M H ). D'autre part, soit
tE FN({G+H) écrit z=g+haec g Get he H.Aors h=x—g
estdans F',car t € Fet gE GC F.Donc he FNHet z€ G+ (FNH).
Par double inclusion, FN (G +H) =G+ (FNH) lorsque G C F.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme, suites récurrentes linéaires
d'ordre 2

1. La suite nulle vérifie la relation. Soit , v € S et A £ R,etposons w = A wu -+ v .Pour
tout 7 :

W, o= )\(un+l + 2u,) + (Um—l + 2vu,) = w1+ 2wy
Donc S estun sous-espace de RN .

2. Lasuite (r™) estdans S sietseulementsi rn+2 — pn+l L 3-m pourtout 7. Comme
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T ?é 0, on peut diviser par ™ : la condition équivauta 2 = r -+ 2 . Cette équation s'écrit
r—2F+1)=0.ponc (r")eS & re{2-1},et a=(2") et b= (-1)")
sontdans 5 .

3. Soit u,v € 5 avec Up = Vg et Uy = Y. Montrons par récurrence double que
Up = Un pourtout 7.C'estvraipour n = 0 et n =1.Si Up = Un et
Uptl = Ypgl,alors Upyyn = Uy g +2Up =, 9+ 20y = Y0 Donc
u = v,

4. Onadéja WVect(s,b) C S ,car S estunsous-espace. Inversement, soit u € S .0On
cherche a, 8 telsque o + 5 = Uy et 2o — B = U . En additionnant,
Ja = ug + uq, donc:

U + U 2 — U
a=%?ﬁ=u0—&“= 03 1,

Lasuite o a + S b estdans S etales mémes deux premiers termes que . D'aprés la
question 3, elle est égale 3 u.Donc S = Vect(s, ), avec wu, = o 2" + 8 (-1)".

5. Supposons A 2" — " (—1}1r1 pourtout m.En m =0, A= u.En n =1,
2A = —p = —A ,donc 3% =0.Ansi A =p=0e Vect{a N Vect(d) = {0}
Avec la question 4, S = Vect(a) + Vect(b). Donc S = Vect(a) & Vect(d).

6. Avec tUy =0 et Uy = 3 onobtient &« =1 et S = —1.Donc Uy = 2" (-1)“.
Vérification : la formule donne Un = 4 —1 = 3 etla relation donne Un = Uy + EUU =3,
De méme, Uy = 8+1 =9 et ty+2u; =3 +6 = 9 Lasuite cherchée est

T n
Uy, = 27 — (=1} .

7.Soit u = ara + B b bornéepar M .Alors |a| 2" < |ug| + [B] € M 4 |B] pour tout
n.Si o ?é 0, la suite {En) serait bornée, ce qui est faux. Donc o = (J . Inversement, toute
suite B b estbornée. Ainsi .Sy = Vect({b), qui est un sous-espace. Enfin, une suite
convergente est bornée, donc de la forme ﬁ(-l}n . Ses termes pairs valent 3 et ses termes
impairs —/3 . Elle converge seulementsi 3 = —f3,soit S = 0.Donc S = Vect(h), et
la seule suite convergente de 5 est la suite nulle.

La figure ci-dessous montre les premiers termes de  w,, = o™ _ (_1}n : la composante 9™ domine,
tandis que —{—1jﬂ oscilleentre —1 et 1.



140{ o Lo il
120 A =10
® u,=2"—(-1)"
100 -
80 -
63
60 - o
40 - 33
C
20 R L
. 3 3 m
0+& | l A A A A A
0 ' 2 ' 4 ' 6 7
n

Point de méthode : pour décrire un espace de solutions, on trouve des solutions particulieres simples,
puis on prouve qu'elles engendrent tout grace a I'unicité donnée par les conditions initiales.
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