Cours de maths en L2

Espaces probabilisés

. Univers, événements et tribus

Une expérience aléatoire est une expérience dont on connait les issues possibles, mais pas le résultat a
I'avance. On lance un dé, on tire une carte, on attend le premier pile d'une piece. Pour raisonner, on
regroupe d'abord toutes les issues dans un ensemble. Ensuite, on décide quelles parties de cet ensemble
on veut mesurer.

Définition :

L'univers {2 estl'ensemble des issues de I'expérience. Un événement est une partie de {2 .
L'événement {2 est'événement certain, I est I'événement impossible, et un singleton {w} est
un événement élémentaire.

Le langage des ensembles traduit le langage courant. Ainsi, « .4 ou B »corresponda A I B, «

Aet B »a An B,et«non A »aucomplémentaire A . De plus, deux événements sont
incompatibles lorsque A 1 B = . Enfin,« A implique B »s'écrit 4 < B. Lafigure ci-
dessous représente ces opérations dans un diagramme de Venn.

zone colorée : AnB zone colorée : AuB zone colorée : A
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1. Pourquoi une tribu ?

Lorsque {7 est fini ou dénombrable, on peut attribuer une probabilité a toutes les parties de {2 . En
revanche, pour des univers plus gros, comme |'ensemble des suites infinies de pile ou face, ce n'est plus
possible. On se limite alors a une famille de parties, stable par les opérations usuelles. C'est la notion de
tribu.

Définition :

Une tribu sur {7 estune partie A de P(f2) telle que:

e ¢ A

epourtout A € A ,ona A £ A (stabilité par passage au complémentaire) ;

¢ pour toute suite ':An:'ﬂ e n d'éléments de A,ona LEJ[H Ap € A (stabilité par
n

réunion dénombrable).

Le couple I:J?, .A:l est alors un espace probabilisable, et les éléments de .4 sont les
événements.

Les familles {lﬂ, l?} et 'P{ﬂ} sont des tribus : ce sont la plus petite et la plus grande. Par exemple,
si A estunepartiede {2, lafamille {[\emptyt?], A A ﬂ} est aussi une tribu. C'est la plus
petite tribu contenant 4 .




Une tribu 4 contient . Elle est stable par réunion finie, par intersection finie ou dénombrable et
par différence A4\ B = AN B.

D'abord, i — {7 appartienta A . Ensuite, pour une réunion finie AgU...U Ap, on
compléte la suite par  A,, = @ pour 7 > P . Enfin, pour une intersection dénombrable, on utilise
les lois de De Morgan :

) 4. = ] 4,

n e N n e N

Chaque A, estdans A4, donc leur réunion aussi, donc son complémentaire aussi.

Dans ce chapitre, lorsque {2 est fini ou dénombrable, on prend toujours A = 'P{ﬂ} . La tribu ne
joue un vrai role que pour les univers non dénombrables, étudiés plus tard avec la théorie de la
mesure.

Il. Espaces probabilisés : axiomes et propriétés

1. Définition d'une probabilité
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Soit (£2, A} un espace probabilisable. Une probabilité est une application P :.4 — [0,1] telle
que P(f2) =1 et, pour toute suite {A,) d'événements deux & deux incompatibles,

+ 00
Pl ) An )= > P(A,) (c—additivit[7][7]).
n=0

n=1_

Le triplet (2, A, P) est un espace probabilisé.

La série du membre de droite converge toujours. En effet, ses termes sont positifs et ses sommes
partielles sont majorées par 1, comme on le verra. La o-additivité est I'axiome qui permet de passer du
fini au dénombrable.

Pour tous événements A4 et B :

P(@) =0,et P(AUB) = P(A)+P(B)si ANB=10

P(A) =1- P(4);

si. A C B,alors P(B\ A) = P(B) - P(A) etdonc P(A) < P(B);

P(AUB) = P(A)+ P(B)- P(AN B).

Démonstration :

D'abord, on applique la o-additivité a la suite constante égale a i . On obtient
P() = Z P() , ce quiimpose P(i) = 0. Ensuite, en complétant A, B par des



ensembles vides, on obtient I'additivité finie. Par conséquent, 1 = P(f2) = P(A) + P(A).Si
A C B, laréunion disjpinte B = A U (B A) donne la troisitme propriété. Enfin,
AUB = AU(B\{AnN B) estune réunion disjointe, d'oli la derniére formule.

La derniere formule se généralise a 1 événements. C'est la formule du crible, aussi appelée formule de
Poincaré.

Pour des événements Aj,... A, ,

n i
Pl ) 4:)= Y (-n)ft! > P(Ai N ... N Asp).
i=1 k=1 1<ig <. . <ig<mn

Elle se démontre par récurrence sur 7, en appliquant la formule a deux événements a

2. Univers fini ou dénombrable

Sur un univers fini, la situation de référence est I'équiprobabilité. Chaque issue a alors la probabilité
1/card(f?)  etona:

card(A
P(A) = ca,rzllEQ}

Sur un univers dénombrable, I'équiprobabilité est impossible. En effet, si tous les singletons de [+ avaient
la méme probabilité ¢, la série Z ¢ vaudrait 0 ou —oo,jamais 1 .On décrit donc une
probabilité par ses valeurs sur les singletons.
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Théoreme :

w
Soit {2 = { nmE [hl} un ensemble dénombrable, et {Pn:‘ une suite de réels positifs telle que
i

Z B, = 1 1l existe une unique probabilité P sur (13, P(17)) telle que P({wn}) = r,
n

pour tout 71. Elle est donnée par

Démonstration :

D'abord, l'unicité : toute partie .4 est la réunion disjointe dénombrable des singletons qu'elle
contient. La o-additivité impose donc la formule. Ensuite, I'existence : la formule définit bien un
nombre de [0,1] , car {pn:l est une famille sommable de réels positifs. De plus, P{f?) = 1.
Enfin, siles AL sont deux a deux disjoints, le théoréme de sommation par paquets pour les familles

positives donne P(U AF:) = Z};: P':Ak:'.

—n
Sur 2 = IN¥, posons P, = EL” . Ces réels sont positifs et Z}:I 2 o 1. lIs définissent
n

donc une probabilité. Par exemple, la probabilité d'obtenir un entier pair vaut

> § ==}
—1-1/4 =
;@14 /

C'est la loi du rang du premier pile avec une piece équilibrée, représentée ci-dessous.




0,51 BN 1 impair : total 2/3

0,4 Bl n pair : total 1/3

0,3
0,2 1

0'1_ I I
O - - — 1 1 1 1
1 2 3 4 5

6 7 8 9 10
entier n

P({n})=27"

lll. Continuité monotone d'une probabilité

La o-additivité a une conséquence tres utile : une probabilité passe a la limite le long des suites
monotones d'événements. C'est I'outil central pour les expériences qui se répetent indéfiniment.

Théoreme :

Soit (f2, A, P) un espace probabilisé.

e Continuité croissante. Si {An} est croissante ( A, C Axn41), alors

P(Lﬁj Aﬂ) = lim P(4;)

e Continuité décroissante. Si {An:l est décroissante ( An4+1 C A, ), alors
P(Q An) = lim _P(4;)
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Démonstration :

Supposons {A,,) croissante. Posons By = Aget B, = A, \ A,_1 pour n > 1. Les
B, sontdeux a deux disjoints. De plus, A4, = BgU...U B, et U A, = U B, . Par
o-additivité,

£oo n
P((J4n)= 2 P(Br =, lim >, P(Bi) =, lim  P(4,)

Si maintenant {An] est décroissante, la suite {A_n} est croissante. Par conséquent, on applique

le premier point aux complémentaires et on utilise m Ay, = U A_ﬂ .

La figure suivante illustre la continuité croissante. On lance un dé indéfiniment et A, est I'événement «
un six apparait parmiles 7t premiers lancers ». Ainsi, P{An} =1- {5/6}“ croit vers 1.

1"""“"“"“-“"“'“".“.';-;';';-.“cvvrt"
o ®
0,8 o’ ’
@ ®
= °
‘5 0,6 °
3 ]
o
5 0,4 - °
° n
0'2_ o L4 P(An)= 1_(5/6)
---- P(UAn =1
04 : : : : :
0 5 10 15 20 25

nombre n de lancers

Corollaire :



Pour toute suite  {A.,) d'événements (non nécessairement disjoints), on a I'inégalité de Boole :

400
P(lJAn) < > P(Ap)
n n=>0

En particulier, une réunion dénombrable d'événements de probabilité nulle est de probabilité nulle.

Définition :

Un événement de probabilité (I est dit négligeable. Un événement de probabilité 1 est dit
presque siir. Un événement négligeable n'est pas forcément vide.

Méthode :

Pour calculer la probabilité d'un événement décrit par « a un moment » ou « toujours » :

e écrivez-le comme une réunion (« a un moment ») ou une intersection (« toujours »)
d'événements A, ne portant que surles T premiéres étapes ;

* rendez la suite monotone en posant A;, — AgU...UAd, ou Agn...NA,;

e calculez P(A;J par un argument fini, puis passez a la limite par continuité monotone.

On lance indéfiniment une piéce équilibrée. Soit F'y, I'événement « face aux 7. premiers lancers ».
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La suite (F') est décroissante et P{F';) = 27 . Donc I'événement « on n'obtient jamais pile
», égal a m F'y . a pour probabilité 1im 2~ ™ = (. Il est négligeable, mais il n'est pas vide.

IV. Dénombrement et modeles d'urnes

Dans le cas équiprobable, calculer une probabilité revient a compter. On rappelle les trois résultats de
base, pour un ensemble & a 7 éléments.

e Le nombre de P -listes d'élémentsde FE est nP.

1
e Le nombre de P -listes d'éléments distincts (arrangements) est ﬁ pour p < n.

ﬂ.l

e Le nombre de partiesa F éléments (combinaisons) est [Ydbinom?|np = m.

Ces trois dénombrements correspondent aux trois facons de tirer I boules dans une urne de 71 boules
numérotées. Le choix de I'univers dépend du protocole, et il doit rendre les issues équiprobables.

Méthode :

« Tirages successifs avec remise : {7 est|'ensemble des [ -listes, de cardinal 5 ¥ .

» Tirages successifs sans remise : {7 est|'ensemble des arrangements, de cardinal
1/ (o — o]
n!/(n—p)!.

e Tirage simultané : [} estl'ensemble des partiesa F éléments, de cardinal (?;3) :




Numérotez toujours les boules, méme si elles ont la méme couleur : c'est ce qui garantit
I'équiprobabilité.

Proposition :

Une urne contient IV boules, dont § blanches. On entire 7. La probabilité d'obtenir exactement
& boules blanches vaut :

(% )neer1 (U2 vrighne?))

(%)

e sans remise, ou simultanément :

Démonstration :

Sans remise, avec l'univers des parties a 7. éléments, on choisit % boules parmiles § blanches
et n—k% parmiles /N —§ autres. Le principe multiplicatif donne le numérateur. Avec remise, on

choisit d'abord les % rangs des boules blanches, soit (TL) choix. Ensuite, il reste
bx (N—b)”_k listes. On divise enfin par ™ .

Une urne contient 10 boules dont 4 blanches, et on entire 3. Sans remise, la probabilité d'avoir

exactement une blanche vaut (41 )(62),/(1%) = 60,/120 = 1/2. Avec remise, elle vaut

3x 0,4 x 0,62 = 0,432 . La figure ci-dessous compare les deux modéles.
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o
o

Bl avec remise

05 - 0,500 _
' Bl sans remise
0 0,4 1
o
o) 0,300
© 0,3 i 0,288
o)
o)
—
Q0,2
0,1

0 1 2 3
nombre k de boules blanches (3 tirages, 4 blanches sur 10)

V. Probabilités conditionnelles

1. Définition

Savoir qu'un événement B est réalisé modifie I'information disponible. On restreint alors 'univers a
B etonrenormalise.

Définition :

Soit B unévénementtel que P{B) > 0.La probabilité conditionnelle de A sachant B
est

P(AN B)
P(B)

Pg(A) = P(A|B) =




Proposition :

L'application Ppg:A — P{A|B) estune probabilité sur ({2, .A).

Démonstration :

Dabord, 0 < P{AN B) < P(B),donc Pp estavaleursdans [0,1] . Ensuite,
Pgp(f?) = P(B)/P(B) = 1.Enfin,siles A, sontdeux a deux disjoints, les A, M B le

sont aussi. Donc P(U A, N B) = Z P(A,, N B}, etondivise par P(B).

Propriété :

Formule des probabilités composées. Si P(A;M...N A, _1)>0,alors

P(A{N..NA,) = P(A]) P(Ag| A}) ... P(A, | Ay n...0 A, 4).

Cette formule se démontre par récurrence, en écrivant chaque facteur comme un quotient : le produit se
télescope. Elle traduit la lecture d'une branche d'un arbre de probabilités.

2. Probabilités totales et formule de Bayes

Définition :

Une famille finie ou dénombrable (Bé:‘é ¢ j d'événements est un systeme complet
d'événements siles B, sont deux a deux incompatibles et si leur réunion est 2 .
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Théoreme :

Formule des probabilités totales. Soit (Bé}é c run systeme complet d'événements, avec [
fini ou dénombrable. Pour tout événement A ,

P(A)= ) P(AnBy)= > P(A|B;) P(B;)
= ieT,
P (B;) >0

Démonstration :

Les événements A M B, sont deux a deux disjoints et leur réunionest A N2 = A .lLao-
additivité donne la premiére égalité. Ensuite, on remplace P({4 N B;) par P(A|B;) P(B;)
lorsque P{B;) > 0. Les autres termes sont nuls, car P{A N B;) < P(B,) =0,

Théoreme :

Formule de Bayes. Avec les mémes hypothéses, si P(A) >0 et P{Bj'} >0,

L PUIB)PB)
,EPE(‘QE')}U

La formule de Bayes « remonte le temps » : elle donne la probabilité d'une cause connaissant I'effet
observé. Par exemple, elle mesure la fiabilité réelle d'un test médical.

Méthode :



e |dentifiez I'étape « cause » : ses issues forment le systeme complet {Bﬁc}.

e Traduisez chaque donnée de I'énoncé : « parmiles B, , une proportion... » donne
P(A|B;) pas P(ANB,;).

« Calculez P(A) par les probabilités totales, puis P{B ;| A) par Bayes. Un arbre aide a ne
rien oublier.

Trois machines produisent respectivement 50 % , 30 % et 20 % des piéces d'une usine.
Leurs taux de piéces défectueusessont 1 %, 2% et kK 9% .Soit I I'événement « la piéce est
défectueuse ». Comme le montre |'arbre ci-dessous, les probabilités totales donnent

P(D)=0,5x%0,01 +0,3x0,02+0,2x0,05 =0,021.

Ensuite, la formule de Bayes donne P{M 3| D) = 0,010/0,021 = 10/21 ~ 0,48 . Autrement
dit, pres d'une piece défectueuse sur deux vient de la troisieme machine.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

0,005

0,006 P(D)=0,021

0,010

VI. Indépendance d'événements

1. Deux événements

Définition :

Deux événements A et B sontindépendantssi P(A N B) = P(A) P(B). Lorsque
P(B)> 0, celaéquivauta P(A|B) = P(4).

Sur le carré unité muni de I'aire, une bande verticale et une bande horizontale sont indépendantes. En
effet, 'aire de leur intersection est le produit des largeurs, comme le montre la figure.



AnB
0,12

0,7 -

Si A et B sontindépendants,alors A et B lesont ainsique 4 et B .

Démonstration :

Ona P{A M E) = P{A} — P{A M B) = P{A} - P{A}P{B} = P{A} P{E} . En
appliquant ce résultat au couple {E, A} , on obtient ensuite I'indépendancede 2 et A .
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Il ne faut pas confondre indépendants et incompatibles. Si 4 M B = { avec P{A} >0 et
P(B)>0,alors P(ANEB)=0 ?é P(A)P(B) :les événements ne sont pas indépendants.

2. Famille d'événements

Définition :

Les événements A1,..., A, sont mutuellement indépendants si, pour toute partie
JC{l..,n},

P ﬂ A\ = H P(Aj).

7€ J 7€ J

Une suite infinie d'événements est mutuellement indépendante si toute sous-famille finie I'est.

L'indépendance deux a deux n'entraine pas I'indépendance mutuelle. Par exemple, lancons deux
pieces équilibrées. Soit A : « pile au premier lancer », B :«pile ausecond », ' :«les deux
résultats sont égaux ». Chacun a pour probabilité 1/2 , et chaque intersection de deux d'entre eux
vaut { (B, P)}, de probabilit¢ 1/4.Cependant, P(ANBNC) =1/4+£1/8.

Proposition :




Si Ai,... A, sont mutuellement indépendants, on obtient encore une famille mutuellement
indépendante en remplacant certains A, par leurs complémentaires. En particulier,

T

P Cj A )=1-]] 1= P(AY))

La preuve consiste a remplacer un seul événement, puis a itérer. La formule finale vient du passage au
complémentaire : I'événement contraire de « au moinsun A, » est «aucun A, ».

Remarque :

L'indépendance sert surtout a modéliser. Lorsque des lancers sont réalisés « sans influence mutuelle
», on choisit une probabilité qui rend indépendants les événements liés a des lancers différents. Par
exemple, pour une infinité de lancers de piece, on admet I'existence d'un espace probabilisé ou les
événements « pile au 7 -ieme lancer » sont mutuellement indépendants, de probabilité .

Un réseau comporte 4 liaisons en paralléle. Chacune tombe en panne avec probabilité 0,1,
indépendamment des autres. Le réseau fonctionne si au moins une liaison fonctionne. Sa probabilité
de fonctionner vaut donc 1 —0,1% = 0,9999 .

Ce qu'il faut retenir

« Un espace probabilisé est un triplet ({2, .A, P : un univers, une tribu d'événements, une
probabilité o-additive.
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e Sur un univers fini ou dénombrable, on prend 4 = 'P{H:l , et une probabilité est donnée par une
suite {Pﬂ:‘ positive de somme 1.

« |l n'existe pas d'équiprobabilité sur un univers dénombrable infini.

¢ Continuité monotone : la probabilité d'une réunion croissante ou d'une intersection décroissante est
la limite des probabilités.

e Inégalité de Boole : une réunion dénombrable d'événements négligeables est négligeable.

e Tirages avec remise : listes ; sans remise : arrangements ; simultanés : combinaisons. Les deux
derniers donnent les mémes probabilités.

* La probabilité conditionnelle P 5 est une probabilité ; la formule des probabilités composées
décrit une branche d'arbre.

¢ Probabilités totales sur un systeme complet fini ou dénombrable, puis formule de Bayes pour
remonter a la cause.

e L'indépendance mutuelle exige la formule du produit pour toutes les sous-familles ; elle est stable
par passage aux complémentaires.

Questions fréquentes sur espaces probabilisés

Pourquoi a-t-on besoin d'une tribu si l'univers est dénombrable ?

Lorsque I'univers est fini ou dénombrable, on prend simplement la tribu de toutes les parties, et toute
partie est un événement. La notion de tribu devient indispensable pour les univers non dénombrables,
comme I'ensemble des suites infinies de pile ou face. Sur ces univers, on ne peut plus définir une
probabilité raisonnable sur toutes les parties.

Un événement de probabilité nulle est-il impossible ?

Non. Un événement négligeable peut contenir des issues. Par exemple, pour une infinité de lancers d'une
piece équilibrée, I'issue « face a tous les lancers » existe, mais la continuité décroissante montre que sa
probabilité vaut Jim 27" = 0.

Quelle différence entre indépendance deux a deux et indépendance mutuelle ?



L'indépendance deux & deux demande seulement P(A; N A ;) = P(A;)P(A ) pour i% 7.
L'indépendance mutuelle exige la formule du produit pour toutes les sous-familles. Avec deux pieces, les
événements « pile au premier », « pile au second » et « résultats égaux » sont indépendants deux a deux,
mais pas mutuellement.

Quand utiliser la formule de Bayes plutot que les probabilités totales ?

Les probabilités totales calculent la probabilité d'un effet a partir des probabilités des causes. La formule
de Bayes fait le chemin inverse : elle donne la probabilité d'une cause sachant I'effet observé. En pratique,
on calcule d'abord P{A} par les probabilités totales, puis on l'utilise au dénominateur de Bayes.

Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur espaces probabilisés

¢ Chapitre précédent : Différentiabilité, formule de Taylor et extrema

e Chapitre suivant : Variables aléatoires discretes

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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