Corrigés des exercices de maths spé

Espaces probabilisés

Corrigé de I'exercice 1 : Une bijection explicite de N2 sur N

1. Pour (p,q) € N2, ona 2P > 1et 294+121,donc 2P(2g+1) —1 > 0. Ainsi f esta
valeurs dans [. Montrons que f est bijective. Soit s € [N . Il s'agit de résoudre
EP{Zq—i—l} —m +1,avec m +1 > 1.0rtoutentier IN > 1 s'écrit de facon unique
N = 2% « » avec 7T impair: I'exposant I est la valuation 2-adique de IV , c'est-a-dire la
plus grande puissance de 2 qui divise N ,et r = NN / 2% est alors impair. Ensuite, T impair
s'écrit de fagon unique T = 2g + 1 avec g € N . Donc I'équation f(p,q) = m aune
unique solution. L'application f est une bijection de [|< sur [N.

2.0na f(2,3) =4x7—1=27. Ensuite, 100 +1 = 101 estimpair,donc p = O et
29 +1=101,s0it g = 50 .Enfin, 47 +1 =48 =2%¥x 3,donc p =4 et g =1,
Ainsi f(2,3) = 27, FT1(100) = (0,50) et FT1{47) = (4,1). Lafigure ci-dessous
donne les valeurs de f sur une partie de la grille. Chaque colonne correspond a une valuation 2-
adique fixée de  f(p,g) +1.
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8 17 35 71 143
4 ® ) ) ° °
6 13 27 55 111
3 - ° ° ° ° °
S 4 9 19 39 79
2 ) ° ° ° °
2 5 11 23 47
1 - ) ° ° ° °
0 1 3 7 15
0 - ° ° ° ° °
0 1 2 3 4

p (valuation 2-adique de f(p, q) + 1)

3. Pour p = 1, c'est évident. Supposons ¥ dénombrable, et soit il IN® — IN une bijection.
Alors (z,n) — f{1(x), n) estune bijectionde PP w N = NPT! sur N, comme
composée de bijections. Par récurrence, ¥ est dénombrable pourtout 7 = 1.

4. Soit or: B — Net S:F — N deux bijections. L'application (z, ) — fla(x), B(y]) est
bijective de F x F sur I.Donc FE x F est dénombrable.

Corrigé de l'exercice 2 : Quelques ensembles dénombrables

usuels

1. La fonction & envoie [N surles entiers pairset {n € & :n < 0} surles entiers impairs. En
effet, pour n <0, —2n —1 = 2{—n) —1 parcourt 1,3,5,... quand —n parcourt
1,2,3,....Chacune de ces deux restrictions est bijective. Donc 7 est une bijection de & sur
M. Ensuite, 7 est impair: —32mn — 1 = 7 donne n = —4 . De méme, 10 est pair:



on = 10 donne n = 5.Donc g~ 1(7) = -4 et ¢g—1(10) = 5.

2. L'application (@, &) — % est une surjectionde  F x N sur ©Q.0r F x N* est
dénombrable, comme produit de deux ensembles dénombrables. Donc 1 est au plus
dénombrable. Comme il contient [N, il est infini. Ainsi () est dénombrable.

3. C'est un produit de deux ensembles dénombrables. Donc QE est dénombrable.

4. Un tel disque est déterminé par son centre {a, b} € EQE et sonrayon T & Qj_ . L'application
(@, b, 7) — D((a,b), r) est donc une surjection de Q2 x Qj_ , qui est dénombrable, sur
I'ensemble étudié. Cet ensemble est donc au plus dénombrable. De plus, il est infini, puisque les
disques de centre (0,0) et derayons 1,2,3,... sontdistincts. L'ensemble de ces disques
est dénombrable.

5. La réunion est au plus dénombrable, comme réunion dénombrable d'ensembles finis. Par ailleurs, les
£, sont non vides et deux a deux disjoints : en choisissant T, € £, , on obtient une suite

injective (%4, . La réunion est donc infinie. Ainsi U Fr est dénombrable.
n

Corrigé de I'exercice 3 : Polynomes a coefficients entiers et

nombres algébriques

i
1. L'application ':flgj O fln:' — Z ar. X% est une bijection de  Fn+1 sur ER[X] . Or
k=0

Zn+1 est un produit fini d'ensembles dénombrables. Donc  Z,[X | est dénombrable.

2. Ona E[X] = LéJ[M Eﬂ[x] . C'est une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables, donc
m

elle est au plus dénombrable. Elle est infinie, puisqu'elle contient les constantes entiéres. Donc
Z[X] est dénombrable.

3. Pour P € Z[X] nonnul, I'ensemble Z{F) de ses racines complexes est fini, de cardinal au

Z(P) o
. C'est une réunion indexée par un
P e Z[X]\ {0}

ensemble dénombrable d'ensembles finis. Elle est donc au plus dénombrable. Enfin, tout entier k&
estracinede X — k,donc A4 estinfini. L'ensemble des nombres algébriques est
dénombrable.

plus deg P . Par définition,

4, L'ensemble A M R est au plus dénombrable, comme partiede 4 .0Or [ n'est pas
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dénombrable. Donc R A est non vide. Mieux, si R\ A était au plus dénombrable, R
serait la réunion de deux ensembles au plus dénombrables, donc au plus dénombrable : c'est
absurde. Il existe des réels non algébriques, et leur ensemble n'est méme pas
dénombrable.

Point de méthode : pour montrer qu'un ensemble n'est pas dénombrable, il suffit souvent de montrer
que son complémentaire dans un ensemble non dénombrable est au plus dénombrable.

Corrigé de I'exercice 4 : Suites de 0 et de 1 et argument
diagonal

1. Soit 1 € IN.Parconstruction, upn =1-— tp(ﬂ}n ?‘3 gﬂ(ﬂ}ﬂ .Les suites u et (n) différent
doncaurang 7, d'ou u ?é @(n). Ceci vaut pour tout 7, donc % n'a pas d'antécédent. Ainsi,
aucune application de [N dans {2 n'est surjective. Or {2 estinfini; s'il était dénombrable, il
existerait une bijection de N sur {2 .Donc {2 = {El,l}[M n'est pas dénombrable.

Au
2. Pourtout 7, 0 < 3n+1

e X =iy
{3n+1'et }Ggﬂ+1_3 1—1/3 — ~.Par comparaison de
I

séries & termes positifs, la série converge et A(w) € [0, 1]. Soit maintenant u F v, et k le
plus petit indice tel que Uy ?é U Quitte a échanger, Up = 1 et U = 0. Les termes
d'indice inférieur a k& se compensent. Donc

2 2(uy —vy) 2 2
h(u) — h(v) = PV ES Z ;n—l—l > gk+1 Z gnt1
n >k n >k

Z 2 4 3 1
or a4 ga+l — 3k+2 2 — 3k+1.Parconséquent, Au)— hlv) > 33:+1 >0.
L'application /. est injective.

3. Si [D,l] était dénombrable, I'injection A feraitde {2 un ensemble au plus dénombrable, ce qui
contredit la question 1. De plus, [ contient [D,l] , et une partie d'un ensemble au plus
dénombrable est au plus dénombrable. Ni  [0,1] ni R ne sont dénombrables.

4. Une suite qui ne s'annule qu'un nombre fini de fois est entierement déterminée par I'ensemble fini
{ﬂ TUg = D} . On obtient ainsi une bijection entre ces suites et les parties finies de [, qui
forment un ensemble dénombrable (exercice 5). Ensuite, {2 est la réunion de cet ensemble et de
I'ensemble 7., des suites comportant une infinité de 0. Si {7, était au plus dénombrable,
{2 le serait aussi. Les suites comportant une infinité de 0 forment un ensemble non



dénombrable.

Corrigé de I'exercice 5 : Parties finies et parties quelconques
de N

1. Pour A finie, €(A) estun entier naturel, et (i) = 0. L'unicité de I'écriture binaire des
m = Z 2%
a € A4
avec A finie: A estl'ensemble des positions des chiffres 1 dans I'écriture de #% en base 2.
Ensuite, #({0,2,5}) = 1+4 432 = 37 . Enfin,
100 = 64 +32 +4 = 26 + 25 4 22 . Donc & est bijective, #({0,2,5}) = 37 et
#-1(100) = {2,5,6} .

entiers donne la bijectivité. En effet, tout s € [N s'écrit de maniere unique

2. Supposons que B = f{m} pour un certain 1 .Si m € B, alors par définitionde B,
m ¢ f(m) = B : contradiction. Si m ¢ B, alors m ¢ f(m),donc m € B :
contradiction encore. Ainsi B n'a pas d'antécédent, et aucune application de [ dans 'P{[H}
n‘est surjective. L'ensemble P(IN) n'est pas dénombrable.

3.0na P(N) = F UZX,ou T désigne l'ensemble des parties infinies. Comme F est
dénombrable, si T était au plus dénombrable, P(IN} le serait. L'ensemble des parties
infinies de [N n'est pas dénombrable.

Corrigé de I'exercice 6 : Tribus sur un ensemble fini

1. La premiere famille contient {7 et elle est stable par complémentaire : {1} = 12,3, 4} . Elle est
aussi stable par réunion, puisque toute réunion de ses éléments vaut @i, {1}, {2,3,4} ou 2.
Comme {2 est fini, les réunions dénombrables se raménent a des réunions finies. La premieére
famille est une tribu. La seconde ne contient pas m = {2, 3, 4} . La seconde famille n'est
pas une tribu.

2. Une tribu contenant {1} et {2,3} contient leur réunion {1, 2,3}, donc son complémentaire

{4} . Elle contient alors toutes les réunions des trois parties {1}, {2,3} et {4}, quiforment
une partition de {2 . Réciproquement, la famille de ces réunions est stable par complémentaire et
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par réunion, et elle contient {2 : c'est une tribu. Donc
T = {lﬁ, {1}, {2,3}, {4}, {1,2,3},{1,4}, {2,3,4}, [HDmegaga?]} ,quia 93 — 8

éléments.

3. Soit Ay et .Ag deuxtribussur {2 .D'abord, {2 appartient aux deux. Ensuite, si A
appartient aux deux, A aussi. Enfin, si tous les A, appartiennent aux deux, leur réunion aussi.
Donc .41 M .Ay est une tribu.

4. Ona T1= {'ﬂ, i1}, {2,3,4}, H} et To= {'ﬂ, {2}, {1,3,4}, ﬂ} cor {1hufal ={1,2}

n'appartient pas a Tl L Tg . La réunion de deux tribus n'est pas une tribu en général.

Corrigé de I'exercice 7 : La tribu des parties dénombrables ou

codénombrables

1. D'abord, R & C, car son complémentaire [J| est fini. Ensuite, la définition est symétrique en
A et R\ A, donc C eststable par complémentaire. Soit enfin (A, ) une suite d'éléments

de C et U= U Ay Premier cas : tous les A, sont au plus dénombrables. Alors TJ est
n

au plus dénombrable, comme réunion dénombrable d'ensembles au plus dénombrables. Second cas
rilexiste k telque R\ Ap soitau plus dénombrable. Alors R\ T C R Ay estau plus
dénombrable. Dans les deux cas, £ & C.Donc ( est une tribu sur [.

2. Lintervalle ]0,1[ n'est pas dénombrable (exercice 4, question 3 : sinon [0,1] = ]0,1[ U {0,1}
le serait). Donc  [0,1] n'est pas au plus dénombrable. De plus, R [0,1] contient ]1,2[ , qui
est en bijection avec ]D, 1[ par = — 1 — 1.l n'est donc pas au plus dénombrable non plus.
Ainsi [0,1]¢ C.

3. Une partie 4 ne peut pas étre a la fois au plus dénombrable et de complémentaire au plus
dénombrable, sinon [ — A |J A serait au plus dénombrable. Donc P est bien définie.
Ensuite, P{R) = 1,car R n'est pas dénombrable. Soit (A, )} une suite d'éléments de C
deux a deux disjoints. Deux éléments codénombrables ne peuvent pas étre disjoints : si

AN B =1ii,alors g = A |J B serait au plus dénombrable. Donc au plus un A, est
codénombrable. S'il n'y en a aucun, la réunion est au plus dénombrable et

P(U Aﬂ) =0= Z P(A,).silyenaexactement un, disons Ag, la réunion contient

A, donc elle est codénombrable, et P(U Ay)=1= P(4g) = Z P(A,). Donc

P est une probabilité sur (R, C) .



Corrigé de I'exercice 8 : Distributions de probabilités sur N

1. Les termes sont positifs. De plus, (ﬂ+1jl(ﬂ+2) = n}i—l - ﬂ_l|_2 . Par télescopage,

Z m =1- ﬁ , Qui tend vers 1. La famille est une distribution de

probabilités sur [n.

2. Par le méme télescopage,

_|_

1 1 .
({k‘ 1 \hspaceceTI} Z (R—|—1 R+2) = k+1

n:

Donc P{{E«; 1. ‘\\hspa,u:ece 1 }} = k—li—l On remarque que ces événements décroissent et

que leur intersection est vide : la continuité décroissante est cohérente avec k—ll—l — 0.

+oo 1 +oo ] 1
3. La probabilité des entiers pairs vaut Zg (ZED)(2E+2) = ;D (m - m) . La somme
2K 42 (_1)_1"+1 B

partielle jusqu'a & = K vaut E . Or la série harmonique alternée converge
71=1
vers In 2. La probabilité des entiers pairs vaut In 2 == 0,693 .

47" — 1 4 3

4. Ona —1—1/4 = 3.Lacondition }-Z =1 donne X = £, etla positivité
n >0 4

- _ E _ 3 k.2 _ 4k

est claire. Ensuite, Q({k L. \hspaceceT 1}:' 4 ; - 4 : 3 4 .

Donc )\ = @ et Q({k,1,..[\hspacece?]1}) = 4~ k,

+co

5. Supposons P({m}} = c pourtout 7.Parc-additivité, 1 = P{N) = Z c.Si ¢c=0,
n=>0

la somme est nulle ; si ¢ == 0, la série diverge. Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction.
Il n'existe pas de probabilité uniforme sur [N.

Corrigé de l'exercice 9 : Parité d'un entier choisi au hasard
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L _
1. La condition Z n2 = ! donne ¢ = %
n =1 m

additivité, la probabilité d'étre multiple de 4 vaut

—+ 00

et les termes sont alors positifs. Ensuite, par o-

¢ __ 1 . om2_ 1.
2 = 532°C" g = 52
dk d d
=1 (k)
Donc ¢ = % , la probabilité d'étre pair vaut % et celle d'étre multiple de 4 vaut
1
d_z.

_ a2k _ _n g24 g2
2. La probabilité d'étre pair vaut € 2 kzﬂ (2E) — € 2 ch(2) = e 2 9 .La
>
1+ e—%
2
contrairement a la question précédente.

probabilité d'étre pair vaut ~~ 0,509. Ainsi, les pairs sont légérement favorisés,

1 _ 1 1 wr? w2 m?
3.0na Z n? = Z n? Z 482 — 6 24 — B .Llacondition de somme
n lmpalr n > 1 E>1

égale a 1 impose donc a = % . Le support est I'ensemble des 7 tels que P, ?é 0 . Ainsi

a = % , et le support est I'ensemble des entiers naturels impairs.

Corrigé de I'exercice 10 : Ne jamais obtenir de six

l.Ona B, = 51N...NS,. Les S sont mutuellement indépendants, donc leurs
k)
complémentaires aussi. Par conséquent, P(Bn] = (%) .

2. L'événement « ne jamais obtenir six » est B = Q ) Bn .Lasuite (Bp) est décroissante,
mn
puisque Bpy] = By N Sp4 . Par continuité décroissante, P(B) = lim (g)ﬂ —0.

L'événement « ne jamais obtenir six » est négligeable.

3. 0na Ok = ﬁ (Sk+1N...N Sktm)
m > 1

o
probabilité (%) . Par continuité décroissante, PI:C;;} = 0. Or I'événement « on obtient un

, intersection décroissante d'événements de

nombre fini de six » est £ 0 Ck . C'est une réunion dénombrable d'événements négligeables,

donc il est négligeable par sous-additivité, Presque slirement, on obtient une infinité de six.



1

4. Soit T'y : «le premier six apparait au lancer 7 ». Par indépendance, P(T,) = (g)”_ % ,

Les P95 sont deux a deux incompatibles. Par o-additivité,

+oo 2k—1
1{5 _1 5 1 _ 9 3
(U T%) Z 6(6) — 6 6 1-25/36 — 36 11

k=1

03

La probabilité que le premier six apparaisse a un rang pair vaut % . La figure ci-dessous
montre la distribution du rang du premier six : les barres des rangs pairs totalisent 151
&

ﬁ .

celles des

rangs impairs

0.16 - Bl rang impair (total 6/11)
Bl rang pair (total 5/11)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
rang n du premier six

Corrigé de I'exercice 11 : Sous-additivité et lemme de Borel-
Cantelli

1. Si P(IN,) = 0 pourtout 7, lasous-additivité donne
0 < P(U Nn:l < Z P{Nn:l = 0. Ensuite, siles A, sont presque s(rs, leurs

complémentaires sont négligeables, et ﬂ A, = U A_ﬂ est négligeable. Une réunion

dénombrable d'événements négligeables est négligeable ; une intersection dénombrable
d'événements presque sirs est presque sire.
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2. Uneissue w appartienta I sietseulement si, pourtout 7, il existe k& = n tel que
w € Ap. Autrement dit, I estl'événement « une infinité de A3 sont réalisés ».

3. Pourtout 7i,ona Lc };g Ak . Par croissance de P et sous-additivité,
n
4o -

P(L) < Z P(Ap) . Or ce reste de série convergente tend vers 0 quand 7 — +0o .

k=mn
Donc P(L) = 0.

. . L : 1 » 1
4, Soit A, :«la 7-iéme piéce donne pile ». On a P(Aﬂjl = ng,et la série Z o3 converge.
D'aprés la question 3, I'événement « une infinité de piles » est négligeable. Presque siirement, on
n'obtient qu'un nombre fini de piles. On remarque que ce résultat n'utilise pas l'indépendance
des pieces.

Corrigé de I'exercice 12 : Modélisation du jeu de pile ou face
infini

1. Le premier pile apparait au lancer 7 si et seulementsiles —1 premiers lancers donnent face
etle n-iéme donne pile. Donc T,, = Py M...MN P,_q N P, .Parindépendance mutuelle,
conservée par passage aux complémentaires, P{Tﬂ} = q’-”«_lp.

2. Soit P, = P{N...N P, . Lasuite (F.) estdécroissante, P{Fy,) = g™, et«jamais
pile » est égal a ﬂ Fp comme 0< g < 1, la continuité décroissante donne une probabilité
mn

lim g™ = 0 . L'événement « on n'obtient jamais pile » est négligeable.

3. Pour n ?é m , les événements T, et T, sontincompatibles : le premier pile ne peut pas

s e s E gn—lp = =1
apparaitre a deux rangs différents. De plus, <1 l—gq . Donc (Tﬂ:'n >1
” =

est un systeme quasi-complet. Ce n'est pas un systéme complet : la suite {D, 0,0,.. :I «
toujours face » est un élément de {2 qui n'appartient a aucun 7', .

4. Soit w = (wy,wy,...) €2 et n>1.0nnote FEy,w) I'événement « pourtout k < n
,lelancer jk donne @g ». C'estune intersection de 7 événements indépendants, chacun de
probabilit¢ P ou §.Donc P{E,(w)) < max(p, q}ﬂ .Comme {w} C FE,(w) pourtout

7, on obtient  P{{w}) < max(p, q}n , qui tend vers 0. Donc  P{{w}) = 0.Si 2 était
dénombrable, la o-additivité donnerait P(2) = Z P({w)) = 0 ce qui contredit
[
P(f2) = 1.Chaque issue est négligeable, et {2 n'est pas dénombrable.



5. Par o-additivité,

P(U T?k)=§q2k_1p= pq2=1 pql '
P 1 — 1-gq (1—g)(1+q)

Comme 1 —g = p, la probabilité que le premier pile apparaisse a un rang pair vaut

S sce éauilibré
1+q, SOl 3 pour une piece equilipree.

Corrigé de I'exercice 13 : Lancers alternés et systeme quasi-
complet

1. Alice lance aux rangs impairs. Soit (& I'événement « Alice gagne ». Pour 7 impair, 'y, C &,
etpour 7 pair, T, M G = . D'aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme
quasi-complet (T},

+ 00

P 1

P(G) = Z P(GNT,) = Z qgkp=1_q2=1+q'
n>1 k=0

. e Y ¢ lp = - \ . :
De méme, Bruno gagne avec probabilité = 1+q , d'aprés l'exercice 12. Alice

gagne avec probabilité lj—_g et Bruno avec probabilité %

2. La partie se termine des qu'un pile apparait. Or pile apparait presque sirement (exercice 12). On le

vérifie aussi par le calcul : . + . 1. La partie se termine presque siirement.
14g ' 144¢

3. Le jeu est équitable si et seulement si 1_}_—g = % ,soit g = 1. Cestexclu, puisque p=>0.Le

jeu n'est jamais équitable : Alice est toujours avantagée.

P(T4)

P(G)

cherchée vaut p(2—p) , soit S pour p =
’ 4 r

4. 0na T1C G, donc P(T1|G) = p(1+4g) = p(2 — p). La probabilité
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1. Notons <’y I'événement « on choisit 'urne &7y, ». Les €'y sont deux & deux incompatibles et
27" =1 X . 1

ngl . ils forment un systeme quasi-complet. De plus, P{W | Cn)=m Par la

formule des probabilités totales,

P(W 2 H=-m(1-1)

Donc P(W) =1n2 =~ 0,693.

P(W|Cy P(CY) _ 1/2
P T Ini
. La boule blanche provient de L/ avec probabilité

2. Par la formule de Bayes, P{{_’,‘l | W} =

1
PCnlW) = 71

~~ 0,721, etde Uy avec probabilité
=1.

. Plus généralement,

1 1 _—
o 2 n g On vérifie que la somme de ces

probabllltes vaut

B2

In
o

_ _ 1
3. Soit E = kL}J i Cg;‘;. Par g-additivité, P{E:' = kz‘::;l 4~k = 3 . Ensuite,
) X 1 : 1 1, 4
PWNE) =Y F d=3(-m1-1)=5m$

Donc P(W |E) = 3- %l

._.
B2

L] A=

La probabilité cherchée vaut % In3g ~ 0,432.

Corrigé de I'exercice 15 : Test de dépistage

1. Les événements [ et AfF forment un systeme complet. Par la formule des probabilités
totales, P{—I—} = (0,001 x 0,99 4 0,999 x 0,02 = 0,000939 4 0,01998 . Donc
P{—|-:| = 0,02097.

0,00099 99 11
:' — 0 0209? — 2097 — 233

P(M|+) = 233 2 0,047 . Ainsi, moins de 5 % des personnes positives sont malades. En

2. Par la formule de Bayes, P(M | Donc



effet, la maladie est si rare que les faux positifs, issus d'une population saine tres nombreuse,
dominent largement.

3.0na P(-)=1-0,02097 = 0,97903 et P(M N —) = 0,001 x 0,01 = 0,00001.

Donc P{M | ~ 1,02 x 1072 . Un test négatif est donc trés rassurant.

1
-) = 97903 ™~

4. Par indépendance conditionnelle, P{++ | M) = 0,992 = 0,9801 et
P(++| M) = 0,022 = 0,0004 . Par la formule de Bayes,

0,001 x 0,9801 __0,0009801
P(M | ++) = 5,001 % 0,080T + 0,000 x 0,0004 = 0,0013797
Donc P{M | -|--|-:| — % = 0,710 . Le second test multiplie la probabilité par environ quinze.

Corrigé de I'exercice 16 : Urne de Pdlya

1. Apres le premier tirage, I'urne contient trois boules. Si la premiére boule est blanche, il y a deux
blanches ; sinon, une seule. Par la formule des probabilités totales avec le systeme complet

(W, W1), P(Wq) =33 2,1 5-3-Donc P(Wy) =

2. Sachant Wi ...M Wg_q,I'urne contient % boules blanches et une noire, soit k& 4 1
boules. Donc P(Wi|WiN...NWg_1) = ki—i—l . Par la formule des probabilités

composées,
T
k 1
P(Ap, H F+1 = 4l
1

Ainsi P{An = '.'fl_-l-l

3. L'événement « ne tirer que des boules blanches » est m An etlasuite (Ay) est
T

décroissante. Par continuité décroissante, sa probabilité vaut lim nL—H = (. Presque

sirement, on finit par tirer une boule noire.

4. La premiére noire apparait au tirage 7 si et seulementsi A.,_1 estréalisé puisla 7-iéme
boule est noire (avec la convention Ag = {2). Sachant A, _1, I'urne contient 7. blanches et

une noire. Donc cette probabilité vaut % . nL-I—l . La premiére noire apparait au tirage 7

1 _
avec probabilité m . Ces événements sont incompatibles et Z}:l nln+1) 1 par
i
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télescopage : c'est cohérent avec la question 3. La figure ci-dessous compare les deux suites.

0.51 —e— P(A,) = 17 : n premieres blanches
mm P(T=n)= Tl) . premiere noire au tirage n
0.4 1
0.3
0.2 1
0.1 1

Corrigé de l'exercice 17 : Indépendance deux a deux et
indépendance mutuelle

1. Onmunit {1, .., 6}2 de la probabilité uniforme. Ona P(A) = P{B} = l La somme est

paire si et seulement si les deux dés ont la méme parité, donc P{Cj -|- L_1 Ensuite,

4 —
P{A M B] = ﬁ = % Deplus, ANC = AN B, carsile premler dé est pair, la somme
est paire exactement quand le second I'est. De méme, B M ¢ = 4 M B. Ainsi, les trois

intersections deux a deux ont pour probabilité % = % é En revanche,

ANBNC = AN B, deprobabilité ] ?é g Les trois événements sont deux a deux
indépendants, mais pas mutuellement indépendants.

2. 0na P(ANB) = P(A)— P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B).
Donc P(ANB) = P(A)P(B): A et E sontindépendants.



3. L'événement A estindépendant de lui-méme si et seulement si P{A} = P{A}E , Soit
P(A)(1 — P(A}) = 0. Les événements indépendants d'eux-mémes sont exactement
les événements négligeables et les événements presque siirs.

Corrigé de I'exercice 18 : Suite d'événements indépendants

1. Les A_ﬂ sont mutuellement indépendants, puisque I'indépendance se conserve par passage aux
complémentaires. Pour 7 > 1 ,onpose D}, = A;N...M A, .Alrs

T
P(Dy) = H (1-p.). Lasuite (Dy) estdécroissante et Q Dy, est I'6vénement «
k—

aucun A, n'est réalisé ». Par continuité décroissante, sa probabilité vaut

n —lin:ll-o:- H ( _pk’)'
k=1
1 1
2. Onpose 7 =k +1. Alors 1-— jl % , donc
1 .
n (1_ f[ ﬁ 1 n+2 _ n42
11 pk’ n+l 2 T 2(n+1)
Cette quantité tend vers % . La probabilité qu'aucun A ne soit réalisé vaut donc % . La

probabilité qu'au moins un 4., soit réalisé vaut % .

3. Ici, H ( k-l-l H El — ﬂ_|_1 qui tend vers 0. La probabilité qu'aucun Ay ne soit

réalisé est donc nulle. Presque sirement, au moins un A4, est réalisé. La figure ci-dessous
compare les deux produits partiels.
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4. Soit m = 1.Le méme raisonnement, appliqué a la suite ':An:'n > rm , donne

A _k * _m
P )=y tim, I #hi= ytim s =0
n > m —m
Or I'événement « seul un nombre fini de A, sont réalisés » est L_:! | n m ™. C'est une
™

réunion dénombrable d'événements négligeables. Presque siirement, une mﬁmte de A4,
sont réalisés.

Point de méthode : comparer avec |'exercice 11. Lorsque Z P(Aﬂ:l converge, seul un nombre fini

de A, seréalise; ici, la série — diverge et I'indépendance donne la conclusion inverse.

Corrigé de I'exercice 19 : Tout motif fini apparait presque

slrement




1. L'événement Ej{ est l'intersection de j événements indépendants portant sur les lancers
7k +1,..., 75 + %k, chacun de probabilité % .Donc P(E,) = gl_k
2. Les événements & j portent sur des blocs de lancers deux a deux disjoints. Ils sont donc
mutuellement indépendants, et leurs complémentaires aussi. Ainsi
P(ETD N...MN EN—I) — (1 — g—k)N. Par continuité décroissante,
F- AT —k N _
P((E;) = lim (1-27F) =0

i
réalisé. Donc I'événement « 7. n'apparait jamais » est inclus dans un événement négligeable.

. Orsi le motif 1 n'apparait jamais, aucun Ej n'est
Presque siirement, le motif " apparait au moins une fois.

k
3. L'ensemble des motifs finis est };L}J i {P’ F} . C'est une réunion dénombrable d'ensembles

finis, et il est infini. Il est donc dénombrable. Pour chaque motif M, I'événement Gy 1« M
apparait » est presque sdr. Ainsi, m Gy est une intersection dénombrable d'événements
™

presque slrs. Presque siirement, tous les motifs finis apparaissent.

Corrigé de I'exercice 20 : Deux motifs en compétition

1. Supposons que I'un des deux premiers lancers donne face, et notons T & {1, 2} le rang du
premier face. Presque sirement, un pile apparait apres le rang 7 (méme argument que dans
I'exercice 12). Soit £ le rang du premier pile apres 7. Lelancer ¢ — 1 donne face, donc FP
apparait au rang # . Montrons que PP n'est pas apparu avant.Si 7 = 1 ,leslancersla t —1
donnent tous face. Si 1 = 2, le lancer 1 donne pile, puis les lancers 2a % — 1 donnent face.
Dans les deux cas, aucun pile n'est suivi d'un pile avant le rang % . Donc, presque siirement, FP
apparait avant PP dés qu'un des deux premiers lancers donne face.

2. Soit I I'événement « les deux premiers lancers donnent pile ». Sur I}, PP apparait au rang 2,
alors que FP ne peut pas apparaitre avant le rang 3. Sur 73, FP gagne presque sGrement. Donc la

probabilité que PP apparaisse en premier vaut P{D} . La probabilité que PP apparaisse avant

FP vaut % . Ce résultat surprend, car les deux motifs ont la méme probabilité % aunrang

donné.

3. Presque slrement, un pile apparait ; soit % le rang du premier pile. Aucun des deux motifs, qui
commencent par P, ne peut apparaitre avantlerang £ +1.Aurang % -4 1, 'undes deux
apparait : PP sile lancer £ 4 1 donne pile, PF sinon. Par la formule des probabilités totales
appliquée au systéme quasi-complet {T',) ,
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]

D=

P(PP avant PF) = Z P(Ty,) P(Ppt1|Ty) = Z P(Tn)'%=
n =1 n 21

puisque le lancer 7 + 1 estindépendant des 71 premiers. La probabilité que PP apparaisse

avant PF vaut % .

Corrigé de I'exercice 21 : Tribu engendrée par une partition

dénombrable

1. D'abord, 12 = Ay € T ,carles Ay recouvrent (2 .Ensuite, les Ay, forment une
partition, donc Ay = Ay ; € T . Enfin, pour une suite (Ig) de parties de NN,

LEJAIJ]? = AUIJ&; < T.Donc T est une tribusur 7.
k

2. Soit B une tribu contenant tous les A, . Pour I C N, l'ensemble I estau plus
dénombrable, donc A j est une réunion au plus dénombrable d'éléments de 1B . Ainsi
A € B  Toute tribu contenant les 4., contient 7 : 7T estlatribu engendrée
par la partition.

3. La surjectivité découle de la définition de “J~ . Pour l'injectivité, soit [ ?é J , par exemple
n€I\NJ Aos Ay C A, tandisque A, N Ay =1, carles A,; sontdeuxa
deux disjoints. Comme 4., ?é B, on obtient A f ?é Ay.or P(N} nestpas dénombrable
(exercice 5). L'application est bijective, et la tribu 7 n'est pas dénombrable.

4. Si P convient, la o-additivité impose PAr) = ;I Py d'ou I'unicité. Réciproquement,
n
cette formule définit une application sur 7, grace a la bijection de la question 3. On a

P() = Z b, = 1 soit ensuite {Ajk:l une suite d'éléments deux a deux disjoints de
mn

T~ . D'aprés I'argument de la question 3, les & sont deux a deux disjoints. Le théoréme de
sommation par paquets pour les familles positives donne alors

Playn)= X p=3 X pa=3 PlAL)
% RELEJI’LG ne I

Il existe donc une unique probabilité P sur ({2, 7 ) telle que P(A,) = P, -

1 1
5. 0na [2,4oo] = A avec T = {2,3,...1}, donc P([2, +oo]) = ;2 gntl T 4,
n




b2
—
—
T
e
[N ] e

1
Ensuite, L}:J [2k, 2k+1[ = Agy , donc sa probabilité vaut };;D ndk+1 —

Ainsi P, oof) = et P2, 2541]) = 3.

Corrigé de I'exercice 22 : Discontinuités d'une fonction
monotone

1.Si flz7) = f{zT), rencadrement f(z~) < flx) < Ff{zT) impose que les deux limites
valent f{:t?:l .Donc f estcontinue en x.Réciproquement,si f estcontinueen =, ses
limites & gauche et a droite valent f{z) .Donc x € D si et seulement si
flz7)< f(zT1), et J; estalors un intervalle ouvert non vide.

2. Soit t€ |z, y[ .Pour z<u<t,ona flu) < f(t).Enfaisanttendre u vers £+, on
obtient f(zT) < f(t). Deméme, f(t) < f(y~).Donc f(zT) < f(y™).Par
conséquent, tout élément de  J . est strictement inférieura  f(z ) < f(y ™), alors que tout
élément de Jy est strictement supérieura f(y~ ). Ainsi J; N Jy = ¥ . Lafigure ci-
dessous montre ces intervalles de saut, disjoints sur I'axe des ordonnées.
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intervalles J, disjoints /

3. Pourchaque x £ I7, l'intervalle ouvert non vide J . contient un rationnel, par densité de @
dans [ .On en choisit un, noté 7. D'aprés la question 2, les . sont deux & deux disjoints,
donc £ — T estinjectivede I dans 1. Comme () estdénombrable, I estau
plus dénombrable.

4. Soit Ty <...< T desélémentsde L. Parla question 2 appliquée sur [D, ] ,ona

fO) < fl=1), f':i?:_:' < flzar) et flz) < f(1). Donc

I
e —
%<, (Feh) = f(e) < £(1) = 1(0).
=1
Ainsi m < k (f(1) — f(0)) . chaque Dy est fini, de cardinal au plus & (f{1) — f(0}).
Enfin, un point de ]D, 1[ est une discontinuité si et seulement si son saut est strictement positif,

c'est-a-dire supérieur a % pour un certain % . L'ensemble des discontinuités dans ]0,1[ est donc

U Dy , réunion dénombrable d'ensembles finis. Il est au plus dénombrable.

5. La fonction partie entiere & — | = | est croissante. Elle est continue sur chaque |, n+1[ et
discontinue en chaque entier 7, puisque | n~ | =n —1 ?é 7 . Son ensemble de points de
discontinuité est 7, qui est dénombrable.



Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : loi zéta et produit eulérien

1. Comme s> 1, la série de Riemann Z 7% converge, et ¢(s) > 0. Les nombres m
sont positifs et de somme % — 1. lls définissent une distribution de probabilités, donc

P est une probabilité sur [*.

2.0na My ={dk:k > 1}, et k — dk estinjective. Par o-additivité,

P(M)——iig 1 _L+L—|i®L.
d) = L ¢(s) (ak)° a7 C(s) L K]

=

Donc P(M4) =d

3. Soit J une partie finie de [J*. Un entier est divisible par tous les Py, 7 € J, si et seulement
s'il est divisible par leur produit, car ces nombres premiers distincts sont deux a deux premiers entre

eux. Donc 'QJ ij" = My avec d = 'HJ pj. D'apres la question 2,
]

L=
— -5 __— .
P(() mr)= I »7"= II PMs)
7€ J 7€ J 7€ J
Les événements ':Mi%:'}; > 1 sont mutuellement indépendants.

N
4, Ona By = m M p, . Les complémentaires d'événements mutuellement indépendants sont

k=1
M

mutuellement indépendants. Donc  P(B ) = H (1 — pkfs*) .

5. L'entier 1 n'est divisible par aucun nombre premier, donc il appartient a tous les £ pr .
Réciproquement, si 7. = 2, il admet un diviseur premier Fp, etalors n gE‘ B . Donc

N>1 By = .Lasuite (Bjpr) estdécroissante. Par continuité décroissante,
P(IY = 1}.{}1 P(By) .or P({1}) = ﬁ . On obtient le produit eulérien

1 N
@ = N E}m_i_oo k]:ll (1 - pgs) . La figure ci-dessous illustre cette convergence pour

s = 9 ,vers %
m
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N

0.750 - —— P(By) = [1(1-pg?)

k=1

0.725 - ———- P({1}) =1/2(2) = 6/m® = 0,608

0.700 -
0.675 1
0.650 -

0.625 -

0.600 -

nombre N de nombres premiers utilisés

6. Soit J une partie finiede p*. Les carrés P?- sont deux a deux premiers entre eux, donc

ﬂ Moo= Mgp o d = -HJ P D'apres la question 2,

1€ J ] g £
P':Mdg} = d_gs = H P(MP?} . Donc les {Mp}?::' sont mutuellement
& p
indépendants. Soit &}, = J] MP% . Alors P(QN} = ;;.1:[1 (1- pgﬁs), La suite

(QN} est décroissante, et son intersection est I'ensemble &} des entiers sans facteur carré.
Par continuité décroissante, puis par la question 5 appliquéea 2z =1,

N
P(Q) =, lim _ klll (1—pr2s) = (%5)

La probabilité qu'un entier soit sans facteur carré vaut ﬁ , soit v g 0,924 pour

s = 2.

Point de méthode : la continuité décroissante transforme ici une information arithmétique finie
(divisibilité par 1N nombres premiers) en une identité portant sur tous les nombres premiers.



Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : espaces probabilisés, cours de maths spé

e Les énoncés : exercices de maths spé sur espaces probabilisés

¢ Chapitre précédent : Intégrales a parametre

e Chapitre suivant : Variables aléatoires discretes et lois usuelles

e Le méme théme en L2 : espaces probabilisés, exercices de maths en L2

e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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