Exercices de maths sup

Espaces preéhilbertiens réels

Exercice 1 : Produits scalaires sur R?

Pour

= (x,2q) et ¥ = (Y1, ¥s) dans R2, on pose

o(z,y) = 1Y)+ 1Yo + oy + 329y, Y(wy) = 1Yy T 220Yy + 239y + Ty,

. Montrer que % est un produit scalaire sur [R2.

. Montrer que 1,!) n'est pas un produit scalaire.

Onnote " lanorme associée a . Calculer !Uko pour u = (1,—1).

. Déterminer les vecteurs % -orthogonaux a (1,0}, puis une base orthonormée de |2 pour @.

Exercice 2 : Un produit scalaire intégral sur les polynomes

1

Soit 5, € N*.Sur Ryp[X ], onpose (R Q) = fP{t}Q{t} dt.

1.

2.

0

Montrer que { -, -} estun produit scalaire sur Ry,[X].

Calculer {1, X %, Il et |XI.En déduire I'angle entre les polynémes 1 et X .
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3. Déterminer leréel @ telque X — @ soitorthogonala 1.

1
4. On pose ﬁ{EQ} = fP’{t}Q’(t} dt . Montrer que [ n'est pas un produit scalaire sur

0
R,,[X ], mais que c'en est un sur le sous-espace
F

= { P € [\matb?]R,[X]|s PO) =0} .

Soit m > 2.Pour A, B € M,(R),onpose { A, BY = tr{ATB).Onnote Sy et A,
les sous-espaces des matrices symétriques et antisymétriques.

T gy — L
1. Montrer que tr(A*B) = Z azjb”, puis que { -, * ) est un produit scalaire.
l<gr<n

2. Pour i = 2,calculer (A, B) et |A] avec A = ([\aa;r?]é%zg_l) et
3&1
5= (tvern?1)
3. Montrer que toute matrice symétrique est orthogonale a toute matrice antisymétrique.

n(n+1)
2

et dim A, = n[ng_lj , montrer que

4. En utilisant les dimensions  dim S, =
A, = Si.

Dans un espace préhilbertien réel E', on considere deux vecteurs & et Y telsque x| = 3,
v = 2 et |z + | = 4, comme sur la figure ci-dessous.



Ix+yll =4

Iyl =2

x|l =3

1. Calculer { =z, 1y ).

2. Calculer |T — Y|, puis vérifier I'identité du parallélogramme.
3. Calculer |2z —3vy|.

4. Déterminer le cosinus de l'angle entre T et ¥.

5. Sur [R<,on pose N{:E:l = |:J.?1| + |1?3| . Montrer que la norme N ne provient d'aucun produit
scalaire.

Exercice 5 : Inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™n

Soit 1, € INT.Onmunit R™ de son produit scalaire canonique.
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2

i1 n

1. Montrer que pour tous réels @{s- - %n ona (Z ak) < n Z a%. Préciser le cas
k=1

k=1
d'éqgalité.
n
2. Soient %1y - %n des réels strictement positifs tels que Z r = 1. Montrer que
k=1
n

ay > ﬂrg, et préciser le cas d'égalité.

. n+l
3. Montrer que E VE < n 5 .
k=1

1. Soit f continue et strictement positive sur [a,b] , avec a < b . Montrer que

b b
ff f % > (h—g)? , et étudier le cas d'égalité.
o} e

2. Soit f declasse ¢l sur [0,1] telleque f(U) = O.Montrer que pourtout = € [0,1],
1
et <z [ e
0
3

1 1
. En déduire que ff{g:)g dr < %fff{t}g dt .
0 0

4. Vérifier cette inégalité pour f{z) = z etpour flz) = sin(T).

On travaille dans 2 muni du produit scalaire canonique.



1. Déterminer le maximum et le minimum de & + 2y + 22 lorsque x2 + yg + z2 = 1, ainsi
gue les points ou ils sont atteints.

2. Déterminer le minimum de 2 + yg + z2 lorsque = + 2y + 2z = €, etle point ol il est
atteint.

3. Interpréter le résultat de la question 2 comme une distance.

Exercice 8 : Orthogonal d'une partie

Soit E un espace préhilbertien réel.

1. Soient A4 C B deux partiesde F .Montrerque BL - A-Ll.
2. Montrerque AL — Vect(A}J- etque A C {AJ—:]J-.

3. Dans R4 canonique,onpose & = (1111}, b = (1,-1,0,0) et F = Vect(a,b).
Déterminer une base de F-L.

4. Vérifier sur cet exemple que dim F' + dim L = 1.

Exercice 9 : Famille orthogonale de fonctions sinus

m
onmunit B = C([0,7],R) du produit scalaire { f, g} = ff{t}g{t) dt.Pour k ¢ N*, on
0

pose si(t) = sin(kt).

1. Montrer que (5};, sg> = 0 pour R:?": I, etcalculer [3%].
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2. En déduire que pour tout 7, la famille (Sl, Ceny Sn:l est libre, et construire une famille
orthonormée a partir d'elle.

3. Calculer |51 + 254 + 353|2 sans calculer d'intégrale supplémentaire.

1
onmunit B = C([0,1],R) du produit scalaire { f, g} = ff{t}g{ﬁ) d#, et I'on pose
0

F={feB|f0O=0}.

1. Montrer que F' estun sous-espace vectoriel de E, distinctde F .

2. Soit g € F-L . Enconsidérant lafonction f:% — t g(t), montrerque g = 0.

3. En déduire que F @ F-L ?é F et que (FJ—}J- ?é F' . Quelle hypothése du théoréme du
supplémentaire orthogonal n'est pas satisfaite ?

Exercice 11 : Orthonormalisation de Gram-Schmidt dans R"3

Dans [R3 canonique, on pose Uy = (1,103, Uy = (1,0,1) et Ug = (0,1,1) .

1. Montrer que (’Ul, Vo, ’UB} est une base de [R23.
2. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a cette base.

3. Donner les coordonnées de %3 dans la base orthonormée obtenue, et vérifier le résultat avec
2
i



1
On munit Ry[X] du produit scalaire (BQ) = fP(j}Q(t} dt .
—1

1. Orthonormaliser la base (1, X, X2) par le procédé de Gram-Schmidt.

2. En déduire le projeté orthogonal de X2 sur Ri[A] etladistance d{ X2 Ri[X]).

1

3. Déterminer inf f (13 —at — b}g d+ .
(a,b) € R?

Exercice 13 : Coordonnées dans une base orthonormée

Dans R3 canonique, on pose u; = %{1!2,2} ; Un = %{211!—2} et g = %{2,—2,1}.

1. Montrer que {ul, U, ’U:B:l est une base orthonormée de [R3.
2. Déterminer les coordonnées de = = {3,0,3) etde y = (0,3,0) dans cette base.
3. Retrouver |2 et { ,v ) a partir des coordonnées.

4. Déterminer le projeté orthogonal de = sur F = Vectl:ul, ug} et la distancede £ a P .

Exercice 14 : Projection orthogonale sur un plan de R"3

Dans [3 canonique, on note P lepland'équation = + % + 2z = U et P la projection orthogonale
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sur P.

1. Déterminer un vecteur normal 71 & P etexprimer p{u) pourtout w ¢ R3 .

2. Ecrire lamatrice A de P dans la base canonique. Vérifier que Af2 — Af et
MT = M.

3. Calculer le projeté de v = (1,2,3) sur P etladistancede v a P.

4. Ecrire la matrice de la symétrie orthogonale par rapporta P .

Dans R4 canonique, onpose a = (1,0,1,0), & = (1,111}, F = Vect(a,b) et
z = (1,2,3,4).

1. Justifier que (a,b) estunebasede F' et écrire le systéme normal vérifié par les coordonnées
(A, 1) de P (%) dans cette base,

2. Calculer PF{I»‘:I et vérifier que * — PF(@I est orthogonala @ eta §.

3. Endéduire d(z, F'), et vérifier la relation de Pythagore entre 151, |P(%)| et d(z,F).

Exercice 16 : Matrices de trace nulle et matrices symétriques

on munit M, (R) du produit scalaire { A, B = tr(AT B).Onnote H I'ensemble des
matrices de trace nulle. On admet le résultat de I'exercice 3: A, = S% :

1. Montrerque H = {r L Quelle est la dimension de  E ?
mn



2. Pour A &£ Mn{ﬂ?:l , déterminer le projeté orthogonal de A sur H et montrer que
[tr 4|
dl:AJ H:' = m

3. En déduire que (tr A}E < n tr{ATA} , avec égalité si et seulement si .4 est une matrice
scalaire.

4. Montrer que le projeté orthogonalde A sur &y est %(A + AT}-

5. Pour A = ([Erajr?]%%:% ,}),calculer d(A, Sq) et d(A, H).

1
onmunit B = C([0,1],R) du produit scalaire { f, g} = ff{t:]g{t:] d#.Onnote A la fonction
0

t — t3.
1
1. Déterminer la constante ¢ qui minimise f {t3 — C}g d+ , ainsi que ce minimum.
0
1
2. Déterminer le couple {a,b} qui minimise f{tB —at — 5}3 dt.
0

3. Calculer ce minimum et le comparer a celui de la question 1.

Exercice 18 : Droite des moindres carrés

On a relevé les quatre points (0,1}, (1,2), (2,2) et (3,4), représentés ci-dessous. On cherche la

4
droite d'équation y = ax + b qui minimise S(a,b) = E (v, —az, - b2,
r=1
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(3,4)

>
. L o
2 (1.2) (2.2)
1{ e
0 - - - -
0 1 > 3
X

1. Ecrire S{a,b) comme le carré d'une distance dans R4 & unsous-espace F' de dimension 2.
2. Ecrire le systéme normal et le résoudre.
3. Calculer les résidus T, = Y, — GT  — b et la valeur minimale de  § .

4. Vérifier que le vecteur des résidus est orthogonala F'.

Soit & un espace euclidien et I un projecteur de &, c'est-a-dire un endomorphisme tel que
Pop =P .Onrappelleque F = Im p & ker p.



1. On suppose que F est une projection orthogonale. Montrer que |p{a:}| < |1Z| pour tout
r e B,

2. Réciproquement, on suppose que |pl:d::l| < 1Z1 pourtout T.Soient a £ Im p et
b € ker p. Montrerque g2 < |a + £b|? pourtoutréel £, puisque (a,b) =0,

3. En déduire que P est la projection orthogonale sur Im p .

4. Dans [R2 canonique, soit g la projection sur Vect({{1,0)) parallélementa Vect({1,1)).
Expliciter g{z,y) ettrouver un vecteur v telque |g(u}| > 1.

Exercice 20 : Matrice de Gram et distance a une droite

Soit & un espace préhilbertien réel et (d:‘l, Ceny 1:}:::' une famille de vecteurs de E . Sa matrice de
Gramest & = {( Lo 35}' >:'1 <3< p.

2
e
T T — :
1. Pour A = {'}‘11' . }lp} c RP montrerque AL G A = Z }lj $j
7=1
2. Montrer que (& estinversible si et seulement si la famille l::t?l, ey 51:1:::' est libre.
3. Soit F' = Ve-::t{;t:l, ... Zp),dedimension M, et I:E*l,- . 7)) une base orthonormée

de F .Onnote A € Moyq n(R) la matrice dont la colonne 7 contient les coordonnées de
‘T'j dans cette base. Montrerque (G — A7 A ,puisque detG > 0.

4, Pour p = 2,écrire det (3 et retrouver I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec son cas d'égalité.

5. Soit ?é 0 et D = Vect(u) . Montrer que d(, D]E —
matrice de Gram de  (w, x) . Application: u = (1,1,1) et = = (1,2,3) dans R2.

det Glu, ) .
— 5ol Glu,r) estla
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aT

Onnote E = C{[—m, 7], ) etl'on pose (fg)= % f f¥)g(t) dt .Pour k¢ NF, on
=i

définit ¢, () = % c () = cos(kt) et s.(t) = sin(kt). Pour n £ IN*,onnote

T, = Vect(cy,Cpye vy Cny Sqye v Sn).

Partie A : une famille orthonormée.

1. Montrerque ¢ -, -} estun produit scalaire sur R .

2. Montrer que la famille {CD, Clse = Cmy Sq1+ - o Sp,) est orthonormée. En déduire  dim Ty .

Partie B : projection de la fonction identité. On note [ la fonction  — .

) 2(_1)3:'+1
1. Calculer <f,Ck> pour O < k& < m, puis montrer que <f15k> == pour k = 1.

2. En déduire le projeté orthogonal Pn{f} de fsur T,

T
1
3. Calculer |f|2 puis exprimer  d( Tﬂ}E en fonction de Z L3 -
k=1

Partie C : conséquence sur une série.

T
1. Etablir I'inégalité de Bessel Z < 5 5L >2 < |f|2 pour cette fonction.
k=1

g - 1 g . . ol
2. En déduire que la série E L converge et que sa somme est inférieure ou égale a ’% :



Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : espaces préhilbertiens réels, cours de maths sup

« A maitriser avant : Espaces vectoriels de dimension finie, Applications linéaires et théoréme du rang
e Chapitre précédent : Espérance, variance et inégalités probabilistes

¢ Chapitre suivant : Fonctions de deux variables

e Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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