Cours de maths sup

Espaces preéhilbertiens réels

I. Produit scalaire et espaces préhilbertiens réels

Dans le plan, le produit scalaire permet de mesurer des longueurs et des angles. L'idée du chapitre est
simple : on garde seulement ses propriétés algébriques, puis on les impose a une application sur un
espace vectoriel quelcongue. Ainsi, toute la géométrie euclidienne se transporte vers des espaces de
matrices ou de fonctions. Dans tout le chapitre, E' désigne un espace vectoriel réel.

1. Définition

Définition :

Un produit scalaire sur F est une application @ : 2 x B — R quiest:

e bilinéaire : linéaire par rapport a chacune des deux variables ;
o symétrique : ©(y,r) = w(zry) pourtous =,y € F ;
* positive : (z,r) > 0 pourtout = € E ;

o définie: @lzr,z) =0= 2 =0.

On note souvent { £, % ) ou (x|%) aulieude ¢(x,y).Un espace vectoriel réel munid'un
produit scalaire est un espace préhilbertien réel. S'il est de plus de dimension finie, on parle
d'espace euclidien.
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La symétrie simplifie le travail. En effet, il suffit de prouver la linéarité par rapport a une seule variable : la
linéarité par rapport a I'autre s'en déduit.

2. Les exemples de référence

Les applications suivantes sont des produits scalaires, appelés produits scalaires canoniques ou
usuels.

T
s R (3y) = ) Ty
k=1

_ T Ay — g
o Sur Ma,p(R) : (A4, B) = tr(A% B) = Z“éj bij
%]

b
e Sur C([a,b],R),avec a<b : (fg)= ff{t} g(t) dt-

Démonstration :

Traitons le produit scalaire intégral, qui est le plus délicat. D'abord, la linéarité de I'intégrale donne la
b

linéarité & gauche, et la symétrie vient de fg = gf . Ensuite, (fif)= ffﬁ > (0 par

a

b
positivité de I'intégrale. Enfin, si f fﬁ — (), la fonction fg est continue, positive et d'intégrale

o
nulle sur un segment : elle est donc nulle. Par conséquent, f = 0.

Pour les matrices, le coefficient (7,7) de 4T B vaut Z G5 b4 . En sommant sur 7,0n
T




retrouve Z aéj bﬁi‘ . Autrement dit, c'est le produit scalaire canonique de R™P écrit en tableau.
4

Méthode :

Pour vérifier qu'une application est un produit scalaire, procédez dans cet ordre.

1. Vérifiez qu'elle est bien définie et a valeurs réelles (convergence, continuité).
2. Prouvez la symétrie, puis la linéarité par rapport a une variable.

3. Calculez ¢{x,x) et montrez qu'il est positif, par exemple en I'écrivant comme une somme de
carrés.

4. Supposez @(zx,r) = 0 etconcluezque x = 0. Pour une intégrale, invoquez la
continuité.

Sur [R2, posons f,ﬂliﬂ?,y:l = Eﬂ?lyl + 1Yo + Tl + LY . Cette application est bilinéaire et
symétrique. De plus, ¢(z,x) = 2;1:% +2zy2q + :1:% = :1:% + {;1:1 + 1:2:12 . Cette quantité est
positive. Elle s'annule seulementsi £y = U et ©; + %5 = 0, doncsi = = 0.Ainsi, ¥ est
un produit scalaire.

|_l |

Sur [RH[X] , I'application (EQ} — fP(t}Q(ﬁ) dt est définie positive car un polynéme nul

0
sur [0,1] aune infinité de racines. En revanche, (BQ) — P(0)Q(0) + P(1)Q(1) n'est pas

définie sur Rgo[X] :le polynéme X (X —1) est non nul et vérifie @(BP) = 0.
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Il. Norme associée et inégalité de Cauchy-Schwarz

1. Norme et distance

La norme associée au produit scalaire est x| = \/{ z, z ). La distance entre T et ¥ est
d{z,y) = |£ — y| . Un vecteur de norme 1 est dit unitaire.

Développer une norme au carré revient a utiliser la bilinéarité et la symétrie. On obtient ainsi des formules
tres utiles, qui permettent de retrouver le produit scalaire a partir de la norme.

Pourtous T,y € B

4+ yl2 =122 +2(z,y)+1y2 e —y?=1w2=2(z,y)+ y2

On en déduit les identités de polarisation :

(z,y) =3z +y2 =22 —1y2) = |z +y|2 — o —y2),

ainsi que l'identité du parallélogramme : |z + y|2 + |r — y|2 = 2iz? + 2|y|2 .



L'identité du parallélogramme a un sens géométrique clair : dans un parallélogramme, la somme des
carrés des diagonales égale la somme des carrés des quatre cotés. La figure ci-dessous représente cette
situation.

Ix + ylI? + lIix — ylI? = 2[IxI1* + 2]lyl*

X

Une norme qui ne vérifie pas l'identité du parallélogramme ne provient d'aucun produit scalaire. Par
exemple, sur R2,lanorme IN(z) = |:t1| + |1?3| donne N{g:—|-y}g + N{x—y}z — 8 pour
zr = (L,0) et v = (0,1),alors que EN{:L:}Q + EN@}Q = 4.

2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoreme :

Inégalité de Cauchy-Schwarz. Pourtous =,y € E
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*

I |($,y)|fl$l K

De plus, il y a égalité si et seulementsi & et ¥ sont colinéaires.

Si 1+ = 0, les deux membres sont nuls et la famille est liée. Supposons donc ?é 0 . Pour tout

réel t,posons P(t) = |tz + y|2 = t2i52 4+ 2¢{ z, y ) + |y|?. Cest un trinéme du second

degré, car |12 = (0. Oril est positif sur [ . Par conséquent, son discriminant est négatif ou nul :
4( T,y >2 — 4|;1:~|2|y|2 < 0, ce qui est I'inégalité.

En cas d'égalité, le discriminant est nul. Le trindme admet donc une racine %, et
|to £ + ¥| = 0. Le caractére défini donne alors % = —Ip I . Réciproquement,si y = A T,
on vérifie directement que |[{ z, v 3| = || 1212 = 1= .

Géométriqguement, Cauchy-Schwarz permet de définir I'angle 8 & [D, ﬂ'] entre deux vecteurs non nuls

par cosfd —= % . Le projeté de ¥ sur la droite dirigée par Z a alors pour longueur |Y| |<:ost9|,

comme le montre la figure ci-dessous.



projeté ﬁx de longueur |ly||cos 6

1 \?% 1
Appliquons I'inégalité dans  C([0,1], R} aux fonctions f et 1.On obtient ff < ff?
] o]
De méme, dans [R™ avec les vecteurs (@q,- - ax) et (1,... 1), on obtient

2 e . .
(Z ak) < n E a% , avec égalité si et seulement si tous les %k sont égaux.

Méthode :

Pour établir une inégalité avec Cauchy-Schwarz, repérez d'abord un produit qui se somme ou
s'intégre. Ensuite, écrivez-le sous la forme { u, v ) en choisissant I'espace, le produit scalaire et
les deux vecteurs. Enfin, examinez le cas d'égalité : il indique quand la borne est atteinte.
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3. Inégalité triangulaire

Corollaire :

Pourtous *,¥ € B, |T + | < 1z1+ |y|.Parconséquent, ' estunenormesur E et
d est une distance.

Démonstration :

On développe : |z + :t,,r|2 = 1z1? + 2( T, > —+ |:t,,r|2 . Ensuite, Cauchy-Schwarz donne
{(z,y) <12zl |y|.Donc |z + y|3 < (1z1 + |y|:|2 , et I'on conclut en prenant les racines
carrées. Les autres axiomes de norme découlent directement de la définition.

lll. Orthogonalité dans un espace préhilbertien

1. Vecteurs orthogonaux et orthogonal d'une partie

Définition :

Deux vecteurs & et ¥ sont orthogonauxsi { £, % ) = 0.Pourune partie 4 de H,
l'orthogonal de A est

v e F|VaeA,
,angle x, a[\rarangle?] = 0

Al =




Propriété :

A-L estunsous-espace vectorielde F , mémesi A4 n'en est pas un.

Si A C B,alors gL - 4l.

Al = Vect{A}J- et A C {AJ—}J-.

e (0t =g e EL={0.

Démonstration :

Pour chaque @, l'application & — { &, @ ) estlinéaire. Donc A4 -L est une intersection de
noyaux, c'est-a-dire un sous-espace. Ensuite, si ¢ ¢ F-L, alors en particulier ( T, T ) = 0, dou
x = [ . Les autres points se vérifient directement a partir de la définition.

Dans [R3 canonique, I'orthogonal de {{1,1,1]} est le plan d'équation = + v + 2 = 0. Plus
généralement, dans R"™ , unvecteur 7. 7= 0 est normal a I'hyperplan {n}-L , dont une équation
est {n,z)=0.

2. Familles orthogonales et théoreme de Pythagore

Définition :

Une famille (Eé}é c 1 est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux. Elle est
orthonormée si, de plus, chaque vecteur est unitaire : ( € Ej > = 5%;1'.
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Théoreme :

Théoréeme de Pythagore. Si l::ril, cny iﬁp) est une famille orthogonale, alors

P

p 9
k;% = Z ETTRE

Pour deux vecteurs, on a méme I'équivalence : |z + y|2 = 1z + |y|2 = < T,y > = 0.

Proposition :

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. En particulier, une famille orthonormée est
libre.

Démonstration :

xr

Supposons Z}:: Ak %r = 0 Faisons le produit scalaire avec = : tous les termes ( T T )

avec k ?é 7 sontnuls. ll reste A3 |I;.f|2 = 0.or z, ?é 0,donc Ay = 0, et ce pour tout

| L-b

Dans C([0, 27], R) muni du produit scalaire intégral, les fonctions ¢ — cos(kt) pour k € N
sont deux & deux orthogonales. En effet, pour & ?é [,ona



cos(kt)cos(lt) = %(cos{(k—i}t} + cos{{k—i—f}t}) , dont I'intégrale sur [0, 24r] est nulle. Par
conséquent, cette famille est libre.

IV. Bases orthonormées et procédé de Gram-Schmidt

1. Le procédé d'orthonormalisation

Une famille libre n'est pas orthonormée en général. Cependant, on peut la redresser pas a pas sans
changer les sous-espaces engendrés successifs. C'est I'objet du théoreme suivant, qui est constructif.

Théoreme :

Procédé de Gram-Schmidt. Soit l:’t-'l, c ’Up:l une famille libore de  E . Il existe une unique
famille orthonormée {El, cy Ep:‘ telle que, pour tout % :

o Vect(ey,..,ep) = Vect(vy,..,vug) ;

° <Ek]7_-'k>::"[:|

Démonstration :

On construit &y = Yy / |V1] - Supposons €13+ €E_1 construits. Posons
k—1
=1
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D'abord, pour 7 < k,ona (W;;: Ej) = (’U;;: €y »—{ Vs "3:','> = 0 . Ensuite, Wy ?é 0
sinon Vi appartiendrait a Vect{’ul, ey ’Uk_l:l , Ce qui contredit la liberté. On pose alors

ep = Wy [/ [Wy| . Enfin, {eg,vp) = (€g Wy} = |wg| >0, L'unicité s'obtient par
récurrence, car Sk est un vecteur unitaire de la droite

Vect(ey, .. ., Ek_lle‘ N Vect(vy, ..., vg)-

La figure ci-dessous montre la deuxiéme étape dans le plan : on retire a Y9 sa composante selon €7,
puis on normalise le reste.

Wy =V, — (v, e1)e;

~ wa]] (va, e1)er

€1

Pour orthonormaliser une famille, retenez le schéma « on retire les composantes, puis on
normalise ». A chaque étape, vérifiez que Wi est orthogonal aux £; déja obtenus. Pour éviter les
racines carrées trop tot, vous pouvez aussi orthogonaliser d'abord, avec




{T'Ik! wt:} . . . .
Wy = Up — Z W ., puis normaliser a la fin.
1< k '

Dans [R2 canonique, orthonormalisons vy = (3,4) et Uy = (1,0) . D'abord, e = %{3,4:1.
Ensuite, <U2] El> — g ,donc g = (1,0) — %(3,4} = 531—5{16, —12) . Sa norme vaut % .
Finalement, €y = %{4! -3).

2. Coordonnées dans une base orthonormée

Corollaire :

Tout espace euclidien non réduit a {0} posséde une base orthonormée. De plus, toute famille
orthonormée peut étre complétée en une base orthonormée.

En effet, on applique Gram-Schmidt a une base quelconque, ou a une base obtenue en complétant la
famille orthonormée. L'intérét des bases orthonormées tient dans la propriété suivante : les coordonnées
s'obtiennent par de simples produits scalaires.

Propriété :

Soit (E‘l, cey En:l une base orthonormée de F!.Pourtous =,y € B .

i i n
r = Z(Qj;ek)ek} (‘T"}y): Z‘T"kyk) |$|2= Z"ﬂ:%}
k=1 k=1 k
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ou Ty = (:13, E}:> et ¥ = (y, Eg) sont les coordonnées.

Démonstration :

Ecrivons + = Zk: Tk €k . Le produit scalaire avec €4 donne { T, €, )= Ly car

< €k Ej' ) = 5;;5' . Ensuite, par bilinéarité, < 0y > = ; T Y < Cp €] > - ZF:: TeY:

Remarque :

Autrement dit, dans une base orthonormée, tout produit scalaire se calcule comme le produit scalaire
canonique de [R™ . Matriciellement,si X et ¥ sont les colonnes de coordonnées,
(zy)=XTY .

V. Supplémentaire orthogonal et projection orthogonale

1. Le théoreme du supplémentaire orthogonal

Théoreme :

Soit F' un sous-espace de dimension finie de I'espace préhilbertien £ . Alors
E=F3 FL . Onditque gL estle supplémentaire orthogonal de F' .Sideplus F

est euclidien, dim FL = dim E — dim F et {FJ—}J- = F.

Démonstration :



D'abord, F' M F-L = {0} : un vecteur de I'intersection est orthogonal & lui-méme. Ensuite, soit
(El, cey Ep:‘ une base orthonormée de F', qui existe par Gram-Schmidt. Pour = < FE!, posons

r
plz) = Z (z,e.)e. € F.Pourtout 7,ona

<$_P(§féj> = <f:'fj'>_<$:f3j> = 0. ponc r — plr) € FL et
r = plz) + (x — plz) . Ainsi, B = F 4+ FL.

En dimension finie, la formule des dimensions donne  dim F- . Enfin, F {FJ-}J- et ces deux
espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.

L'hypothése de dimension finie de F' est essentielle. Dans C{[0,1], R} avec le produit scalaire
intégral, le sous-espace F' = { f| f(0) = 0} vérifie FL = {0}.Pourtant, F'£ E , donc
FeFrlLE.

2. Projection orthogonale

Définition :

Si F' est de dimension finie, la projection orthogonale sur F' est la projection P sur F
parallélementd F-L. Le vecteur PFI@} est le projeté orthogonal de & sur F'.

Propriété :

Le projeté PF(JS‘} est l'unique vecteur ¥ telque ¥ € F et 1 — = LS
{El, Cey Ep:‘ est une base orthonormée de F', alors

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

P
pp(z) = kz::l (z,e.) e

(z,u)

e

En particulier, pour une droite dirigée par u ?é 0, p{g_c} = 24 - Pour un hyperplan

(z,m)

_ L o
H = {n— ir‘-’J_r-flij“ﬁ':'_3‘? AL

La figure ci-dessous illustre la situation dans l'espace : le vecteur I — PF(:E} tombe
perpendiculairement sur le plan &' .



X —pe(x) EFL

=

pr(x)

3. Distance a un sous-espace

Théoreme :

Soit F' de dimension finieet = € E.Pourtout % € F',6ona
T — Y2 = |;r: — pF(i“}F + |pF(£} — y|2. Par conséquent,
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d(z, F) = inf 1z —y| = |o - pp(z)),

et cette borne inférieure est atteinte en I'unique point ¥ = PFI@) .

Démonstration :

Ecrivons & —y = (z — PF($}} + {PF{J::' — Y. Le premier vecteur est dans FL et le
second dans F' . Donc le théoréme de Pythagore s'applique. Ainsi, | — ¥| = |J? - PF($}| ,
avec égalité si et seulementsi ¥ = PFI@“:I .

Dans R3,ladistancede = = (1,2,3) auplan H:z 4+ 1y + 2z = 0 vaut w avec

n = {1,1,1} . On trouve % = 23 . De plus, Pythagore donne aussi
P @) = 122 - d(z,F)*.

Méthode :

Pour calculer un projeté orthogonal et une distance sans base orthonormée, écrivez
pF':‘F:' = Z Ag fé dans une base {fl, ey fp} de F' . Lla condition

2
T — pF(:r} 1 fj' pour chaque 7 fournit le systéme normal :

P
YoXi(fufi)=(af;) 1<j<p
=1




Ensuite, d(z,F)? = (z — P, z) =122 - |pF{$}|2 . Pour un hyperplan, passez plutét
par un vecteur normal.

Inégalité de Bessel. Si {El, cey Ep:‘ est une famille orthonormée, alors pour tout = € &,

r
Z (m,ek)g < imi,
k=1

En effet, le membre de gauche vaut |pF(:t?:l|2 avec F' = Vect(ey,..., ep), et Pythagore donne
pp@)|? < 122,

VI. Problemes de minimisation et moindres carrés

De nombreux problémes d'optimisation demandent le minimum d'une somme de carrés ou d'une intégrale
d'un carré. Il suffit alors de reconnaitre une distance a un sous-espace. Ensuite, le théoréme précédent
fournit le minimum et le point ou il est atteint.

1. Approximation d'une fonction

1
Cherchons inf f {tﬁ —af — b}g dt. C'est le carré de la distance de + — £ au sous-
(a,b) € R* .

espace F' = Ry[X], pour le produit scalaire intégral sur [0,1] . Le systéme normal s'écrit
Sy Le 34 1 !

P —

— = .0ntrouve g =1 et § = —5- Le minimum vaut 180 °

[l Ln
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2. La méthode des moindres carrés

On dispose de 7. points l:ﬂ?ﬁ-, yé} et I'on cherche la droite ¥y = ax + b qui les approche au mieux.
Le critere naturel consiste a minimiser la somme des carrés des écarts verticaux.

Dans R™ canonique, posons X = (351,---, ,:pn}, Y = {yl:l' - yﬂ:' et

= (1,...,1) ,avec X et [ non colinéaires. La quantité
S(a b) = Z {y —az, - b)g ¥ —aX —bU 2 st minimale pour l'unique couple
r=1

(@,b) tel que aX + bUT soit le projeté orthogonal de ¥ sur Vect(X, ). Ce couple vérifie
le systeme normal :

a) TIH+b) wi=) Ty,
2

ZJ} +bn =

¢

La figure ci-dessous représente un nuage de points et la droite obtenue. Les segments rouges sont les
écarts dont on minimise la somme des carrés.



— droite y = ax + b des moindres carrés
® points (x;, yi)
>1 — ecarts y; — (ax; + b)
4 -
>
3 .
2 -

Sous forme matricielle, on cherche Z minimisant |A% — ¥|. Le systeme normal s'écrit alors

AT A 7 — ATy . Lorsque les colonnes de A sont libres, la matrice 47" 4 est inversible,
et la solution est unique. Cette écriture est reprise dans les cours de statistique et d'analyse
numérique.

Ce qu'il faut retenir

¢ Un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique, positive et définie ; le caractére défini se
prouve a part, souvent par continuité.

b
¢ Les exemples de référence sont Z Tp Yy sur R™, tr{ATB} sur les matrices et ffg

d
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sur les fonctions continues.

¢ La norme associée détermine le produit scalaire par les identités de polarisation, et elle vérifie
I'identité du parallélogramme.

« Inégalité de Cauchy-Schwarz: |{ x, ¥ )| < 1z1 |y|, avec égalité si et seulement si = et ¥
sont colinéaires.

¢ Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre, et le théoréme de Pythagore s'applique a ses
sommes.

e Le procédé de Gram-Schmidt transforme une famille libre en famille orthonormée engendrant les
mémes sous-espaces successifs.

¢ Dans une base orthonormée, les coordonnées sont < T, €L > et le produit scalaire se calcule
commedans R" .

*Si F estdedimension finie, E = F @ Fl et pglz) = Z (zep)eg .
« Ladistance d{z, F') vaut |33 - PF{$}| ; elle est atteinte au seul point PFI:SE“} :

¢ Un probléme de moindres carrés est un calcul de projeté orthogonal, résolu par le systéme normal.

Questions fréquentes sur espaces préhilbertiens réels

Comment prouver rapidement qu'une forme bilinéaire est définie positive ?

Calculez ({z,x) puis montrez qu'il est positif et qu'il ne s'annule qu'en = = 0.Sur R™ , on écrit
souvent (x,T) comme une somme de carrés par la méthode de Gauss. Pour un produit scalaire
intégral, on invoque le fait qu'une fonction continue, positive et d'intégrale nulle sur un segment est nulle.

Quand faut-il penser a I'inégalité de Cauchy-Schwarz ?

Des qu'une inégalité fait intervenir une somme de produits, ou l'intégrale d'un produit, face a des carrés. Il
s'agit alors de choisir le bon espace, le bon produit scalaire et les deux bons vecteurs. Le cas d'égalité, qui
impose la colinéarité, donne en prime le cas ou I'inégalité est atteinte.

Un sous-espace a-t-il toujours un supplémentaire orthogonal ?



Oui si le sous-espace F' est de dimension finie, méme quand I'espace ambiant ne I'est pas : on a alors
E = F @ FL Enrevanche,si F' estde dimension infinie, &L peut étre réduita {0} sans que
F' soitégala & .

Comment calculer un projeté orthogonal sans base orthonormée ?

Ecrivez pF{:J:} = Z Aq fﬁ- dans une base quelconque l:fl, - fpjl de F' . La condition
T — pF{:t:“) € FL donne le systéme E Ag <fc-£’ 5 )= (=, £y ) pour tout 7. Ce systéme,
T

dit normal, se résout sans orthonormaliser.

Pour aller plus loin en maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur espaces préhilbertiens réels

A maitriser avant : Espaces vectoriels de dimension finie, Applications linéaires et théoréme du rang
e Chapitre précédent : Espérance, variance et inégalités probabilistes

¢ Chapitre suivant : Fonctions de deux variables

e Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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