Corrigés des exercices de maths sup

Espaces préhilbertiens réels

Corrigé de I'exercice 1 : Produits scalaires sur R?

1. Posons M = ([Rra;r?]% g é,

@(r,y) = XT MY . Cette écriture montre que ¢ est bilinéaire. De plus, M est
symétrique, donc  @(y,z) = @(z,y) . Ensuite, on compléte le carré :

}) .Ennotant X et ¥ lescolonnesde T et Y¥,ona

plx,z) = x% + 2z 74 + 3$% = (o + $2)2 - 2$% > 0.

Enfin,si @(z,z) = 0, les deux carrés sont nuls: £ = 0, puis £; = 0. Donc % estun
produit scalaire sur [R2.

2. Ona Y(z,x) = £ + 4z zy + 22 Pour £ = (1,-1), onobtient 1 -4 +1 = -2<0.
Ainsi, 10 n'est pas positive, donc ce n'est pas un produit scalaire.

3. Avec |'écriture de la question 1, g(u,u) = (1 — 1)2 +2x1=2.Donc |Ulp = V2,
4. On calcule @({1,[]}, y:' =Y + Yn . Les vecteurs orthogonaux a l:l,[]:l forment donc la droite

d'équation ¥y T ¥4 = 0, clest-a-dire Vect((1,—1}) . Par ailleurs, {{1,0),(1,0)) = 1, donc
(1,0) est unitaire. Enfin, w = (1,—1} a pour norme 7. Une base orthonormée pour ¢

est ({1,0}, %{1,—1}9 :

Point de méthode : la forme canonique (:1:1 + :1:2}2 + 2:1:% donne a la fois la positivité et le

caractére défini ; c'est la réduction de Gauss.
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1. L'intégrale existe, car P&} est continue sur [D, ] . La linéarité de I'intégrale donne la linéarité

1
en P, etlasymétrievientde P& = QP | Ensuite, (BP)Y = fPQ > (. Supposons
0

1
maintenant fPE — (1. La fonction # — P{tjg est continue, positive et d'intégrale nulle sur

[0,1] : elle est donc nulle. Par conséquent, P s'annule sur tout [0,1] . Un polynéme ayant une
infinité de racines est nul. Ainsi, { -, - ) est un produit scalaire sur F,[X].

1 1
2. On trouve (1,X>: fﬁ dt = %,puis 12 = 1 et | X2 = fﬁ? dj:%.uangle g
0 0

vérifie donc

Donc |1 =1, |X|= % et I'angle vaut %

3.0na (X —q,1)= % — @ . Ce produit est nul si et seulementsi g = % . Autrement dit,
% est le projeté orthogonal de X sur les constantes, c'est-a-dire la moyenne de # sur [D,l] .

4. L'application ,B est bilinéaire, symétrique et positive, par les mémes arguments. Cependant,
B(1,1) = 0 alors que l?é 0.Donc [ n'est pas définie sur R,[X].

1

Sur F',supposons [3(BP) = fPr’ 2 — (. Comme ci-dessus, P’ estnulsur [0)1],
0

donc P/ — (1. Ainsi, P estconstant, égala P(0) = 0.Deplus, F estbien un sous-

espace, noyau de la forme linéaire P — P(0) . Par conséquent, [ est un produit scalaire
sur F' mais pas sur R,[X].



Corrigé de I'exercice 3 : Produit scalaire canonique sur les
matrices

1. Par deﬁn|t|on du produit matr|C|eI le coefficient (7,7) de AT B vaut
Z (AT :'ﬁ biy = Z @iy big . En sommant sur 7, on obtient

=1
T ..
tr{A B) = Z %5 by . Cette expression est bilinéaire et symétrique. De plus,
7 2
( A A ) = é;.r =0 , et cette somme de carrés est nulle seulement si tous les ag’j sont
%]

nuls. C'est donc un produit scalaire : le produit scalaire canonique de [Rn? écrit en
tableau.

2. Onmultiplietermeaterme: (A, B) =1x342x140x14(-1)x 2 = 3.Ensuite,
A2 =14+44+0+1=6.Donc (A, B)Y=3et |Al = 5.

3. Soient 5 € Spet T € A, Dabord, (5T = tr(STT) = tc(ST) . Ensuite, une
matrice et sa transposée ont la méme trace :

tr(S7T) = tr((ST)7) = tr(7TST) = tr(=75) = —tr(T§) = —tr(5T).

Donc tr{ST) = 0 : toute matrice symétrique est orthogonale a toute matrice
antisymétrique.

4. La question 3donne A, C S& .0r M_y(R) est de dimension finie, donc

dim 5% = nd _ n(ﬂ;—l) = ﬂ(ng_lj = dim A,, - Uneinclusion entre deux espaces de

méme dimension finie est une égalité. Ainsi, An = S% .

Corrigé de l'exercice 4 : Identités de polarisation et du
parallélogramme

1. La premiere identité de polarisation donne
1 1
(z,9) = 3(lz+y12 — 122 — y2) = 3(16 — 9 — 4).
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Donc <$]y>:%.

2. On développe : |z — y|2 = 1% - 2{z,y )+ |y|2 =9%-3+4 =10.Donc
|z — Y| = V10 . Ensuite, |:1:—|—y|2 —+ |:t:‘—y|2 =16 +10 = 26, et
21T14 + E|y|2 = 18 + 8 = 26 . L'identité du parallélogramme est bien vérifiée.

3. Parbilinéarité, |22 —3y[2 = 4ix2 —12(z,y ) + 9y2 = 36 — 18 + 36 = 54 . Donc
|22 — 3y| = VB4 = 36 .

4. Ona cpaf = 2, y) — 3’;_2 . Le cosinus vaut L . C'est d'ailleurs I'angle qui a servi a tracer la

IZ1 Y]
figure de I'énoncé.

b

5. Si IV provenait d'un produit scalaire, elle vérifierait I'identité du parallélogramme. Prenons
r = (1,0) et v =(01). Aors N(z+y) = N(z—y) = 2, dou
N($+y}2 + N{g;_y)g = 8.0r ZN@;}Q + EN{y}g — 4. L'identité est fausse, donc
N ne provient d'aucun produit scalaire.

Corrigé de I'exercice 5 : Inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™n

1. Posons @ = (ay,..,an) et u = (1,...,1) . Alors {a,u) = Zak, |ul = V7 et
ad = Z a% . L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne |Z le < VT 1al. En élevant au
2
7 . 2 s TR .
carré, on obtient (Z ak) <n Z af - Il'y a égalité si et seulementsi @ et i sont
colinéaires. Autrement dit, I'égalité a lieu exactement quand tous les 2} sont égaux.

2. Posons cette fois v = {ﬁ, e Op) et w = (ﬁ: e ﬁ) . Leur produit scalaire vaut

ZI = n .Deplus, W% = Z Gp = let w2 = Z al—k . Par Cauchy-Schwarz,

nglx\fzal—k.Donc Eal—kgnﬁ.

En cas d'égalité, +w = M v (car @ ?é 0), soit ﬁ = Am , donc ap = % pour tout % .

)I
Avec Z ap = 1, on obtient Gy = %.Réciproquement, ce choix donne Zal—k = nd,

L'égalité a lieu si et seulement si tous les %1 valent % .

L 2 L nin+1)
3. On applique la question 1 avec G = VE ( E JE) <n E k=mn- 7 - En
k=1 k=1



n
n+1
prenant la racine carrée, on obtient Z vk <=5,

k=1

Corrigé de I'exercice 6 : Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les

intégrales

1. on munit  C{[a,b], R) du produit scalaire intégral. Comme f > 0 est continue, les fonctions
b

ﬁ et % sont continues. Leur produit scalaire vaut f 1 = b — g - Cauchy-Schwarz donne

a
alors

b b
(b—a)? < | [ §

el

C'est I'inégalité demandée. En cas d'égalité, les deux fonctions sont colinéaires. Comme elles ne
L 1 -
sont pas nulles, il existe A tel que ﬁ = }lﬁ,donc f= % est constante. Réciproquement,

si f = ¢ >0, les deux membres valent (b—a}g .Il'y a égalité si et seulementsi [ est
constante.

I
2. Soit x € ]0,1]. Comme f estdeclasse ¢let f(0)=0,ona flz) = ff';{t) x 1 dt
0

. Cauchy-Schwarz, appliqué sur [0,z], donne

X

fle)y < 1de|l | fl@)? de|==« [ 5’2

I
Ensuite, £/ 2 est positive, donc ff’ 2 < ff’ 2 pour x = 0, l'inégalité s'écrit 0 < 0,
] ]
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1
Ainsi, f{;t:}g <z fff? pour tout = € [D,l].
0

3. Intégrons cette inégalité entre (J et 1, ce qui est permis par croissance de l'intégrale. Il vient

Zfﬁg Za: dex fog,ponc sziéjf,g_

0 0
1 1
— 1 1 1 ; 1 1
4, Pour f(r) =z ,ona f;pﬁ dr =3 et iflzizonablen 5<3
0 0

Pour flz) = sin(%),on abien f(0) = 0. D'abord,

1 1
) 1 — coslm x) 1 . / i T
fsmg(%) dr = ./T dz = 5. Ensuite, f'(x) = §COS(T) , et
? 0
1
fcosﬁ(%) dr = L dela méme facon. Donc ff’ 2 _ errg.On vérifie
0 0

1 . w2
5 < 1 ~ 0,617 .

Corrigé de I'exercice 7 : Extremums sous contrainte par
Cauchy-Schwarz

1. Posons w = (1,22}, denorme I+ 4 +4 = 3,et v = (z,y,%) . La quantité étudiée est
{(w,w).Si v =1, Cauchy-Schwarzdonne |{ v, w )| < 3.L'égalitéimpose v = A w.
Alors 1wl = 3|A| = 1,donc X = :I:% et {(v,w) =9 = £3 . Lemaximumvaut 3,

atteint seulement en (%: %: %) ; le minimum vaut —3, atteint seulement en

(_l, _2, _2)
373 73/

2. Si {w,w) =6, Cauchy-Schwarzdonne & < 31, donc jui2 > 4. L'égalité impose de

nouveau % — A tw,avec 9% —= 6 ,so0it A = % . On vérifie que o = (%1 %: %) satisfait la
contrainte : % —|-% —|-% — 6.Deplus, |2 = w — 4.Le minimum vaut 4,

e
Cad | Hpe

atteint seulement en %:

).



3. L'ensemble {u|{ v, w[\ranglele?] = 6} estun plan affine II de vecteur normal 1 . Le

minimum de ¥l sur IT estladistance de l'originea JIT . Cette distance vaut 9 — IB

reo et

le point le plus proche est le projeté orthogonal de ( sur f7¥.

Corrigé de I'exercice 8 : Orthogonal d'une partie

1. Soit £ £ B4 .Alors x estorthogonal a tout vecteur de B, en particulier a tout vecteur de
A.pbonc e Al,et BL - al.

2. Comme A C Vect(A), la question 1 donne Ve.:t{A)J- c A-L. Réciproquement, soit
T

recdlet v= Z As @. une combinaison linéaire d'éléments de A . Par linearité,
i=1
(z,v) = Z Ai{z,a,)=0.ponc Al = Vect(A ) . Enfin, soit a € A . Pour
tot £ ALl,ona {(a,z)=0.Donc g € {AJ—}J-,et A {AJ-}J-.

3. D'aprés la question 2, F-L = g b}J-. Unvecteur & = (T, L, £q,Ty) estdans pl si
et seulement si

$1+$2+$3+$4:0¢ T Tq

Ainsi, ¥ = 331(1,1,[:],—2} + 1?3!:[:],[:],1,—1:1 . Une base de FJ_ est ({1]1,[:],—2:1, I:D,D,l,—l:l) .
On vérifie par exemple { (1,1,0,—-2),a) =14+140-2 = 0 et
((11,0-2),b5 =11 =0.

4, Les vecteurs @ et § nesont pas colinéaires, donc dim F = 2 . De méme, les deux vecteurs
trouvés ne sont pas colinéaires, donc dimy F'4- — 2.0n a bien dim F + dim L = 4,
conformément au théoreme du supplémentaire orthogonal.

Corrigé de I'exercice 9 : Famille orthogonale de fonctions sinus
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sin(mmt)

m
1. Pour tout entier m% 0,ona fcos{mt:l di = [ = ]D = (0. Soient k?‘é I deux

0
entiers naturels non nuls. La formule de linéarisation donne

sin(kt)sin(lt) = §(cos((k—1)t) — cos((k+1)t)).

or E&:—E?‘ED et k+15#0.Donc {s,5;)=0.Pour k = [, onécrit

) 1 — cos(2kt o R | ™
2. La famille {Sl, C Sn} est orthogonale et formée de vecteurs non nuls. Elle est donc libre. En

divisant chaque vecteur par sa norme, on obtient la famille orthonormée

7
(\/; Sk)lik{_ﬁn'

3. Les vecteurs =1, 253 et 353 sont deux a deux orthogonaux. Le théoreme de Pythagore donne
donc

2 _ — T,
|31 + 25, + 333‘ = ‘31‘2 + 4‘32‘2 + 9‘33‘2 = 14 x g

Donc |51 —|—232 —|—353|2 = Tir.

Corrigé de I'exercice 10 : Un sous-espace sans supplémentaire
orthogonal

1. L'application f — f(0) est une forme linéaire sur F,et F' estsonnoyau. Donc F' est

un sous-espace vectoriel de F . Par ailleurs, la fonction constante égale a 1 n'est pas dans
F' . Ainsi, F?é B,

2. Lafonction f:t — tg(t) estcontinue et vérifie f(0) = 0.Donc f € F', et
1

(g, f)=0,cestadire fﬁ g(t)2 dt = 0.0r t — 2 g(t)? est continue et positive sur

0
[0,1] . Comme son intégrale est nulle, elle est nulle. Pour t € ]0,1], on en déduit g(£)% = 0,

donc g(t) = O.Enfin, par continuité, 9(0) = tli_I}nD 9(t) = 0. ponc g =0, et
FL = {0}.



3. D'unepart, F @ Fl=F ?é FE . D'autre part, {FJ-}J‘ ot = m ?é F . Le
théoreme du supplémentaire orthogonal ne s'applique pas, car F' n'est pas de
dimension finie : il contient la famille libre infinie (t — fk:lk = 1.

Point de méthode : pour montrer qu'un vecteur g est nul, on cherche un vecteur § du sous-espace
telque { g, f ) soitl'intégrale d'une fonction positive liée & g2.

Corrigé de I'exercice 11 : Orthonormalisation de Gram-Schmidt
dans R"3

1. Calculons le déterminant de la matrice dont les lignes sont Y1, Ug, V3.

1
10 1|=1x(0—-1)—1x(1-0)+0=-2.
01 1

Ce déterminant est non nul, donc l:’t-'l, Uy ’UB} est une base de 2.

2. D'abord, |V{| = V2, donc ey = %{1,1,[]}.

Ensuite, { wy, ;) = 7= . On pose
Wy = Uy — ( Un, €4 > e; = (1,0,1) - 2{1,1,[]:1 ( :— ; ) Sa norme vaut
LoLl1 Y% ponc e, = £(1,-1,9)
atatl=75" 2= AT

Enfin, {vg,e) = % et (ugeq) = % = % Par conséquent,

wy = (0,1,1) —3(1,1,0) — §(1,-1,2) =

e
ol
ol
ol

S

Sa norme vaut %xﬁ = % ,donc eq = %{—1,1,1}. La base orthonormée obtenue est

e = %{1,1,0} ) g = %{1,—1,2} ) &g = %(—ljljlj.On controle : { eq,e5) est

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

proportionnel 8 —1 4140 =0,et {egeg)a —-1-1+4+2=0.

3. Les coordonnées de 3 sont ses produits scalaires avec les € : % , LB et

=
_0+1+1_ 2 _ 1 1 2 i i

<*u3,.93>_ Y = 75 Donc *ug_&EI—I—EEE—I—EEB.Verlﬁcatlon.

1,1 i_M_Z_ N

ptet3="85 = 2= U3

Corrigé de I'exercice 12 : Polynomes orthogonaux sur [-1,1]

1

1. On utilise que fﬁk" d# vaut 0 si k estimpair et }%’_1 si j estpair.
—1

1
D'abord, [1|2 = 2, donc eg = % . Ensuite, (X, .g[j) = %f t di = 0 .Ainsi,
—1

Wy = X | de norme au carré %,et e = \/% X .

1
Enfin, {XE,ED}:%x%et (Xg,el):\/%fﬁ dt = 0 . Donc
2 1 .

Cal—

_ 9 — 2_ 4 .
W = X 3 ¥ 5= X . Calculons sa norme :

1
2 — 4 _ 249 l) _2_ 4,2 _ 8,
(Wol® = (t 3te+g)di=5—-9+§ = 15
—1
Par conséquent, en = %(XE - %) = @{3}(3 — 1} . La base orthonormée est

(%: \/% X, @(3}[3 _ 1:) . La figure ci-dessous représente ces trois polynémes sur [—1,1].



1.5-
1.0
0.5 1
0.0 /
~0.5 - — e =+
__/_ e, = %X
~1.0- o= X2 1)

~1.00-0.75-0.50—0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

2. Comme R]_[X] = VECtI:ED, E].:l ,ona p(_Xg} — <_X'2] € > € + ( _X‘E] ey > e = % La

distance vaut ‘XQ — %

(X2, R[X]) = 250

=\ #% . Le projeté est le polynome constant % , et

3. La borne inférieure demandée est .:E(XQJ IRI[XDE . Elle vaut % , atteinte uniquement

pour a:[]etb:%.

Corrigé de I'exercice 13 : Coordonnées dans une base

orthonormée

1+4+4+4

1. Chaque vecteur a pour norme au carré 5 = 1. Ensuite,
2+2-—4 2—4+2
<u1,u2> = m = 0, <u1!u3> =5 = 0 et
{ U, Ug Y = % = (. La famille est orthonormée, donc libre. Elle compte trois vecteurs
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dans RZ.C'est donc une base orthonormée.

3+6

2. Les coordonnées sont les produits scalaires. Pour = : <:,[;“! u1> =5 = 3,
(T,ug ) = % =0, (z,ug) = GBLB — 3.Pour ¥: 2, 1 et —2.Donc

$:3u1+3u3 et y:ﬁul—I—uE—ZuB_

3. D'une part, 34 + 02 + 32 — 18 = 2. Dautrepart, 3x2+0x1+3x {—2} =0, et
eneffet { x,y ) = O directement. Les formules en base orthonormée sont vérifiées.

4, Le projeté de & sur P garde les coordonnées selon 71 et Uq .
pP{:n} = 3u; + 0uy = (1,2,2). Ensuite, = — PP{SF:' = 3uqg = (2,-2,1). Donc
pP'@E} = {112:2} et Cﬁl:ﬂ?, P:l =3.

Corrigé de I'exercice 14 : Projection orthogonale sur un plan de
R™3

1. Leplan P apouréquation {n,v) = 0avec n = (1,1,I).Donc P = npL, et
Pl = Vect(n). Le projeté sur P s'obtient en retirant la composante selon 7. Ainsi,
{v, )
3

ply) = v -

2. Notons .J la matrice de M3([R) dont tous les coefficients valent 1. La composante

“J’S—r'ﬂ y, @ pour matrice %J. Donc

M=f3—%J=g— —11

2 —1 =1
1 2
1 3 2

J = M .Deplus, M

Al

Comme J2 — 3Jj.,ona MZ= Ig—%.j"—l—%x 3 = Iq9—
est visiblement symétrique: Jf2 — pr et pAf1l — AS .

3.0na {wv,n)=06,donc plv) = (1,2,3)—2(L,L,1} = (-1,0,1) . Ensuite,
v — plu) = 2n,denorme 243 . Le projeté est (—1,0,1) etladistancede v a P
vaut 2./3. La figure ci-dessous représente ', son projeté et le vecteur normal.



P.:x+y+z=0

4. La symétrie orthogonale par rapporta P vérifie 3 = 2p — 1d. Sa matrice est donc
5 /1 =2 =2

OM —Ig=1I3—-%J =3 -2 1 -3

-2 2 1

C'est la matrice de la réflexion par rapport a ¥ . Par exemple, elle envoie ¥ sur
v—4dn = (-3-2-1).

Corrigé de I'exercice 15 : Projeté orthogonal dans R"4 par le
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systeme normal

1. Les vecteurs @ et { ne sont pas colinéaires, car la deuxieme coordonnée de @ est nulle et pas
cellede §.Donc (a,b) estunebasede F' . Ecrivons pF{:J::l = Aa+ ©b. La condition

r — pF{:E:I lae =- PF(J?} L & donne le systéme normal
=(z,a)

Aa,a)+ pu{ba)
Aa, b)Y+ pu(bb)=(xb)

2, (bb)=4, (z,0
4 et 2\ +4u = 10.

y=4et {(z,b)=10.Le

or {aa)=2, {(ab)
systéme s'écrit 24 + 24

2. Parsoustraction, 24 = G,donc @ = 3,puis X = —1.Ainsi,
pF(‘j::' = —a+3b = {2131213:‘- Ensuite, T — pF(‘j::l = {_11_11111} . On verifie
((-L,-L1D,ay=-14+1=0et {(-L-LL1,6) =0.ponc pg(r) = (2,323)

3. La distance vaut |{—1,—1,1,1}| = 2. Parailleurs, 112 =14+44+9+4+16 = 30 et
|pF{:J:}|2:4—|—9—|—4—|—9:26.0nabien 30 = 26 + 4, soit
w2 = |pp@)|* +dz,F)% et dle,F) = 2.

Point de méthode : le systeme normal évite d'orthonormaliser. Sa matrice est la matrice de Gram de la

base choisie, étudiée a I'exercice 20.

Corrigé de l'exercice 16 : Matrices de trace nulle et matrices

symétriques

1. Pour toute matrice A4 ,ona (I, MY = tr(IZ M) = tr M .Donc M € H siet
seulementsi M L I, . Ainsi, H = {IH}J- = Ve-::t{In:lJ‘. et dimH =n2—-1.

2. Comme H = Ve.;;t{jﬂ}J- en dimension finie, ona H-+ = Vect{In:l . Le projeté sur

H s'obtient donc en retirant la composante selon I, , avec |Iﬂ|2 =n



(A, Iy)
a2

|
N
|
—+
|
s
by
3

(A):A Iy

|tr 4

Ensuite, d{A, H:, — ‘tfﬂﬁj H — — trﬂA|_

3. La matrice nulle appartienta H .Donc d(A, H) < [A — 0| = |Al, c'est-a-dire
2
':trfj:' < tr{ATA} . On obtient (tr Ajg < n tr(ATA) . Il y a éqgalité si et seulement si

[ réalise la distance, donc si et seulement si IJHI:A} = 0, par unicité du point le plus proche.

Cela équivaut a — J”TA I c'est-a-direa 4 scalaire.

4. Onécrit A =5 4+T avec § = %{A+AT} €S, et T= %{A—AT:] €A, Or
A, = S% . Par la caractérisation du projeté ( 5 € S, et A — 5 ¢ S% ),ona
1
PSH(A:' = E(A + AT:‘ .

5. 1ci, § = ([yray igé,}) et T = ([may?] U_fﬁgi[j) . Donc
d(d, Sy) = ITI =V0+I1+1+0 = V2 Parailleurs, tr A = 4, donc

d(A, H) = +=.Ontrouve d(A,Sq) = V2 et d(A H) = 2V2.

Corrigé de I'exercice 17 : Meilleure approximation affine de x3

sur [0,1]

1
1. Minimiser f {13 — .:)3 revient a calculer la distance de A a la droite des constantes. Le projeté
a
est (h 1 }-1 avec < > — Loy 1|2 = 1.Donc ¢ ~ 1 Ensuite, Pythagore donne le
I1]2 4 - — 4
minimum Ihl2 — 312 = % . La meilleure constante est -li’ et le minimum vaut
9
11

2. On cherche le projeté de h sur F' = Vect(l, t].Lacondition A —af —b 1 1 et
h —at—b L ¢ s'écrit
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a 1
o tb=3
Q_I_E_} _ 1
3 2~ 5
La premiere équation donne § = 1 _a En reportant E_|_1_E _1 soit = — 3 Donc
-4 " 3TE 4 — & 12 — 40
a—ietb——l Contréle-i_i—let 2 1 _1
- 10 - 5 20 20 — 4 w10 —5

3. Comme #h — PF(h) est orthogonal a pF(h:l , le minimum vaut < h — pF{h}, h > :

| 1 |
6 _ 9 4 1 3 1 9 , 1 _ 100—-126 + 35,

/t dt — g5/ ¢t dt+5ft dt =7 —5p+3p5 = 700

0 0 0

Le minimum vaut % , soit environ 0,0129 |, contre % ~~ 0,0804 pour les
constantes. L'erreur quadratique est donc divisée par 6,25 , comme le suggére la figure ci-

dessous.

1.0 1 écart x° — (g5x — 1
—_— y=x3
0.8 1 -y =5x — 1 (projeté affine)

--- y =1 (projeté constant)

0.6 -

—0.2 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0




Corrigé de I'exercice 18 : Droite des moindres carrés

1. Posonsdans R4 @ X = (0,1,2,3), U = (,1,1,]) et ¥ = (1,2,2/4). Alors
S(a,b) = ¥ —aX — bUI? . Les vecteurs X et U ne sont pas colinéaires. Donc  S(a,b)
est le carré de la distance de ¥ auvecteur aX -+ b7 de F = Vect(X,U), plan
de [R%.Sonminimumest d(¥] F}E.

2. Oncalcule (X, X)=14, (X,U)=56, (UU)=4,
(Y, X)=0+24+4+12=18 et (¥ U ) = 9. Le systtme normal s'écrit

14 + 66 = 18
{6a+4b=9

%]

En multipliant la seconde équation par %, on obtient 9a + 66 = 13,5. Par soustraction,

2
56 = 45 Donc o =09 et j — 2 _45’4

=09 ladroiteest v = 0,9z + 0,9,
3. Lesrésidusvalent 7y =1-08 =01 r, =2-18=02, r,=2-27 = -07

et Tq4 = 4-3,6 =04 Ansi, 5§ =0,01+0,04+ 0,49 + 0,16 . La valeur minimale
est S5 = 0,7 . La figure ci-dessous montre la droite et les résidus.
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— y=0,9%x+0,9
4- ® points mesurés
— residus 0,1;0,2; - 0,7;0,4
3 .
>
2 .
1 .
0 T T T T
0 1 2 3
X

4. Le vecteur des résidusest A = (0,1;0,2; —0,7;0,4) . D'une part,
(R, U)=01+402-07+04 = 0.D'autre part,
(R, X)=0402-14412 =0.ponc B ¢ FL, ce qui confirme que
09X 4 0,90 est bien le projeté de ¥ .

Corrigé de l'exercice 19 : Caractérisation des projecteurs

orthogonaux

1. Si P estla projection orthogonale sur  F', alors = = p(z) + (z — p(z)) avec p(z) € F
et = —plx) € F-L . Le théoréme de Pythagore donne |2 = |p|::]_:‘:||2 + |;]‘_'; — p{$}|3 . Donc
p(@)| < 121

2. Soit @ € Im p :ilexiste ¢ telque a = plc),donc pla) = p?(c) = a.Soit b € ker p



.Parlinéarité, pla + tb) = a + ¢ p(b) = a.L'hypothése appliquée & a -+ th donne
@ < la + tb|2 . En développant, on obtient pour tout réel £ :

t(2(a,b) +tlb12) > 0.

Pour >0, ondivise par t puisonfaittendre t vers 0 : ¢(a,b) > 0.Pour t<0,la
division renverse I'inégalité, et la limite donne { @, b ) < 0. Par conséquent, (a,b) = 0.

3. La question 2 montre que ker p C {Im p)J- .O0r B = Im p & ker p, donc
dim ker p = dim F —dim Im p = dim {Im p:lJ‘ .Ainsi, ker p = (Im p}J‘ .Le
projecteur P projette sur Im p parallélement a {Im p} : c'est la projection
orthogonale sur Im p.

4. On décompose (z,y) = (x —y)(1,0) + v(1,1) . Donc g(z,v) = (z — v, 0}. Prenons

v = {1,-1) : gv) = (2,0), denorme 2,alorsque v = V3. Ainsi,
|g(w)| = 2> V2 = 11 : un projecteur non orthogonal peut allonger certains vecteurs.

Corrigé de I'exercice 20 : Matrice de Gram et distance a une

droite

2
1. Par bilinéarité, = Z Ay, L, ) . Cette somme est exactement

%,

Z Aj Ty
7

ATGA .

2. Supposons la famille libre et soit A telque GA = 0.Alors AT GA — 0, donc
Z}‘J‘. SE“J,,- = 0, puis A = 0 parliberté. Ainsi, G estinversible.

Réciproquement, supposons la famille liée. Il existe A ?é 0 tel que Z }‘J‘. 1:;1' =0 la -

3
eéme coordonnée de (FA vaut Z <£é’ j:j > '}‘J‘ = <£é’ Z }‘J‘ ‘J’Ej> =0 . Donc
Y 3
GA =0 avec A ?é 0,et (& n'estpasinversible. En conclusion, (& estinversible si et

seulement si la famille est libre.
3. Dans une base orthonormée, le produit scalaire se calcule sur les coordonnées. Donc

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

™
(22,0 = ) ApiArj = (ATA); et G = AT 4.
£=1

Si la famille est libre, alors ™ = ', la matrice 4 estcarréeet det (7 = {det A}E = .
Sinon, (& n'est pas inversible par la question 2, et det (7 = (. Dans tous les cas,
det G > 0.

4. Pour p = 2,ona det G = |:]$‘1|2|:E2|2 —{z], Tq )E. La question 3 donne donc
< Ty Ty >2 < |:1:1|3|:1:2|2 , qui est Cauchy-Schwarz. De plus, I'égalité équivauta det (G = 0,
donc a la liaison de (351, $2:l . On retrouve le théoreme avec son cas d'égalité :
colinéarité.

2
(mu)® gy
114

5. Le projeté de & sur I} est @ 4 - Par Pythagore, dj,:j_j] D}Q = |2 —
']

réduisant au méme dénominateur,

o witiz? —(uz )2 _det G(u, z)
o 412 o 412

d(xz, D)

Application: 1442 = 3, |z2 = 14 et {u,z ) = 6,donc det Glu,r) = 42 — 36 = 6.
On obtient d(x, D)? = 2, soit d(z, D) = V2. Vérification : le projeté est (2,2,2) , et
(12,3) = 2,2.2)] = [(-10,])] = V2.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : inégalité de Bessel et

somme des inverses des carrés

Partie A.

1. L'intégrale existe, car fg est continue sur le segment [—r, 7] . La bilinéarité et la symétrie
m

viennent de la linéarité de I'intégrale. De plus, <f] fry= %f fﬁ > (. Si cette intégrale est

nulle, fg est continue, positive et d'intégrale nulle, donc nulle. Ainsi, ( ' ) est un produit
scalaire sur E .



aT

2. Soient k,{ € N . Pour tout entier m f,é J,ona f Cos(mt:l d# = (. Examinons les trois
—ar
types de produits.

o Lafonction t — cos(kt)sin{it) estimpaire, donc son intégrale sur [—r, 7] est nulle.
En particulier, {cg,5;) = Oet {cp, 519 =0,

o Pour k& ?é I,ona cos(kt)cos(it) = (cos{(ﬁc nt) + cos{{ﬁc—i—ﬁ}t}) avec
— | ?é 0et k41 % 0. L'intégrale est donc nulle. Ce calcul couvre aussi  <q,
muItipIe de cos(0t).

o Pour k3 I nonnuls, sin(kt)sin(it) = (cos({k 1)) — cos((k-+1)z)) : lintégrale

est encore nulle.

m
Ensuite, pour & > 1, 1o, 2 = %f H%S':%ﬂ dt = 1, etdeméme |sg|? = 1 .Enfin,
—IT
Cald = 1 W L ¥ 29 = 1. La famille est donc orthonormée. Elle est libre, et engendre
ol” =7 %3

Tp.Donc dim T, = 2n +1.

Partie B.

1. Pour 0 < k < n,lafonction t — tcos(kt) estimpaire. Donc { fycp} = 0.En
ki

B2

revanche, * — tsin(kt) estpaire, d'ou ¢ f sp) = ﬁf tsin(kt) dt . Une intégration par

0

parties, avec u(t) = % et o(z) = _Cﬂsikﬂ donne

/tsin(kt) dt = {—“%(kt)}o + %/ cos(kt) dt = —~ 1) +0.
0

E+1
Par conséquent, <f k> — &

2. La famille de la partie A est une base orthonormée de T'.; . Le projeté est donc la somme des
composantes :
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_l)k—l—l
k

p, (f)= kz—:l 2 sin(kt).

Seuls les sinus interviennent, ce qui était attendu pour une fonction impaire. La figure ci-
dessous compare [ a Py(f), pg(f) et py(F).

3 —_ fX)=X
—— projeté sur T,
2] — projeté sur T3
—— projeté sur Typ
1 _
0
—1
—2
—3
— I I
m 2 0 2 m
ki)
3. Ona |f|2 — %f 2 df = %x ET”TE — %? Ensuite, Pythagore donne

Partie C.



1.

Une distance au carré est positive. D'aprés la question précédente, |pn{f}|2 < |f|2 .

T
Autrement dit, Z ( 5 L >2 < |f|2 : c'est I'inégalité de Bessel.
k=1

i n
1 22 1 2
. On en déduit 4 E L2 < g , Soit E L2 < % pour tout 71. Les sommes partielles de
k._

=1 k=1
cette série a termes positifs sont croissantes et majorées. Donc la série Z é converge, et

2
sa somme est au plus %

Remarque hors programme : on peut montrer que d{f, Tﬂ) tend vers [J . La somme vaut alors

2 ) \ . \
exactement % . La figure suggere d'ailleurs cette convergence, sauf pres des bords.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : espaces préhilbertiens réels, cours de maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur espaces préhilbertiens réels

A maitriser avant : Espaces vectoriels de dimension finie, Applications linéaires et théoréme du rang
Chapitre précédent : Espérance, variance et inégalités probabilistes

Chapitre suivant : Fonctions de deux variables

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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