Exercices de maths en L3

Espaces métriques

Exercice 1 : Distance discrete

Soit X un ensemble non vide. Pour £,y € X ,onpose (z,y) =1si zF y et
bz, z) = 0.

1. Montrer que § est une distance sur X .

2. Décrire les boules B(a, ) et Bf(a,r) selonlavaleurde r > 0.

3. Montrer que toute partie de X est a la fois ouverte et fermée pour § .

4. Caractériser les suites convergentes de (X[, 4) .

5. Montrer que toute application de I:X, 5} vers un espace métrique quelconque est continue.

6. Onprend X = R .Déterminer les applications continues de (R, ||} vers (R,4).

Exercice 2 : Les distances dl, d2 et dx du plan

Pour u = (z,y) et v = (x/,y/) dans RZ,onpose difu,v) = |z — /| + |y — v/,
dofu, v) = \/'({:1: — 2 4 (y —y)? et doolu,v) = max(lz — 2/, [y - v]).

1. Calculer les trois distances entre  w = (1,2) et v = (4, —2).

2. Montrer que do estune distance sur R2.
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3. Montrer que doo < dy < dy < 2 d,.
4. Montrer que di < V2 dq etquelaconstante % est optimale.

5. En déduire que les trois distances ont les mémes ouverts et les mémes suites convergentes.

Exercice 3 : Fonctions d'une distance

Soit (X, d) un espace métrique. Soit @ : [0, +oo[ — [0, +oo[ une fonction croissante, telle que
@p(t) =0 & t = 0, et sous-additive: (o + &) < w(a) + @(d) pourtous a, b > 0.

1. Montrerque ¢ o d estune distance sur X .
2. Vérifier que f,ﬂllii:l = min(l, 1), (pg{t:l = lj-—t et @3@:‘ = VI conviennent.

3. Onnote d' = min{l, dj . Comparer les boules ouvertes de o etde ', puis montrer que d
et 4’ ontles mémes ouverts.

4. onnote d” = l-i—id . Exprimer Bdm@, r) & l'aide d'une boule de o, selonque = <1 ou
r = 1. Conclure comme a la question précédente.

5. Sur R muni de la distance usuelle, R est-il borné ? Et pour 4/ ? Que peut-on en conclure sur la
notion de partie bornée ?

Exercice 4 : La distance SNCF

On munit R2 de la norme euclidienne ' etonnote (& l'origine. On dit que T et ¥ sontalignés

avec O silesvecteurs T et ¥ sontcolinéaires. Onpose d{z,y) = |z —y|si T et ¥ sont

colinéaires, et d{z, ¥) = 11 + |y| sinon. Comme le suggére la figure ci-dessous, pour aller de @ a
b non alignés avec (2, il faut passer par O .



b=(0,4)
)<
%
fé%
.. %,
passage %
par O "
a, ¢ alignés avec O
L
0 E ] ]
O (Paris) a=1(3,0) c=(6,0)

1. Calculer dfa,b) et d{@,c) pour a = (3,0), b = (0,4) et ¢ = (6,0). Comparer avec
la distance euclidienne.

2. Montrer que ¢ estune distance et que | — | < d{z, ¥) pourtous LY .

3. Onpose & = (2,0). Décrire et dessiner Bf{a,1) et Bla, 3) . Plus généralement, décrire
B(a,7) pour a#£ O et r>0,puis B, 7).

4, Soit ?é (. Montrer que la demi-droite ouverte L = {f w:f > 0} estouverte pour ¢ .Est-
elle ouverte pour la distance euclidienne ?

5. Montrer que l'identité de I:IRE, d) vers {IRE, ) est continue, mais que sa réciproque n'est pas
continueen (1,0} .

Pour z,¥ € R,onpose d(zr,vy) = |arctan z —arctany|.
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1. Montrer que ¢ est une distance sur [ etque [ estborné pour 4.
2. Montrer que d(z,y) < |z — y| pourtousréels T, Y .

3. Montrer qu'il n'existe aucune constante ¢ >0 telleque |z — | < ¢ d{z, y) pour tous
Y.

4. Montrer que ¢ et la distance usuelle ont les mémes ouverts.

5. Lasuite Um = 7 converge-t-elle dans (R, d) ? Calculer mhﬂ] too d(tn, Ugm) et

commenter.

Le plan [R2 est muni de la distance euclidienne. Pour chacune des parties suivantes, dire si elle est

ouverte, fermée, les deux ou aucun des deux, en justifiant.

=

A= [I::E“, Y€ I]?E:a:,a:y}l}.
2. B:[(x,y}e}zzxzﬂyﬂ_i]]_}.
3. C = {(r,y) € [\matb?]B2: 5 € [\mathbbbb?]Q} .

4. D ={r0:0<z <1},

1
5, B = L;_}J . Bf('g! - ﬁ) . Que montre cet exemple ?
mn

Exercice 7 : Intérieur, adhérence et frontiere dans R

Dans [£ muni de la distance usuelle, déterminer l'intérieur, I'adhérence et la frontiére des parties
suivantes.



Exercice 8 : Intérieur et adhérence d'une partie du plan

2 2
(2, 4),24 + 92 < 1’} , le segment
i >0
S = [0,1] x {0} etle point P = (o, —%} .Onpose E = Dt U S U|{P}, représentée ci-
dessous.

Dans [R< euclidien, on considére le demi-disque ouvert Dt = {
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1. Montrer que T estouvertetque K = {@!g}gg Ty s ’} est fermé.
!y i ]

2. Déterminer [\mathring?]|&',
3. Déterminer .

4. Endéduire Fr(E').lapartie F est-elle ouverte ? fermée ?

Exercice 9 : Boule fermée et adhérence de la boule ouverte

Soient (X, d) unespace métrique, a € X et +>0.



1. Montrer que B (g, 7) estferméeetque B(a,r) C Bf(a,r).

2. Onsuppose que X = F estun espace vectoriel normé non réduita {0}, avec
d(z,y) = |£ — y|. Montrerque Bfa,r) = Bf(a,r).

3. Dans ce méme cadre, montrer que l'intérieur de B f(a, ) est B{a, r) et que la frontiére de
Bfa, r) estlasphére Sa,r).

4. On munit un ensemble X ayant au moins deux éléments de la distance discrete. Calculer
Bfa,1), Byflo,1) etlintérieurde B r{a, 1) . Conclure.

Exercice 10 : Opérations sur l'intérieur et I'adhérence

Soient A et B deux parties d'un espace métrique X .

1. Montrerquesi A C B,alors [\mathring?]4d C [\mathring?]Bet 4 c B.

2. Montrer que Int(A M B) = [\mathring?]A N [\mathring?]B et que
AUB=AUBE.

3. Montrer que [Ymathring?]d U [\mathring?]B CInt{(AUB)et AN B C ANEB.
Montrer, & l'aidede A = Q et B = R\ @, que ces inclusions peuvent étre strictes.

4. Montrerque X \ A = Int(X \ A) .

5. Soit LJ unouvertde X .Montrerque ¥F M A ¢ IF N A.Donnerunexemple dans [
montrant que I'hypothese « TJ ouvert » est nécessaire.

Exercice 11 : Parties denses

%:kEE,

1. Montrer que I'ensemble D = ¢ 2
JE N

des nombres dyadiques est dense dans [ .
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2. onmunit M ,,(R) delanorme 1= ”i}’af{ |mﬁ'j'| . Montrer que G L, (R} est un ouvert
dense de M ,(R).

3. Soient TJ et V¥ deux ouverts denses d'un espace métrique X . Montrerque ©J7 M ¥V estun
ouvert dense.

4. Montrer par un exemple que l'intersection de deux parties denses peut étre vide.

Onnote E = C([0,1],K), muni de doo(f, 9) = ; SLEE 1] HORIY] :

1. Justifier que d. est bien définie et que c'est une distance sur F .

2. Montrerque F' = {f € E: f(0) = 0} est fermée, & I'aide de la caractérisation séquentielle.

€ F:[\forallt?] € 0,1
3. Montrer que & = {f [\forall?] € [0, ]’} est ouverte.

,(2)t) >0

feE:Vte[01]]

f()t) 20
[Nmathring?|H = G et G = H .

4, Onpose H = { ’}.Montrer que H estfermée, puis que

Exercice 13 : Topologie induite

1. Onpose ¥ = [0, 2[, muni de la distance induite par R.Calculer By (0,1) et By (1, %}

Montrer que [0, 1[ est ouvertdans ¥ etque [1,2[ estfermédans ¥ . Ces parties sont-
elles ouvertes ou fermées dans [ ?

g EQ
2. D Y =0, idé = . Mont t a la foi te et
ans ), on considére A {]\.@} <q ﬂiﬂ} ontrer que A esta la fois ouverte e

fermée dans (). Est-elle ouverte ou fermée dans [ ?

3. Montrer que toute partie de & est ouverte pour la distance induite par [£.



4. Soit ¥ unouvert d'un espace métrique X et L7 C ¥ . Montrer que TJ estouvertdans
¥ sietseulementsi TJ estouvertdans X .Enoncer et prouver le résultat analogue pour les
fermés lorsque ¥ est fermé.

1. on munit M (R} d'une norme. Montrer que G L, (R} est ouvert, que
SL,(R) = {M :det M = 1} estferméetque O, (R) est fermé.

2. On identifie le polyndme P = q X2 + bX + ¢ autriplet (a,d,c) € R? . Montrer que
I'ensemble des polyndmes de degré 2 ayant deux racines réelles distinctes est un ouvert de [R3.

3. Montrer que {(z, v, 2) € R: %2 4+ y22 <,z < 1} estouvertet que
[{:t:, y) € [\mabb?]R2: z,z% 4+ y2 = 1} est fermé.

4. Montrer par des exemples que I'image directe d'un ouvert, ou d'un fermé, par une application
continue de [ dans [ n'est pas forcément ouverte, ou fermée.

Exercice 15 : Distance a une partie

Soient I:X, d:l un espace métrique et A4 une partie nonvidede X .Pour x € X ,onpose
dalr) = Inf dir a
(@) = inf, dir,a)

1. Montrer que |d 4(z) — d 4(v)| < d{z, y) pourtous <, ¥ .Que peut-on en déduire ?
2. Montrer que dAI:,I‘:l = 0 sietseulementsi = ¢ A.

3. En déduire que tout fermé F' non vide est une intersection dénombrable d'ouverts.

dg

=i tds" Montrer que f

4. Soient A et B deux fermés non vides et disjoints. On pose

est bien définie et continue, et calculer f sur A etsur B.

5. En déduire qu'il existe deux ouverts disjoints {7 et V telsque 4 C Il et B C V.
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6. Dans [R< euclidien, calculer GEA lorsque 4 estl'axe des abscisses, puis lorsque .4 estle
disque ouvert B{C, 1} .

1. Montrerque © — /1 + 14 est 1 -lipschitzienne sur [ .

2. Montrer que la racine carrée n'est pas lipschitzienne sur [EI, ] , mais qu'elle est % -lipschitzienne
sur [1, +oof .

3. Soient f:X — ¥ [-lipschitzienneet ¢g:Y¥ — Z k! -lipschitzienne. Montrer que
gof est k' -lipschitzienne.

4. Montrerque s:(z,y) — = -+ y est 1 -lipschitzienne de I:[jo di) dans R,et 2-
lipschitzienne de {[Rg, dos) dans [ . Les constantes sont-elles optimales ?

5. Soit {X, d:l un espace métrique. Montrerque o : X ¥ X — [ est 1 -lipschitzienne lorsque
X x X estmunide ladistance Df{z, y), (z/, y) = d(z, ) + d(y, v').

Exercice 17 : Continuité uniforme

1 Soit f:({X,d) — (¥ d’j. Montrer que f n'est pas uniformément continue si et seulement
s'il existe £ >0 etdeuxsuites (z,), (yﬂ} de X tellesque d{zp, yﬂ} — 0 et

d'(f(zn), f(y, ) = € pourtout 7.

2. En déduire que x —s 12 n'est pas uniformément continue sur [ .
3. Montrer que I —+ sin{a:gjl n'est pas uniformément continue sur [k, bien qu'elle soit bornée.
4. Montrer que ]n n'est pas uniformément continue sur ]D, l] .

5. Montrer que |vE — y%| < \f|z — y| pourtous =,y = 0. En déduire que la racine carrée est
uniformément continue sur [EI, —|—CO[ .



T
. Montrer que ¥: % — 71 || estun homéomorphisme de R sur |—1,1[, et expliciter sa

réciproque.

. Montrer de méme que #:zx — 1 _::m est un homéomorphisme de 2 euclidien sur le disque

ouvert B(G,1) .

. Montrer que ]0,1[ et R sont homéomorphes.

. Onnote U lecercleunitéde R2 et g:[0,2n] — U, ¢ — (cost,sin t). Montrer que 9
est une bijection continue, mais que g1 n'est pas continueen (1,0} .

. Citer une propriété préservée par homéomorphisme et une propriété qui ne I'est pas, en s'appuyant
sur les questions précédentes.

Exercice 19 : Espace produit

Soient (X, dx) et (¥, dy) deux espaces métriques. Sur X x ¥ , on pose
ooz, y), (2!, ¥')) = max(dx(z, o/), dy (v, ') et
difz, v), (&', v') = dx (@ o') +dy(y,v/) .

. Montrer que d, estune distance et que don = di < 2 dy, .

. Montrer qu'une suite {it?m yﬂ} converge vers {:J:, y} si et seulementsi Ty — T et
Yo Y.

. Montrer que les projections F 3 et Fv sont 1 -lipschitziennes, et que TF x ¥ est ouvert si
U7 et ¥V sontouverts.

. Soit f:X — ¥ continue. Montrer que son graphe I' f = {(z, f(z}): = € X} estfermé
dans X x Y .

. Montrer que la réciproque est fausse, en étudiant f : [k — R définie par f{g_:} = ;lT: Si

z#0 et f(0)=0.
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6. Montrer que la diagonale A = {(z,z): z € X} estferméedans X x X .

Onnote E = C([0,1],R).Pour f, g € E,on pose doo(f 9) = [%1.1}13] | =9l o

1
ahe) = [ 110 - gl de
0

1. Montrer que 7 estune distance sur & .
2. Montrer que d] < dg, . Qu'en déduit-on pour l'identité de (I, do,) vers (E,dp) ?

3. On pose fn{i:l = " Calculer Cfll:fn, U:l et dm(fﬂ, U:l . Les distances di et dgq
sont-elles équivalentes ?

4. Montrer que la boule BO,OI:D, 1} n'est pas ouverte pour d7 . Les deux distances ont-elles les
mémes ouverts ?

5. Onpose F' — {f o Ef{%} = [j} . Montrer que F' est fermée pour d o, .

6. Pour m > 2,onnote , lafonction « tente », affine par morceaux, nulle hors de
[% — %:% —|-%} , avec Sﬂ{%} — 1.Pour f € E, onpose g, = f~- f{%} 8,, . Montrer

que 9, € F et calculer dll:f, gn}. En déduire que F' est dense dans {E, dl} , puis que
F' n'est pas fermée pour 7 .

Exercice 21 : Distance p-adique sur Z

Soit 2 un nombre premier. Pour 1 € Z \ {0}, onnote wp(n) I'exposantde P dansla
décomposition de || en facteurs premiers. Pour m, n € £, on pose dp(m, n) = p_’”p(m —n)
si m#n et dpln,n) =0.



1. Montrer que Up(a + b) > min{vy(@), vp(b)) lorsque @, & et a 4+ b sontnon nuls. En
déduire l'inégalité ultramétrique dp(z, z) < max(dp(r, y), dp(y, z)), puis que dp est
une distance.

2. Montrer que si dpl(x, y) ?é dp(y, z),alors dplz, z) = max(dp(r, y), dp(y, z)) : « tout
triangle est isocele ».

3. Montrer que tout point d'une boule ouverte en est un centre : si & € B(a, r), alors
B(b,r) = Bla,r).

4. Montrer que toute boule ouverte est fermée et que toute boule fermée est ouverte.
5. Pour k € N, déterminer B (0, p—%).

6. Montrer que p™ — 0 pour dp.Onpose wu, =14+ p+...+ p®—1 : montrer que
(1-pu, — 1.

7. Lidentité de (2, ||) vers (Z,dp) est-elle continue ? Et sa réciproque ?

Exercice 22 : Probléeme : I'espace de Cantor

onnote X = {0,1}N I'ensemble des suites = = (£n)n > 0 2 valeursdans {0, 1} . Pour
T ?/: v ,onnote N(z,vy) = I‘ﬂin{n € [\mabb?]V : r,; [\nonot?]= yﬂ} et on pose
d(z,vy) = 2 VE ¥ avec d{r,5) = 0.

1. Montrer que IN{z, z) > min(IN(z, y), N(y, z)) pour £, ¥; # deux a deux distincts. En
déduire que ¢ est une distance ultramétrique.

2. Soient = € X et k & [N.Montrer que

Bz, 2—k) = [y € X:y =zppou,0<n<k- 1}. Montrer que cette boule est

ouverte et fermée.

3. Montrer qu'une suite :t:':m:J de X converge vers I sietseulementsi, pourtout 7, la
9 T

. m . . Ve Y $.
suite (ﬁgl ):lm est stationnaire égale a n .

4, On définit le décalage o : X — X par ET':SF:' = {$n+1)n > 0. Montrer que o est 2-
lipschitzienne, surjective et non injective.
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5. Onpose ¢(x) = Z 3n+1 Pour & # y et IN = N(z, ), montrer que

< @) ) <

6. En déduire que ¢ estinjective et 1 -lipschitzienne, et que ¢ est un homéomorphisme de X
sur K = ¢(X} , muni de la distance usuelle. La figure ci-dessous montre les premiéres étapes
de la construction de K , avec les mots binaires qui les indexent.

7. Montrer que (;5_1 : K — X estuniformément continue, mais pas lipschitzienne.

[O, 1] e —

0 1
étape 1 m—— e
00 01 10 11
étape 2 m—— — — —
étape 3 == =m - . - . - ==

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.


https://mathovore.fr/espaces-metriques-corrige-exercices-maths-l3

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : espaces métriques, cours de maths en L3

Chapitre suivant : Espaces normés et applications linéaires continues

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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