Corrigés des exercices de maths en L3

Espaces métriques

Corrigé de I'exercice 1 : Distance discrete

1. L'application § estavaleursdans {0,1} C [0, +co[ . Par définition, &(z,y) = O siet
seulementsi £ = Y. La symétrie est claire, car la condition = ?é Yy est symétrique. Pour
l'inégalité triangulaire, soient x, %,z € X .Si = = z,alors &(z, z) = 0 etlinégalité est
vraie. Sinon, &(z, z) = 1 ;or ¥ ne peut pas étre égal a lafoisa = etd =z.Donc

§(z, y) + 8(y, ) > 1. Ainsi, § est une distance.

2. Si r <1,lacondition é(a, z) <r impose é(@,z) = 0,donc = = a.Si r>1,elleest
toujours vraie. De méme, &(a, ) < r équivautd = = a si 7 < 1, et est toujours vraie si
r > 1.ponc B, r)=1{}si r<1, Blag,r) =X si r>1; Bfl,7r) = {a}
si r<1, Bflo,r) =X si r>1.

3. Soit A C X .Pourtout = € A,ona B(z,1) = {3 C A.Donc A estouverte. En
particulier, X ‘\A est ouverte, donc A est fermée. Toute partie est ouverte et fermée.

4.5 ©y — £, ilexiste N telque &(zy, £) <1lpour m > IV, cest-a-dire =, = £ .
Réciproguement, une suite stationnaire converge vers sa valeur finale. Les suites convergentes
sont exactement les suites stationnaires.

5. Soit f:({X,8) = (¥, Gﬁfjl quelconque. Pour tout ouvert ¥ de ¥, f_lI:V:I est une
partie de X, donc un ouvert d'aprés la question 3. Par la caractérisation par les ouverts, f est
continue.

6. Les fonctions constantes sont continues. Réciproquement, soit  f : (R, |{} — (R, &) continue.
D'abord, pour tout  Z, le singleton { f(z)} estouvert pour §,donc fTL({ f(£)}) estun
ouvert de R contenant . Ainsi, f estconstantesurunintervalle |z — 7,z + r[ :elle est
localement constante. Ensuite, f est dérivable en tout point de dérivée nulle. Comme [ estun
intervalle, I'inégalité des accroissements finis montre que f est constante. Les applications
continues de (R, ||) vers (R, &) sont les constantes.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Point de méthode : pour la distance discréte, tout se raméne & I'égalité¢ B(z, 1) = {£}.Retenez que
« tous les singletons sont ouverts » rend |'espace aussi fin que possible.

Corrigé de I'exercice 2 : Les distances d1, d2 et dx du plan

1.ona 1 —4|=3et [2—(-2)] =4 .Donc difu,v) =7, dofu,v) =V9+16 =5
et doolu,v) = 4.

2. La positivité et la symétrie sont claires. Si  dgg(u, v) = 0,alors |z —z/| = |y —y/| =0,
donc % = . Pour l'inégalité triangulaire, soit w = (x//, y//}) . Ona
|le —z/| < |z —2/| + |o/ — 2| € doolu, v) + deolv, W), et de méme pour la seconde
coordonnée. En passant au maximum, @ (i, W) < deg(u, v) + dog (v, w) , donc  de, est
une distance.

3. Posons @ = |z —x/| et b= |y—1y/|. Dabord, max(a,b)? < a2 + 52, donc
doo < dg . Ensuite, (a + b)g = a2 +b% +2ab > a? + b2, donc dy < dy . Enfin,
a+b < 2max(s, b). Ainsi, de, < dyp < dy < 2dy,.

4. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarzdans |2, g + b = (1,1) - (@, b) < V2 Va2 4 b2 . Donc
di £ vV2dg.Pour u={0,0) et v=_{_1),ona di=2cet dy=+2:ilya
égalité. La constante /2 est donc optimale.

5. Les trois distances sont deux & deux équivalentes, par exemple don < di < 2 d, et

% d1 < dq < dy. D'apres le cours, deux distances équivalentes ont les mémes ouverts. De plus,

si d(zp, £) = 0,alors d'(z,,, £) € B d(xy,, £) — 0. Les trois distances ont donc
les mémes ouverts et les mémes suites convergentes.

Corrigé de I'exercice 3 : Fonctions d'une distance

1. D'abord, @ o d esta valeurs positives et symétrique. Ensuite, ¢(d(z, yj) = 0 équivaut &
d{z,y) = 0,doncad T = Y.Enfin, par croissance puis sous-additivité de  :

w(d(z, 2)) < p(d(z,y) + d(y, 2)) < p(d(z, y)) + ¢(d(y, 2)).



Donc ¢ od est une distance.

2. Les trois fonctions sont croissantes, positives et ne s'annulent qu'en [ ; en effet,

£ 1 . . o
TrE = 1—-7  estcroissante. Vérifions la sous-additivité pour @, & = 0.

o Pour ¥1:si @ > 1ou b > 1,lemembre dedroite vaut au moins 1, qui majore
min{l, @ + &). Sinon,ilvaut @ +& > min(l,a + &) .

a+b a b a b
T+a+b ~IFaxb Titaxb~I+ati+p

o Pour ¥n:

o Pour ¥3: (va + JE}Q =a+b+2Jab > a -+ b, puis on prend la racine.

Les trois fonctions conviennent.

. Soit r € ]0,1].0ona min(l, d(z, v}) < r sietseulementsi d(x,vy)<r, car 1 > r.Donc

By/(z,r) = Bglz,r).Si r>1,enrevanche, By/(x,r) = X .Or, dans la définition
d'un ouvert, on peut toujours choisir un rayon 7 < 1. Par conséquent, [J estouvertpour 4 si
et seulement si tout point de [J est centre d'une boule de rayon au plus 1 incluse dans UJ, ce
qui ne dépend pas du choix entre o et 4’ .Les distances o et ;' ontles mémes
ouverts.

. Pour r > 1, 0onatoujours l_i_id‘::lgr,donc Bau(z,r) = X Pour r<1,ona

o <red<r+rdedl-r)<red<ris

Donc B iz, r) = Bd(ﬂ?, #) pour r <1.Comme 7 — est une bijection de

l—r
10,1[ sur ]0, +oo[ , lesboulesde 4/ derayon < 1 sontexactement les boulesde ¢ .

Comme ala question 3, d et 4/ ontles mémes ouverts.

. Pour la distance usuelle, [ n'est pas borné, car |n — D| = 1 n'est pas majoré. En revanche,
d’ < 1, donc R C Bdf{[], 2} . Deux distances ayant les mémes ouverts peuvent donc
différer sur le caractéere borné : cette notion n'est pas topologique.

Corrigé de I'exercice 4 : La distance SNCF

1. Lesvecteurs @ = (3,0) et & = (0,4) ne sont pas colinéaires. Donc
d{a,b) = 1+ 16l =3 +4 = 7 ,alorsque |a —bl = 5.Enrevanche, @ et ¢ sont
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colinéaires, donc  d(a,c) = 1a —cI = 3 .Ontrouve da,b) = 7>5 et dia,c) =3,
égale a la distance euclidienne.

. Positivité et symétrie sont claires, car la colinéarité est symétrique. Si  d(x, y) = 0 avec T, ¥
colinéaires, alors |= — %| = 0. S'ils ne sont pas colinéaires, 11 + |%| = 0 impose

r =y = O, qui sont colinéaires : c'est impossible. Ensuite, dans tous les cas

iz -~y < d(z,y), car £ -y Szt y).

Montrons I'inégalité triangulaire  d(x, z) < d{z,y) +d{y, z) .Si £ et z sont colinéaires,
diz,z) =1z —z21 < |z —y|+ v — 2 < dlz,y) + d(y, 2).Sinon, diz, z) = 1z1+ 121

,et &, Z sontnon nuls. Trois cas se présentent.

oSi Yy =0 dizr,d)+d(0 z) = 1z 4+ 121.

o Si Yy ?é &) n'est pas colinéairea T :
diz,v) +dly, 2) 2 121+ |y + v — 2| = 171 + 121, par I'inégalité triangulaire
renversée.

°oSi W ?é 3 est colinéairea &, il n'est pas colinéairea 2 ;sinon T et 2 seraient tous
deux sur la droite [ % . On conclut comme au cas précédent en échangeant les roles de
et =z,

Donc d est une distance, et |z —vy| < d(z, v).

. Soient @ ?é O et 7>0.Unpoint & colinéaired @ estdans Bfa, r) siet seulement si

I — @&l << r.Un point I non colinéairea & y estsietseulementsi x| <™ — &, cequiest
impossible si  © < |a| . De plus, les points colinéaires du disque |11 < © — |a| vérifient

Iz —al < 171+ 1@ < r . Par conséquent :

B(a,r) = [t eRa:|lx —al <7} sir < |al,
’ lr€eRa:|lz —al<myUiz:1z|<r —la slr>Ial

Enfin, tout point est colinéairea & ,donc B{Q, r) est le disque euclidien ouvert de rayon
r.Pour a = (2,0}, onobtient Bia,1) = |1, 3[ x {0} et
Ba,3) = (]-1,5] x {0} U {z 12| <1} . La figure ci-dessous représente ces deux boules :
un segment seul, puis un segment auquel s'ajoute un disque autour de .



disque ||x]| <1
-1~

1 1 - P
a .r, \\ a
01— O=mmmO————— 0 Qe m—)
A% /
-1 1 -1 S
B(a, 1) pour la distance SNCF B(a, 3) pour la distance SNCF
10 1 2 3 4 5 10 1 2 3 4 5

4, Soit = = tw & L ,avec £=0.Prenons r = |x| > 0. D'apres la question 3, puisque
r <1zl laboule B{z, 1) estformée des points s u telsque |s — | 1wl <t 1ul, c'est-a-
dire 0<s<2¢.Donc B(x,v) C L, et I estouverte pour ¢ .Enrevanche, tout disque
euclidien centré en & contient des points non colinéaires a . Donc {, n'est pas ouverte
pour la distance euclidienne.

5. D'aprés la question 2, I'identité de ([RE, d) vers I:EE, ) est 1 -lipschitzienne, donc
continue. Posons a = {1, D:l et ¢, = {1! %}.Alors [Ty — G| = % —s (1. Pourtant, Tn
n'est pas colinéaire a @, donc -:E{;t:m a:l = |Tn| +1 = 2. La réciproque n'est donc pas
continueen (1,0} .

Corrigé de l'exercice 5 : La distance arctangente sur R

1. La positivité et la symétrie sont claires. Comme arctan estinjective, d{$, :l = 0 implique
I = ¥ . Pour I'inégalité triangulaire, on applique celle de la valeur absolue aux réels arctan x
, arctanty, arctan z.Enfin, arctan prend ses valeurs dans ]—%! ;—T[ .Donc 4 est

une distance et d(r,y) < : R est borné pour .

€ 10, 1]. Par I'inégalité des

2. Lafonction arctan estdérivable, de dérivee 1-|}t9

accroissements finis, d(z,vy) < |z — y|.
3. Supposons qu'une telle constante ¢ existe. Avec £ = 1 et % = 0, on obtiendrait
n < carctann < ¢ % pour tout 7. C'est absurde. Aucune constante ne convient : les

distances ne sont pas équivalentes.

4. D'aprés la question 2, I'dentité de (R, |{) vers (R, d) est 1 -lipschitzienne, donc continue.
Dans l'autre sens, arctan estuneisométriede (R, d) sur ]—5 5[ muni de la valeur
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absolue. L'identité de (R, d) vers (R, ||} s'écritdonc = — tan{arctan ), composée
d'une isométrie et de la fonction continue tan. Elle est continue. Ainsi, I'identité est un
homéomorphisme. Les deux distances ont les mémes ouverts.

5. Supposons que n — £ pour ¢ . Alors
d{n, £) = |arctann —arctan £| — % —arctan £ > 0. C'est une contradiction : la
suite ne converge pas. Pourtant, d{ Uy, U,,) = |arctan n —arctan m| tend vers 0
quand 7, M. — oo, car les deux arctangentes tendent vers % . La suite a donc des
termes de plus en plus proches sans converger. Pour la distance usuelle, ce phénomene est
impossible. On verra au chapitre sur la complétude que cette propriété, elle aussi, n'est pas
topologique.

Corrigé de I'exercice 6 : Ouvert ou fermé ? Parties du plan

1. L'application p:(z,vy) — xy est polynomiale, donc continue. Ainsi, A = p~1(]1, +-c0[)
est ouvert. De plus, (1 + %: 1) £ A converge vers {1, 1} ¢ A ,donc A n'est pas fermé.

A est ouvert et non fermé.

2.0na B = g— ([0, +co[ ) M ATL([0, 4o0[ ), avec glz,y) = y — z2 et
h(z,y) = 1 — v, continues. C'est une intersection de deux fermés. En revanche, (0,0} € B
et (0,—€)¢ B pourtout &> 0 .Aucune boule centrée en (0, 0) n'est donc incluse dans
B . E estfermé et non ouvert.

V3

3. Toute boule centrée en {D, D} , derayon T, contient (ga [j) pour J assez grand ; ce point

n'‘est pas dans ¢ .Donc (' n'est pas ouvert. Ensuite, par densité de 1, il existe des rationnels
q, — V2 | Alors (qn, 0) € C converge vers (VZ, 0) ¢ C'. ' n'est ni ouvert ni fermé.

4. Le point {%: 0) € D n'est pas intérieur, car (%: %} ¢ I tend vers lui. De plus, (%: 0) e D
tend vers {0, 0} ﬁ;‘ L. D n'est niouvert ni fermé.

5. Montrons que B = B{(Q,1).Si 1z <1,onchoisit 7 tel que 1 _% > g, donc x € H.
Réciproquement, si |4 <1- % alors |x1<1.Donc F estledisque ouvert, qui n'est
pas fermé : (1 — %: [:]} — {1! [j:l g F. Cet exemple montre qu'une réunion infinie de fermés

n'est pas forcément fermée.



Point de méthode : pour prouver qu'une partie est ouverte ou fermée, cherchez d'abord une image
réciproque par une fonction continue. Pour prouver le contraire, un seul point ou une seule suite bien
choisis suffisent.

Corrigé de I'exercice 7 : Intérieur, adhérence et frontiere dans
R

1. L'intervalle ]0,1[ estouvert et contenudans A ,donc ]0,1[ C [\mathring?]A4 . En
revanche, 0 n'est pas intérieur, car —¢ ¢ A ;deméme, 2 nelestpas, car 2+ ¢ ¢ A pour
0 <& <1.Ensuite, [0,1] U {2} estferméetcontient A ;deplus, 1 = lim (1- %) est
adhérent. Donc [Ymathring?]d = 10,1[, A = [0,1] U {2} et Fr(4d) = {0,1,2}.

2. Toutintervalle ]n — 1, n + 7 contient des non-entiers, donc [\mathring?]# = . Par

ailleurs, R \'\ L= LEJE ]ﬂ‘! n+ 1[ est ouvert, donc £ est fermé. Ainsi
mn

[\mathring?]Z =0, 7 = 7et Fr(Z)=12.

3. Tout intervalle ouvert non vide contient un irrationnel et un rationnel. Le premier fait donne
[\mathring?]@ = ¥ . Le second donne la densité de @.Donc [\mathring?]Q = @,
ﬁ = [ et Fr{Q} = K.

4. Toute boule centrée en % contient des irrationnels, donc  [\mathring?]B = @ . Ensuite, le
11
complémentaire de B U {0} vaut ]—o0, O U ]I, +eo[ U U } nrl m [ . C'est une

n>1
réunion d'ouverts, donc B U {0} est fermé. Enfin, [ — lim% est adhérenta B . Donc
[\mathring?]B = § et B = FrI:B:I = B U0},

5. D'abord, [\mathring?]C C [\mathring?]Q = { . Ensuite, [0, 1] estun fermé contenant
C' . Réciproquement, soit = € [0,1] et n > 2. L'intervalle le - %: T4 %[ n 1o, 1[ est
un intervalle ouvert non vide ; il contient donc un rationnel 2y, . Ainsi, 4,, € C et 9, —+ T,
Donc [\mathring?]C =0 et C = Fr(C) = [0,1].

Corrigé de I'exercice 8 : Intérieur et adhérence d'une partie du
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plan

1. Les applications IV :(z,vy) — =2 4+ y2 et g:(z,y) — v sont continues. Ainsi,
Dt = N71(]-00,1[) N g—1(]0, +co[) est une intersection de deux ouverts. Donc
Dt estouvert. De méme, K = N1(]-co,1]) M g—1([0, +co[) est fermé.

2. Comme [t estunouvert contenudans F ,ona DTt C [\mathring?]E . Soit

(z,0) € 5. Pour D{e{%,

dans S ,niégala P .Donc (z,0) n'estpas intérieur. De méme, (g, —%} ¢ E, donc P

le point (z, —¢) n'est pas dans E :iln'estnidans D, ni

n'est pas intérieur. Ainsi, [\mathring?]® = DT.

3. D'une part, K U { P} estfermé, comme réunion de deux fermés, et contient F . Donc
E C K U{P}.Dautrepart, P € E .Soit (z,y) € K .Onpose
Z, = (1 — ,}—1) (r,y) + (D, ﬁ) Sa norme est au plus 1 — % + Z‘I_n < 1, et sa seconde
coordonnée vaut au moins o 0.Donc z, £ Dt et z, — I::E, y} . Ainsi,
E =KuUiP}.

4. Par définition, Fr(E) = E \ [\mathring?]E = (K \ D1) U {P}]. La frontiére est
formée du demi-cercle supérieur fermé, du diametre [—1,1] x {0} et du point P .
Comme [Y\mathring?]& ?é Eet E ?‘3 £, FE n'est ni ouverte ni fermée. La figure ci-
dessous montre |'adhérence et la frontiere obtenues.

1 A 1
intérieur
0 - 0
-0,5 1 ®p -0,5 1 ®p
-1 0 1 -1 0 1
adhérence : demi-disque fermé frontiére (en rouge) : arc,

et point P diameétre et point P



Corrigé de I'exercice 9 : Boule fermée et adhérence de la boule

ouverte

1. L'application = —+ d(a, ©) est 1 -lipschitzienne, donc continue. Ainsi, B f(a, ) est I'mage
réciproque du fermé [0, ] : elle est fermée. Comme elle contient B(a, r), et que I'adhérence
est le plus petit fermé contenant la partie, B(a, r) C Bf{r;;, T).

2. Soit « € By(a, 7). On pose T, =a _|_(1 —%)(a: — @) pour 7 > 1. Alors

|$-n,_a‘| — 1_%)|$_a_|{f,d0nc Im - B{G, J.‘i'-il.De plUS,
|Tp — %) = Al —al — 0. Par caractérisation séquentielle, =« £ B{.ﬁ,] r} . Donc
Ba,r) = Byla, 7).

3. La boule ouverte est un ouvert contenu dans Bf{r:&, ?‘:l , donc elle est incluse dans son intérieur.
Soit « telque 1 —al = T . Pour t>>0,onpose ¥, = T + t(x — a). Alors
Yy — & = (l+t)r>r et |¥;—%| =TT Touteboule centrée en = contient donc un
point horsde B f(a,7) : & n'est pas intérieur. Donc l'intérieur de B f(a, r) est Bla, ).
Enfin, B(a, ) estouverte, donc Fr(B(a,r)) = Bf(a,r)\ B(a, ). Cest la sphere
S, 7).

4.0na B(a,1) = {a}, quiestfermé, donc  B{a,1) = {a} . Enrevanche, Bf(a,1) = X,
dont l'intérieur est X . Comme X a au moins deux points, B(a, 1) ?é Byl 1) et
Int(Bf(a, 1)) = B(a,1). Les égalités de la question 2 et 3 utilisent donc vraiment la structure
d'espace normé.

Corrigé de I'exercice 10 : Opérations sur l'intérieur et
I'adhérence

1. Si A C B, alors [\mathring?]A4 estun ouvert contenu dans B, donc dans le plus grand
d'entre eux: [\mathring?]Ad C [\mathring?]B. Deméme, B estun fermé contenant
A ,donc A ¢ BE.L'intérieur et I'adhérence sont croissants.

2. Parcroissance, Int(A M B) C [\mathring?]A N [\mathring?]B . Réciproquement,
[Zmathring?]A M [\mathring?]B est un ouvert, comme intersection finie d'ouverts, contenu
dans A N B.llestdoncinclusdans Int{A N B).De méme, par croissance,
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AUR c AU B.Réciproguement, A |J B estunfermé contenant A |J B.D'ou les
deux égalités.

. Les deux inclusions découlent de la croissance. Avec A = Q et B =R\ @Q,ona
[\mathring?]A U [\mathring?]B = @ alorsque Int{4A U B) = R.De plus,
ANE = @ — [j,alorsque 4 M B = R.Les deux inclusions sont donc strictes dans
cet exemple.

.Soit &€ X .Ona = ¢ A sietseulement s'il existe r >0 tel que Bz, minA=10.
Celarevienta Bz, r) C X \ 4, cesta-dire = € Int(X \ 4). Donc
X\A =1Int(X\ A4).

.Soit UM A et r>0.Comme U estouvert,ilexiste p € ]0,7] tel que
B(zr,p) C U .Comme gz ¢ A4,laboule B{z, p) rencontre A ; elle rencontre donc
U NA . Ansi, Bz, r) rencontre T/ N A pourtout 7.Donc U NA C I A-

Sans I'hypothése, prenons 7 = {0} et A = ]0,1[ :alors 7 N A = {0} mais
UnNnA=10.

Corrigé de I'exercice 11 : Parties denses

12" = |

:’Eﬂ == Eﬂ_

. Soit = & [ .On pose ¢ P . Par définition de la partie entiere,

0 < En:E—LEﬂ:FJ{I,dOHC 0 < gg—xﬂ{f” .Ainsi Ty —+ T Tout réel est
limite de dyadiques : T est dense dans [X.

. Le déterminant est polynomial en les coefficients, donc continu. Ainsi, G L,(R) = det_l{[ﬁ*}
est ouvert. Soit maintenant M € M ,(R) . La fonction t — det(M — ¢ I,) est
polynomiale de degré 7., de coefficient dominant {—1}n. Elle n'est donc pas nulle et n'a qu'un
nombre fini de racines. Il existe ainsi k& tel que AL — % I, soitinversible pour k > ky.or
1 1
‘M ~(ar-}1,)

= ¢ — 0.Donc  GLy(R) estunouvertdensede M,(R).

. D'abord, TF 1V estouvert, comme intersection finie d'ouverts. Soit T¥ un ouvert non vide.
Comme [J estdense, W 1 LJ estnon vide; de plus, c'est un ouvert. Comme ¥ est dense,

(WnuUu)nv ?é i . Ainsi, tout ouvert non vide rencontre I/ MV .Donc [F MV estun
ouvert dense.

. Les parties ©Q et R @ sont denses dans R et d'intersection vide. Elles ne sont pas
ouvertes, ce qui explique I'échec du raisonnement précédent.



Corrigé de I'exercice 12 : Caractérisation séquentielle dans

Cc([o,1])

1. Pour f,g € E  lafonction |f — g| est continue sur le segment [0, 1]. Elle est donc bornée,
par le théoreme des bornes atteintes, et le sup est fini. Ensuite, dm{f, g} = 0 impose
f(t) = g(t) pourtout . La symétrie est claire. Enfin, pour tout %,

[£&) = h@)| < |73 = 9@)] + 19(2) — AlE)| < deoly 9) + doo(g, B). En passant au sup,

d.. estune distance.

2. Soit (fn:l une suite de  F' qui converge vers f € E . Alors
1FO)] = |70 _fn{[j}| < deo(f, fﬂ:' — 0.ponc f(0) =0et f € F.Par

caractérisation séquentielle, F est fermée.

3. Soit f € G . Par le théoréme des bornes atteintes, m o= E,:Tj]m] f est atteint, donc m == 0.

deolg, f) <m ,alorspourtout ¢, g(t)> f(t)—m > 0.Donc B(fym) C G.
Ainsi, (7 est ouverte.

4. Si fﬂ € H convergevers f, alors pour tout fﬂ{i} — f(t) car
|fﬂ'it:' - fE)] £ dm{fﬂ, £} Par passage a la limite, f(t) > 0: H estfermée.

Ensuite, (37 estun ouvert contenudans & ,donc & C [Y\mathring?]H . Soit
f e H\G :ilexiste tp telque f(fg) = 0.Pourtout >0, lafonction f —5—" est
dans B(f, r) mais pasdans H .Donc f ¢ [\mathring?]H et [\mathring?]d = G&.

Enfin, A estunfermé contenant &, donc G H Réciproguement, pour f e H la
suite f_|_— estdans {F et dm{f+ f} _>|;j Donc G — H .

Corrigé de l'exercice 13 : Topologie induite

1. ona By(0,1) =]-11[NY = [0,1] et By (], 2} = ]1 3[ Ainsi, [0, 1] est une boule
ouvertede ¥, doncunouvertde ¥ .Deplus, [1,2][ = [1,2] N Y estla trace d'un fermé
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de R,doncunferméde ¥ .Dans R, enrevanche, [0,1[ n'estniouvert (3 causede 0)ni
fermé (a cause de 1). De méme, [1,2[ n'est niouvert (a cause de 1) ni fermé (car

9 _ % —s 9 ). Ouvert ou fermé dépend de I'espace ambiant.

2. Lesréels 3 et 3 sontirrationnels. Donc A = Q@ N VZ,V3[ = QN [v2,V3] . La
premiére écriture montre que .4 est ouverte dans (J, la seconde qu'elle est fermée dans 1.
Dans [, A estd'intérieur vide, et non vide, donc non ouverte. Son adhérence est

[VZ, V3] ?é A, pardensité de ©. A estouverte et fermée dans (J, mais ni ouverte ni
fermée dans [.

3. Pour n e £, BE(’”] %} = {n} . Tout singleton est donc ouvert dans . Par réunion, toute
partie de # est ouverte.

4. Si U7 estouvertdans ¥ ,ils'écrit 7 = O MY ,avec O ouvertde X .C'estune
intersection de deux ouverts de X , donc un ouvert de X . Réciproquement,si I ¥ est
ouvertdans X ,alors IFf = {7 MY estouvertdans ¥ .Si ¥ estouvert, les ouverts
de Y sontles ouvertsde _X contenusdans ¥ .Deméme,si Y estfermé, les
fermés de Y sontles fermésde X contenusdans ¥ :unfermé F M ¥ de Y est
une intersection de deux fermés de X ,etunfermé F C ¥ de X Vérifie F = FMNY.

Corrigé de I'exercice 14 : Continuité par image réciproque

1. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, et les coefficients sont des fonctions
continues de la matrice. Le déterminant est polynomial en les coefficients, donc continu. Ainsi,
GL,(R) = det_l{lﬁ*j estouvertet SL,(R) = det_l{ {1}) est fermé. Ensuite,
'u:,t’» : M — MT M ades coefficients polynomiaux, donc elle est continue. Par conséquent,
On(R) = 1,!)_1{{1“}} est fermé.

2. Lepolynéme g X2 4+ X + ¢ estde degré 2 et a deux racines réelles distinctes si et seulement
sia ?é 0 et p2 _ 4ge > 0. L'ensemble cherché vaut donc
(@, b,0):a# 0} N A™(]0, +oo[), avec Afa, b, c) = b2 — 4ac continue. C'est une
intersection de deux ouverts, donc un ouvert.

3. Le premier ensemble est u—1(]0, +co[ ) M w—1(]0, 4+co[), avec
u{;t:, Y, Z:I =z —zd— yg et wl::.v, Y, z:l = 1 — z continues : il est ouvert. Le second est
l'image réciproque du fermé {1} par (z, %) — =% + y2 : il est fermé.

4. L'image de l'ouvert |—1,1[ par £ — 2 est [0, 1], quin'est pas ouvert. L'image du fermé
F par EXP est ]D, —I—c:o[ , qui n'est pas fermé. Le théoreme porte sur les images



réciproques, jamais sur les images directes.

Corrigé de I'exercice 15 : Distance a une partie

1. Soient =,% € X et a € A.Ona dy(z) < dir,a) < d(zr,y) + d(y,a). Enpassant a la
borne inférieure sur @, on obtient d 4(x) < d(z, v) + d 4(y) . En échangeant = et ¥,
|da(z) —da(y)| < diz,y). Ainsi, dg est 1 -lipschitzienne, donc uniformément continue.

2. Par caractérisation de la borne inférieure, d 4(x) = O si et seulement si, pour tout + > 0, il
existe a € A avec d(x,a) < r . Cela signifie que toute boule B(x, ) rencontre A .
Donc du(r) =0& =€ A.

3. Soit F' un fermé non vide. Les ensembles U, = d}l(]_mjé[} sont ouverts, car d g
est continue. Si £ € F',alors dg(zx) = 0,donc « € U, pourtout 7 .Réciproquement, si

$EmUn,anrs dp(r) = 0,donc £ € F = F .Ainsi, = QIU”.
n m

4. Si da(r)+dp(r) = 0,alors dyalzr) = dg(zr) = 0, donc
t e ANEB = ANEB = .Cestimpossible : le dénominateur ne s'annule pas. Donc f
est définie et continue, comme quotient de fonctions continues. De plus, f = 0 sur A et
f=1sur B,car dp>0sur A e dg>0sur B.

5. Onpose [J = f_l{]—m,%[} et V = f_l(]%: +oo[ ) - Ce sont des ouverts, par
continuité de  f, et ils sont disjoints. De plus, A C I7 et B C ¥V d'aprés la question
précédente.

6. Si A estl'axe des abscisses, ona |(x, y) — (%, []j|2 = (x - 1}3 +y2 > y2, avec égalité
pour t = x.Donc dulz,vy) = |y|.Si A =BG 1) et 1z >1,alorspour a € A,
T —al > 15— 1@l > 11 — 1. Parailleurs, a; = g, avec t € [0, 1], vérifie
|z —ay =1x1—%t = 121 -1 quand ¢ — 1.Donc dy(x) = max(0,1z1—-1) ;la
valeur est nulle a I'intérieur du disque.

Corrigé de I'exercice 16 : Applications lipschitziennes

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1. Lafonction g:z — 14 14 est dérivable, et Qf":i?:' = Jﬁ . Or |:J::| <1+ Tzl

donc |g/(x)| < 1. Par I'inégalité des accroissements finis, ¢ est 1 -lipschitzienne.

mﬂ — ﬁ , qui n'est pas borné quand A — 0. La racine carrée
n'est donc pas lipschitzienne sur [0,1].Sur [1, +oo[ , sa dérivée % est majorée par
1

5 Par l'inégalité des accroissements finis, elle y est % -lipschitzienne.

s pour 7,y € X, dg(g(f@) g(f&) < K dy (f@) £(3) < k' k dx(z,y). Done
gof est kL i!-lipschitzienne.

2. Pour h € 10,1],0na

4. Ona |s(z,y) —s(z/,v')| € |z —=/| + |[v — /| = dy. Ensuite, cette somme est au plus
2 d o . Pour I'optimalité, prenons l'origine et {1, 0) : I'écart vaut 1 = d. Avec l'origine et
(1,1), lécart vaut 2 = 2 d, . Les constantes 1 et 2 sont optimales.

5. D'aprés I'inégalité triangulaire renversée, |d{z, v) — d(z/, y)| < d(z, =’) et
|d{ =, y) — d{z’/, y')| £ d{v, y'). Par Inégalité triangulaire dans R :
|d(z, y) —d(e’, y")| < d(e, &) + d(y, y') = D((«, y), (=, y")).

La distance ¢ est donc 1 -lipschitzienne sur (X x X, D).

Corrigé de I'exercice 17 : Continuité uniforme

1. La négation de la continuité uniforme s'écrit : il existe £ > 0 tel que, pour tout & == 0, il existe
£,y avec d(z,y) <8 et d'(f(x), f(v) > e .Enprenant § = — }I_l,on construit les
deux suites. Réciproquement, supposons que de telles suites existent et que f soit uniformément
continue. On associe & a £.Pour 7 assezgrand, Cfliit?m yﬂ} <&, donc
d (flz,), f(y,)) <& :clest une contradiction. La caractérisation est établie.

2. Avec $n:n+%et Yo =™, ona xn—yn:%aﬂ,mais

a:% — y% =2+ ﬁ > 2.Donc g — 2 n'est pas uniformément continue sur [.

3. Po.ur n>1 ,onpose T, = W 2nar —|—TE—T et Y, = Vanm Alors
sin(x2) —sin(y2) =1 -0 = 1. Deplus:



m%—y% m /2 T
Tn =Yy = T, ¥y, = Tntu, = f2nr T U

Donc = — sin{xg} n'est pas uniformément continue, bien gu'elle soit bornée.

4. Avec T, =e Tet Yy, = e= =1 dans 10,1],0ona E yﬂl <e ™ = 0, mais
|1Il Tn —In yﬂI = 1l .Donc |n n'est pas uniformément continue sur ]D, 1].

5. Par symétrie, supposons = = u = 0. L'inégalité vT < T + JT — U équivaut, en élevant
au carré des nombres positifs,a = < = + 2~|"yI:£ — y:l , ce qui est vrai. Donc
0<vE—yg < yT—7.Soitalors £>0 ;onpose § = ¢2.Si |z —vy|<d,alors
|V — | < €. La racine carrée est uniformément continue sur [0, +co] , sans étre
lipschitzienne d'apres I'exercice 16.

Point de méthode : pour nier la continuité uniforme, cherchez deux suites qui se rapprochent la ou la
fonction varie vite : vers l'infini pour x2 et sin{z2),vers 0 pour In.

Corrigé de l'exercice 18 : Homéomorphismes

1. La fonction CP est continue, car son dénominateur 1 4 |z| = 1 ne s'annule pas. De plus,

()| = 1_|_| < 1. Posons "ub':y:' = 1_ 1—Jy] POUr ¥ € ]=1,1[, continue. Pour

y € ]-L1[ 1+ y)| = 1_—|y| ,donc (P(y)) = y . De méme, 1 - |‘P(ﬂ3‘:‘| = 1+|$|

,donc  (p(r)) = = .Ainsi, ¥ estun homéomorphismede R sur |-1,1[,d
v

réciproque % — 1— |y|

2. Le calcul est identique en remplacant || par ' . Eneffet, |#(z)| = 1+ o <1.et
wy) = 1—y|y| vérifie ¢ oW = 1d et W o P = 1d.Enfin, & et W sontcontinues:

ce sont des produits d'une fonction scalaire continue, construite avec la norme, par l'identité. Donc
k2 et le disque ouvert sont homéomorphes.

3. L'application £ — 2z —1 est un homéomorphisme affine de ]0,1[ sur ]-1,1[ .Enle
composant avec 1, on obtient un homéomorphisme de ]0,1[ sur R.Donc ]0,1] et R
sont homéomorphes.

4. Les coordonnées de g sont continues, donc g I'est. Tout point du cercle s'écrit l:cos t, sin ﬁ:l
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pour un unique t & [D, Zﬂ[ , donc @ est bijective. Posons maintenant tn = 2 _% pour
n>1,et z, = g(t,).Parcontinuité de cos et sgin,
zy — (cos 2m sin 27) = (1,0) = g(0) . Pourtant, g—1(z,) = t, — 27, quiest
différentde g—1(1,0) = 0.Donc g—1 n'est pas continue en (1,0} . La figure ci-dessous
montre ce phénomene : des points proches de 24 ont des images proches de g{D} .

[0, 2n]

n=2mT-1/n
(0)=(1,0)

g(t,)—»(1,0)

5. Un homéomorphisme préserve les ouverts, les fermés, la densité et les suites convergentes. En
revanche, il ne préserve pas le caractére borné : [ n'est pas borné, alors que ]—l, 1[ I'est.

Corrigé de I'exercice 19 : Espace produit

1. La positivité, la symétrie et la séparation se lisent sur chaque composante. Pour l'inégalité
triangulaire, chague composante vérifie par exemple
dy(z, 2"y < dyl{z,z!) +dx(z!, £/, qui est majoré par la somme des deux distances
d o, . On passe ensuite au maximum. Enfin, pour @, = 0 ,ona
max(a, b) < a +b < 2max(s, b) . Donc d, est une distance et
doo < G‘El <2 doo .

2. Ona d;{{fl?m :F:l < deg l:fl?m yﬂ), {fl?, y}} , et de méme pour ¥ . Sile membre de droite
tend vers 0, les deux composantes convergent. Réciproquement, si d y (y,, ) — 0 et
Efyl:yﬂ, y} — U, leur maximum tend vers [ . La convergence dans le produit équivaut a
la convergence des composantes.

3. Ona EEX':PX{U}, PX@D < dm{u, ’U:' ,donc Py est 1 -lipschitzienne, et de méme pour



P+ . Ainsi, UxV = P}l(U:‘ M P}_,—I{V:' est ouvert, comme intersection de deux

ouverts.

4. Soit (zy, f{zy)) unesuitede I'f quiconvergevers (z,y).D'aprés la question 2,
Tpn — T et flwy,) — y.Parcontinuitéde f, f{x,) — f(z).Parunicité de lalimite,
Y = f{a:‘:l , donc {:t:, :l € I' f . Par caractérisation séquentielle, I" r est fermé.

5. La fonction f n'est pas continueen 0, car Jﬂ:%} — . Montrons pourtant que son graphe est
fermé. Soit I::t?m f{:]?n:l:l — l::E, y:l Siox ?é 0,alors =z ?é 0 a partir d'un certain rang, et
f est continue en x, donc Yy =5 = f{@ Si 1 = (0, supposons qu'une infinité de Tn
soient non nuls. Pour ces indices, |f{zy)| = ﬁ — 00, ce qui contredit la convergence de
f(zy) vers ¥.Donc z, = 0 apartird'un certainrang, et v = f(0) = 0. Le graphe
est fermé, mais f n'est pas continue : la réciproque est fausse.

6. D'apres I'exercice 16, o : X x X — R est 1 -lipschitzienne pour dl , donc continue pour
d o , qui a les mémes ouverts. Comme A = d_l{ {0}) par séparation, la diagonale est
fermée.

Corrigé de l'exercice 20 : Distances uniforme et intégrale sur

Cc(o,1])

1. L'intégrale d'une fonction continue positive est positive, et la symétrie est claire. Si dl{f, g:l = 0,
la fonction continue et positive |f - g| est d'intégrale nulle sur [D, 1] . Elle est donc nulle, d'ou
f = g.L'inégalité triangulaire s'obtient en intégrant |f —A| < |f — g| + |[g — 4| . Donc
di est une distance.

2. Pourtout t, |f(t) — a(t)| £ deo(f; ). Enintégrant sur un intervalle de longueur 1, on
obtient di < dg . Par conséquent, I'identité de (F, d.,) vers (F, di) est 1-
lipschitzienne, donc continue.

1
3.0na dl{fn’ 0) = fﬁ"”’ dt = n_ll_l,alors que Eio.ol:fﬂ, 0) =1, atteinten + = 1.5l
]
existait [ telque dgg < 5 di,onaurait 1 < ni—;—l pour tout 7. C'est absurde. Les

distances ne sont pas équivalentes.

4. La fonction nulle appartient a BOO{D, l:l .Soit r=0,et n telque - _2|_ j<r.la fonction
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h =2f, vérfie dy(h,0) = ﬂiﬂ <r et deg(h,0) = 2. Ainsi, aucune boule de dj
centrée en 0 n'estincluse dans B, (0, 1). Cette boule n'est pas ouverte pour dj : les
deux distances n'ont pas les mémes ouverts.

. L'évaluation e: f — f{%} vérifie |e(f) —e(g)| < dus(f; g) . Elle est donc continue pour
deo . Ainsi, F' = e—1({0}) est fermée pour d,.

. La fonction 9., est continue et gﬂ{%} = f{%j — f{%} x 1 =0,donc 9, € F Ensuite,

lintégrale de 8., est l'aire d'un triangle de base % et de hauteur 1 . Elle vaut % Donc
1

dl(f’gn)z‘f(%)‘ Qn(t) dt=‘f(lnﬂ%0+
0

Ainsi, F' est dense dans {E, dl} .or F ?é £, puisque la fonction constante égale a 1

n'est pasdans F' .Donc F' = & ?é F',et F n'est pas fermée pour dj . La figure ci-

dessous illustre la construction pour f{t) = 1+t et n = 8 :la zone colorée a pour aire %

aire =d(f,gn) =<
21 — fix)=1+x

gn=Ff—1f(1/2)6,, n=28

gn(1/2) =0

0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

Point de méthode : en dimension infinie, deux distances naturelles peuvent définir des topologies



différentes. Une fonction peut étre petite en moyenne sans étre petite en tout point.

Corrigé de I'exercice 21 : Distance p-adique sur Z

1. Ecrivons a = p®a’ et p = P,B b, avec a/, ' premiersa P et, par symétrie,
a < B.Aors g +b=p2al + p,B -« b’j est divisible par . Donc
vple +8) > o = min{vp(a), ve(b).

Soient T, Yy, # € £ . Sideux d'entre eux sont égaux, I'inégalité ultramétrique est immédiate.
Sinon, = —z = {x —y) + (¥ — 2}, avec trois termes non nuls. Donc
vplz — z) 2 min(vp(r — y), vp(y — 2)). Comme £ — p—% est décroissante, on obtient

dP':‘ﬂ! z:' < ma’j{{diﬂ(ﬂ:: y}, dp':y, z:':' :

Enfin, dp > 0, dp{m,n) = 0 sietseulementsi m = n,et vp(—a) = vp(a) donne
la symétrie. Comme maxt(u, v) < u + v pour u,v = 0, dp est une distance.

2. Supposons par exemple dp(z, ¥) < dp(y, ) . D'une part,
dp(r, z) < max(dp(z, y), dp(y, z)) = dp(y, z). D'autre part,
dp(y, 2) < max(dp(y, ), dp(z, 2J). Or ce maximum ne peut pas valoir dp(y, £}, qui est
strictement plus petit. Donc dp(vy, z) < dp(z, 2). Ainsi

dp(z, 2) = dp(y, 2) = max(dp(z, ), dp(y, 7).

3. Soit b € Bla,r)et y € B(br). Aors dpla,y) < max(dpla,b), dp(b,v)) <r.Donc
B(b, ) C B(a,r).Comme a € B(b,r),le méme argument donne I'inclusion inverse. Donc
B(b,r) = B, r).

4. Soit ¢ Bfa, r).si B(r,r) rencontrait Bfa, r) enunpoint ¥, on aurait
Bz, r) = B(y,r) = B{a, r) d'aprés la question 3, donc x € Bf{a, r) . C'est absurde.
Ainsi, le complémentaire de Bfa, r) est ouvert : la boule ouverte est fermée. Ensuite, soit
T € Bf{a, T:' et Yy € B{£1 T} . Alors dP(al y:' < max{d?(a: LE:': CEP{$1 y}} < 7. Donc
B(z,r) C Bf(a,r) :la boule fermée est ouverte.

5. Pour m ?é 0, dp(0,n) < p—% équivauta wyp(n) > &k, cesta-dired pk|n.Comme 0
est aussi multiple de pk, B (0, p—k) = pk Z.

6. Ona dp(p™ 0) = p~™ — 0,donc p™ — 0 pour dp.Ensuite, par la somme
géométrique, (1 — p) uy, = 1 — p™. Donc
— — R . .
dp((1—pupl) =p vp(—p") _ p~7 — 0. Ainsi, (1-p)u, — L.
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7. Pour la distance usuelle, tout singleton {n} = B(ﬂ] %} est ouvert, donc toute partie de & l'est.
Par conséquent, toute application définie sur  {Z, ||} est continue : I'identité vers (Z, dp)
est continue. En revanche, p™ — 0 pour dp, alors que |p” — D| = 1. La réciproque
n'est donc pas continue en (.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : l'espace de Cantor

1. Soient &, Y, Z deux a deux distincts et m = min(IN{z, v}, N(y, z)) . Pour n <m,ona
Tp =Y, et Yy = Z%n ,donc Tn = Zn.Ainsi, IN(z, z) > m. Par conséquent,
diz, z) = 9= N, 2) ¢ 97 _ max(d(z, v), d(y, z)) - Si deux des points sont égaux,
cette inégalité est immédiate. La positivité, la séparation et la symétrie sont claires. Donc 4 est
une distance ultramétrique, puisque le maximum est majoré par la somme.

2. Pour ?é r,ona diz,y) < 27k sjetseulementsi N(z,1y) > k . Cela signifie que
¥ = Tmopour 0 <n <k-—1.lecas ¥ = T estinclus dans cette description. D'ou
I'égalité annoncée. Cette boule fermée est fermée. De plus, d ne prend que les valeurs (0 et
97 ™ Ainsi, d(z,y) < 27K équivautd diz, y) <2751 et
Bf(z,27%) = B(z, 27%%1) . La boule est donc aussi ouverte.

3. D'aprés la question 2, d(;r;'im;'] @ < 29—k équivaut 3 :t:g'-;”:' =Ty, pour 1< k—1.
Supposons que I;f:m) _y o etfixons n.Pour k& = n +1,ilexiste M telque
:1:5-{”3' = z, pour m > M .Réciproquement, supposons chaque coordonnée stationnaire.
Soit k ;ilexiste MM telqueles k premiéres coordonnées de .,.(") coincident avec celles de
x pour tm = M . Alors d(;r;'im;'] @ < 92—k . La convergence équivaut a la
stationnarité de chaque coordonnée vers Ly .

4. Soient :r:?é yet N =DN(xvy).si N=20,aors dioz,oy)<1<2=2dz,vy).
Si IN = 1,lessuites & £ et @ Y coincident jusqu'aurang [N — 2 inclus et différent au rang
N —1,car :I:N?é Yy - Ainsi Nig z,0y) = N —1, donc
dio z,0y) < 21 =N = 2d(z,y). Donc & est 2 -lipschitzienne.Pour y € X ,la
suite {D, Yo Yo :l apourimage ¥ : & est surjective. Mais I:D, Yo Y- :l et
':1, Yo Y- :' ontla méme image : ¢ n'est pas injective.

5. La série définissant é{x} converge, car son terme général est majoré par BT‘H . Supposons, par

symétrie, Tpr = 1 et Yp = 0 | Les termes d'indice . < IV se compensent, donc
N N



_ ﬂ)
B(0) = $(y) = gim + 3 o te)
n>N

2 2 1 1
or Z gn+l = g¥+2 X 1= 1/3 = 3N+1.Donc
n>N g 1 1

é{f"} ¢(y:l E W +1 3N+1 = N +1 - De méme,
#) ~ 9(s) < e+ 3 = 3i Dol 33 < 19 - 4(8)] < 3

6. La minoration montre que  ${x) ?é $(y) si =z ?é Y : ¢ estinjective. La majoration donne
|#(x) — ¢()| < 3= < 2=N = d(r,y) : ¢ est 1 -lipschitzienne, donc continue.
Ainsi, ¢ est une bijection continue de X sur K . Pour la continuité de la réciproque, soit
Uy, = $(z™) unesuite de K qui converge vers u = ¢(z) . Avec
N, = N(:;:':m), ) lorsque () ?é x , la minoration donne
B_KNm +1) < |Um — u| — 0.Donc IN,, = 4oo, cest-a-dire gj{g;(m), ;r;} — 0.
Par caractérisation séquentielle, 95_1 est continue : ¢ est un homéomorphisme de
X sur K.

7. S0it >0 et k telque 2=k < g.0npose § — 3—(k+1).Si |d(x) — H(y)| <8 avec
z# 1y, alors 3=(N+1) . 3—(k+1) ,donc N >k et d(r,y) <2~ % < e.Donc ¢!
est uniformément continue. En revanche, soit & la suite nulle et ¥ la suite quivaut 1 au

seulrang IV . Alors diz,y) = 27N et |¢(z) — ¢(y)| = 5%_'_1 . Le rapport vaut

d(z,y) _ 3N+l 3(3)N
[¢(z) — d(y)| — 2x 2V = 2

) o | YilYy = Tn
Donc c;’;_ n‘est pas lipschitzienne. Pour conclure, chaque cylindre n <k
]

correspond a I'un des 9k segments de longueur 3—k de I'étape % du Cantor, comme sur la
figure de I'énoncé.

Point de méthode : un encadrement de la forme ¢ g(d) < |$(z) — ¢(v)| < C A(d) regle dun
coup l'injectivité, la continuité de ¢ et celle de sa réciproque.

Revenir aux énoncés des exercices

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/espaces-metriques-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : espaces métriques, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur espaces métriques

Chapitre suivant : Espaces normés et applications linéaires continues

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/espaces-metriques-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-metriques-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-vectoriels-normes-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

