Exercices de maths en L3

Espaces Lp

Sauf mention contraire, [ et ses intervalles sont munis de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue }.Onnote '"'» lanormede [P, et @ désigne I'exposant conjugué de P, défini par

ptg=1

Exercice 1 : Fonctions égales presque partout

On travaille sur R etonfixe p € [1, 4oo].

1. Montrer que la relation « f = g presque partout » est une relation d'équivalence sur I'ensemble
des fonctions mesurables.

2. Montrer que 1Q est nulle presque partout. Que vaut sa classe dans LP{IR} ?

3. Soit f mesurable. Montrer que f|f|i':J dX = 0 sietseulementsi f = 0 presque partout.

On pourra utiliser I'inégalité de Markov.

4. Montrer qu'on ne peut pas définir I'application « valeur en [ » sur LP{R} . Montrer en revanche
gu'une classe contient au plus une fonction continue.

on munit [0,1] de la mesure de Lebesgue, qui est une probabilité.

1. Soit f:[0,]] — ]0, +oo[ mesurable telle que f et ln f soient intégrables. Montrer que
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1 1
expflnfﬂff.
0 0

2. En déduire I'inégalité arithmético-géometrique : pour ;- -+ Tn >0,
1 1
(T1---%n) /n <alry+...+xq).

2

1 1
3. Montrer que f|f| < f|j-f|2 pourtoute F € L2([0,1]).
0 0

4. Vérifier numériquement les deux inégalités avec  f(x) = e .

Exercice 3 : Puissances de x dans les espaces Lp

Soit a4 >0 et fa(:L“} = £~ % pour x > 0. La figure ci-dessous représente fa pour trois valeurs
de .

6 p sdeO:E vers +o ;
axposantap <1 exposantap=>1

2.5 3.0 3.5 4.0



1. Déterminerles p € [1, +oo telsque f_ € LP(o,1]).
2. Déterminerles p € [1, +oof telsque f_ € LP([1, +co[ ).

3. Lafonction [, appartient-elle 3 un espace LP(]0, +co[), pour p € [1, +00] ? Etudier
aussi L°(]01]) et L°°([1, 400 ).

4. Soit glx) = m sur |0,1] . Montrer que g € LP(]0,1]) si et seulement si
ps2.

Exercice 4 : Inégalité de Holder sur des exemples

1
1. Soit f € LQ([D,I]}. Montrer que f,ff(;p} dr| < %Lﬂg,et déterminer les cas d'égalité.
0

1
2. Soit  f € L%([0,1]) . Montrer que f|f{g;}| PR TR < 33/4 |f|‘i
0

3. Montrer qu'il existe f & LE{]D,ID teleque = — f(x) 2 ne soit pas intégrable sur
]D,l] . Pourquoi I'inégalité de Hélder avec © = ¢ = 2 ne s'applique-t-elle pas ici ?

Exercice 5 : Holder généralisée

Soit I:X, A, ,u] un espace mesureé.

Sl

_|_% .Montrer que |7a]. < [flp 191,

=1L

1. Soient p,q € [1, +oo] et 7 > 1 tels que
pour toutes  f, ¢ mesurables.

—+ % — 1. Montrer que

Loyt

2. Soient p,q,s € |1, +oof avec % +
[ 1kl di < 111, 191 1l
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1
3. Application : pour f, g € L%([D,l]:l, montrer que f |72 g()|vE dx < % |f|4 191y
0

Exercice 6 : Minkowski et exposants inférieurs a 1

1. Soient p > let f g LP.Montrerque [\bigl?]|f|, — 191, [\bigl?] < |f — gl,. Queen
déduit-on pour I'application f— |f|p ?

2
1
2. Sur [0,1] , on pose N(f) = f|f|1f3 .Calculer N(f), N{g) et N{f+g) pour
0
f =10,1/2] et 9 = 171/2,1] . Conclure.
3. Soit p € ]0,1 . Montrer que (@ + b}P < aP 4 b¥ pourtous a,b > O .En déduire que
1

.gj{f!g) = / |f — g|i':J définit une distance sur I'ensemble des classes de fonctions mesurables
0

1
1 telles que f|f|P=:::—|—r:o-
0

Exercice 7 : Calcul de normes infinies

On travaille sur  [0,1] .

1. Soit flz) = x si a:ﬁ;‘fQ et f(zr) =5si £ €Q.Calculer sup f et |f_,.
2. Calculer 19l pour g = 19 +2-1[0,1/2] .

3. Soit f mesurable. Montrer que |f| < |f|m presque partout.

4. Soit ¢ continue sur ]0,1[ . Montrer que  1#loo ™ ]Sglf[ [l



Exercice 8 : Inclusions sur un espace de mesure finie

Soit (X,.A, u) avec 0 < u(X) < +oo,etsolent 1< p<g<+oo,

. 1_1
1. Al'aide de I'inégalité de Holder, montrer que |f|p < ;.;{X}P 1 |f|g pour toute

mesurable. Traiter aussi le cas ¢ = ‘oo,

2. En déduire que Lg(,u,} C Lp{p} , que I'injection est continue, et qu'une suite convergeant dans
LY convergedans fF.

3. Onsuppose w{X ) = 1 .Retrouver l'inégalité |f|1,;J < |f|g a I'aide de I'inégalité de Jensen.

4. Montrer que l'nclusion  L2([0,1]) ¢ LP([0,1]) est stricte.

Exercice 9 : Des espaces Lp non emboités sur R

1. Montrer que f = 12 110,1] appartient a Ll{[ﬁ} mais pas a LE{IR} .
2. Montrer que ¢ = £ 1 171, +oo[ appartient Lg{[ﬁ} mais pas a Ll{[R:l.

3. Soit h définie par h(x) = 213 sur 10,1, h(x) = 22 sur ]1, oo et
h(z) = 0sur ]—oo,0]. Déterminer I'ensemble des p € [1, +oo] telsque h € LP(R).

4. Soient 1 < p < g < 400 . Construire une fonction de  LP(R) Y L4(R) et une fonction de
LYR)\ LP(R) .

Exercice 10 : Interpolation entre deux espaces Lp

1—¢

Soient 1 < p<r<g<4oo et 8¢ |01 telque ,l,l,: =

e ==
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1. En écrivant |f|T = |f|‘5I 4 |f|'i1_'5':' 7, montrer que |f| < |f|§; |f|é_'5I
2. Endéduireque PN r? c r".

3. Montrer que |f|_ < |f|£ﬁ" |f|éo_ P/T pour 1 < p <r < +0o . En déduire que
Ll — 17 pourtout = = 1.

4, Sur ]D,l] , Soit f(;[;*:] — g;_lfg . Calculer |f|1 |f|g et |f|3;3,puis vérifier I'inégalité de la
questonlavec p =1, g=2cet r=3/2.

soit (X, A, u) avec 0 < u(X) < oo, etsoit f e L¥(w).

1. Montrer que f € LP pourtout p > 1 etque phﬂs}'l_};o 1flp < 1Fl,

2. soit 0 <c <|[f]_ . Montrer que flp 2 c u(d|fl=> C}:,lfi'-” , puis que

Jiminf_|], >

3. Conclure que |f|p — |f|m quand p — +0CO,
4. Calculer |flp pour f(z) = = sur [0,1] et vérifier le résultat.

5. 5ur 0,1],soit g(x) = —Inz .Pour 5, € N*, calculer |91} et montrer que
191,, — 1©° . Est-ce cohérent ?

Exercice 12 : Cas d'égalité et dualité de Holder

Soient p € 1, +oo[, 4 sonconjuguéet F € LP(u) réelle, non nulle. Onnote sgn(t) le signe
de t,avec sgn(0) = 0, etonpose g = |f|i'5’_1 sgn(f).



1. Montrerque g € L% etque 191g = |f|£_l

2. Calculer ff g .5{!.-_;.

‘ffhd,u‘:hELg,
Jhlg <1

3. En déduire que |J1'f|iL,J = mMax

4. Etablir la formule analogue pour P = 1,avec } e L.

1

5. Ssur [0,1] , soit f(x) = z . Montrer que ff h| <1 =|f|_ pourtout h e Ll avec
oD

]
lRl; < 1, puis que la borne supérieure de ces intégrales vaut 1. On pourra utiliser

hn =111 —1/n,1].

Sur [0,1], on pose fn = n110,1/n] pour n > 1. La figure ci-dessous représente quelques
termes.
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o

chaque rectangle a une aire égalea 1l

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1. Montrer que fﬂ{i’f‘) — 0 pourtout = € [0,1].

2. Calculer |fﬂ|i,:J pour p € [1, +oo[ . La suite converge-t-elle vers 0O dans [P ?Peut-elle
converger dans F,¥ vers une autre limite ?

3. Pour & >0,onpose 4, = ne 1][], 1/m]. Pour quels o a-ton 94, —* 0 dans P2

4, Démontrer le théoréme de convergence dominée dans [P :si fﬂ — f presque partout et
|fﬂ| <G avec G e LP,alors |fn - f|p — U Expliquer pourquoi la suite {fn:l
n'est dominée par aucune fonction intégrable.

Exercice 14 : La bosse glissante

Tout entier #m > 1 s'écrit n = 2% +javec keNet 0<5< 9% . On pose
Ip=[727F (G402 ¥ ] et 9, =1r, sur [0]].



1. Justifier I'unicité de I'écriture n = 2% + 5. Calculer |Inlp pour p € [1, 4oo[ etmontrer
que g, = 0 dans 1P,

2. Montrer que, pour tout = € [0,1], la suite (gﬂli&t?}] prend une infinité de fois la valeur 1 et
une infinité de fois la valeur (.

3. Expliciter une sous-suite de (gﬂ) qui converge vers [J presque partout.

4. La suite (gn) converge-t-elle dans  f,°° ?

Soient (X, .A, 1) unespace mesuréet p € [1, +oof.

1. Soit {Ay) une suite de fonctions mesurables positives telle que S = Z |hﬂ|p <100 on
n

pose H = Z hp € [0, +co] | Montrer que |Hlp < &, puisque A, — 0 presque
T
partout.

2. En déduire que, si fﬂ — f dans P, il existe une application @ : N — N strictement
croissante telle que f.;p(;;j — f presque partout.

3. Montrer qu'en outre il existe G £ LP telle que |f¢,(g~)| < & presque partout pour tout % .

4. Montrer que si fn — f dans f,F et fn —+ 4 presque partout, alors f = g presque
partout.

Sur R,soit [ = 1[0,1]. Pour n = 1,soit %y lafonction nulle horsde [—1/n,141/n],égale
& 1 sur [0,1] etaffinesur [-1/n,0] etsur [1,14+1/n].
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1. Pour p € [1, +co[, calculer |, = f|_ et montrer quil tend vers 0.

P

2. Montrer que |¢ _ﬂoo > % pour toute fonction % continue sur [K. Conclure.

3. En déduire que toute fonction en escalier sur un segment, c'est-a-dire toute combinaison linéaire
finie d'indicatrices d'intervalles bornés, est limite dans LP{IR) d'une suite de fonctions continues
a support compact, pour 1 < p < o0,

Soient p € [1, +oo[ et f € LP(R).Pour h € R,onpose 7y flx) = flz —h). Lafigure ci-
dessous illustre le cas  f = 1[0,1].

1.4 - — f=10,1
== Tpf=1p 1+

1.2 -

zones ou Tpf=f

1.0
=TT ===777 [T T T
0.8 -
0.6 -
0.4 1

0.2 -

0.0 -
0 h 1 1+h

1. Montrer que 7 est bien défini sur les classes et que |’Th f|P = |f|p.
2. Soit ¢ € C(R). Montrerque [Tp® — ¥, —* 0 quand h — 0.

3. Par un argument de densité, en déduire que |”T}1 f- f|p — 0 quand A — 0.



4. Montrer que le résultat est faux dans LOO{IR} .

5. Application : soit .4 un borélien avec 0 < }LI:A} < 400 | En étudiant
u(h) = A(A N (A + k), montrer que I'ensemble A — A = {a —b:a,b € A} contient
unintervalle ]—é, 48[, avec §>0.

Exercice 18 : Lemme de Riemann-Lebesgue par densité

Pour f € LY(R) et € >0, on pose If€) = ff{a:}cos(fa:} ar
R

=

. Justifier que I f{£) est bien défini et que Ir€)—Iq€) = I|f - E’|1.

2. Calculer I f(€) pour f = l[g], et montrerque I () — 0 quand ¢ — oo,
3. Endéduire que I y(£) — O pour toute fonction en escalier, puis pour toute  f € Ll{[ﬁ}.
4. Calculer I f({£) pour flz) = e~ 1% et vérifier le résultat.

Exercice 19 : Convergence presque partout et convergence des normes

Soient p € [1, +oo[, (f,) unesuitede LP(u) et f ¢ LP(y).onsupposeque [, — f
presque partout et que |fﬂ|i,:I — |f|p.

=

. Montrer que |a — .Eu|i':J < 9p—1 |:|f;|-,|i':J + |b|P} pour tous réels a, b.

N

. En appliquant le lemme de Fatoua g = Ei':'_ll(|fﬂ|irJ +175 - 1f, - FI¥ . montrer que

1], 0.

w

. Montrer par un exemple que I'hypothese |fﬂ|P — |f|p ne peut pas étre supprimée.

I

. Application : soient fn et f des densités de probabilité sur R, c'est-a-dire positives et
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d'intégrale 1, avec fﬂ — J presque partout. Montrer que f|fn —fl—=0.

Exercice 20 : Inégalité de Young pour la convolution

soient f € L1(R) et g € LP(R),avec 1 < p < +co0.0nadmet que
(z,y) = Flv) glx —y) est mesurable sur [R2, et on utilise librement le théoréme de Fubini-
Tonelli.

1. Onsuppose P = 1. Calculer f |f{y}| |g(g;_y}| dy dx . En déduire que

f*al) = { fly)gle —v) dy estdéfini pour presque tout = et que
f *5'|1 < |f|1 1915 -

2. Onsuppose P = 1.En écrivant |7(v)] = |f(y}|1fq |f{y}|1fp , montrer que pour tout I,

1/p
[ velise-l av < 1780 ([ el loe-o) o)

3. En déduire que | * g est défini presque partout, appartienta f,F et vérifie
1f *alp < 1Fl 1915 .

4. Calculer f *g pour f =4 = 1[0,1],puis comparer |f * 5‘|2 et |f|1 IQ’IE.

Exercice 21 : Probleme : les espaces de suites |

On munit * de la mesure de comptage. Pour p € [1, —I—OO[ , #F estl'espace des suites réelles

_ mi/p
U = (Un)n > 1 tellesque '¥lp = ( Z::;l [t ) <H et g% celui des suites
- n

bornées, avec Ulas = S]-}lzp |“1r1| .

1. Pourquoi les classes d'égalité presque partout se réduisent-elles ici a des suites ? Pourquoi la borne
supérieure essentielle coincide-t-elle avec la borne supérieure ?



2. Soient 1 < p < g < +oo. Montrer que 1Ulgg < 1Ulgp, puis que I[Ulg = IUlyp. En déduire
que 2P ¢ 2%,

3. Montrer que l'inclusion est stricte si P << g, a l'aide de Uy = n_lfiﬂ, Comparer avec l'exercice
8 et expliquer la différence.

4. Montrer que la convergence dans gp entraine la convergence de chaque coordonnée. Pourquoi
n'a-t-on pas besoin d'extraire une sous-suite ?

5. Démontrer directement que  ¢® est complet pour 1 < p < 4o,

6. Montrer que les suites a support fini sont denses dans gp pour P < ¢, mais pas dans g"x’
. Vérifier que ce sont exactement les fonctions étagées intégrables.

2 == < L [t | ‘L L s
7. Pour 4 £ #£4, montrer que Z no = g "9, et préciser le cas d'egalité.
n>1

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : espaces Lp, cours de maths en L3

« A maitriser avant : Intégrale de Lebesgue et théorémes de convergence, Complétude, espaces de
Banach et point fixe

e Chapitre précédent : Mesure produit, Fubini et changement de variables
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¢ Chapitre suivant : Groupes : quotients et actions de groupes

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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