Corrigés des exercices de maths en L3

Espaces Lp

Corrigé de I'exercice 1 : Fonctions égales presque partout

1. La relation est réflexive, car [f ?‘é f} = . Elle est symétrique, car {f ?é g} = [g ?é f} .
Enfin, elle est transitive. En effet, si f = g hors d'un ensemble négligeable IN{ et g = A
hors d'un ensemble négligeable N5, alors f = h horsde IN1 U INg, qui est négligeable.
C'est donc une relation d'équivalence.

2. L'ensemble ) est dénombrable. Par ¢ -additivité, AQ) = ;Q Atry) = D.Ainsi, g
I

est nulle hors de 1}, donc presque partout. Sa classe dans LP{IR} est le vecteur nul.
3. Si f = 0 presque partout, alors |f|P — [ presque partout et son intégrale est nulle.

Réciproquement, supposons |f|p = (.Pour n = 1,linégalité de Markov donne

A{|fl>1/np) < nP f |f|p =0.0r [f?é D} - ngl{lﬂ}“‘l/”} est une réunion

dénombrable d'ensembles négligeables. Donc | = 0 presq_ue partout.

4. Les fonctions f = 1ly0} et g = O différent seulementen 0, donc elles ont la méme classe.
Pourtant, f{0) = 1 et g¢(0) = 0. Par conséquent, la « valeuren 0 » d'une classe n'est pas
définie. En revanche, soient f et g continues et égales presque partout. L'ensemble

U = {f ?é g} est ouvert, car f — g est continue. S'il n'était pas vide, il contiendrait un
intervalle ]a,b[ avec @ < b,demesure b —a >>0.Ainsi, U/ estun ouvert négligeable,
donc vide. Une classe contient au plus une fonction continue.

Point de méthode : pour prouver qu'une propriété vaut presque partout, on écrit I'ensemble
exceptionnel comme une réunion dénombrable d'ensembles négligeables.
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Corrigé de I'exercice 2 : Inégalité de Jensen sur [0,1]

1. La mesure de Lebesgue sur [D, ] est une probabilité. La fonction g = In f estintégrable et a
valeurs dans [, et ©XP estconvexesur [£.L'inégalité de Jensen donne alors

1 1 1
exXp fln fl < fe;s{p{ln f= ff . C'est l'inégalité demandée.
0 0 0

1
est strictement positive et bornée, et In f est bornée. Ainsi, les deux fonctions sont intégrables.

1 & 1 1 &
De plus, fln f = = E In T, et ff = = Z T, La question 1 donne donc
n = 0

2. Onpose f = T sur [%, %[ pour 1 <1< mn,et f{l} = I, . Cette fonction étagée

=1 1=1

/i
exp %Z In T, | = ($1___$n)lfn < £1+.ﬁ.+mn.

C'est I'inégalité arithmético-géométrique.
3. D'abord, |f] € L1([0,1]), car L2([0,1]) € L1([0,1]) sur un espace de mesure finie. Ensuite,

2
1 1
.:p(ﬁj] = 12 est convexe sur [R. Par l'inégalité de Jensen, f|f| < f|f|2
0 0

1
4. Avec flz) = e% ,ona In f(xr) = =, donc exp fx dr| = 12 o 1,649 . Par
0

ailleurs, f.gif dr = e —1 =2 1,718 . De méme, {5—1)2 2 2,952 et

0
1
fEEa: dr = 322_1 =2 3,195 . Les deux inégalités sont bien vérifiées : 1,643 < 1,718
0

et 2,952 < 3195,



Corrigé de I'exercice 3 : Puissances de x dans les espaces Lp

1
1. Ona |j'fﬂ|itI = =~ %P Orlintégrale fx_'ﬂ dx converge si et seulementsi o < 1. Ainsi,

0
fq € LP(10,1]) si et seulementsi ap <1, cest-a-dire p<1/a.Si a > 1,aucun
7 = 1 ne convient.

+aoo
2. De méme, £~ g converge si et seulementsi « >1.Donc f_ € LP([1, +oo[) si

1
et seulementsi p>1/a.

3. Pour p < +oo,ilfaudraitalafois ap <1 et ap>1, cequiestimpossible. Pour
p = +oo, étudions ]0,1] . Pourtout C >0, I'ensemble [f.:; > C} contient
][]! min{l, g_lfﬂ:,[ , qui est de mesure strictement positive. Donc |fa|Lm(]0,1]] = +oo,
Enrevanche, O <f_ < 1sur [1,+oo[ et [, estcontinue, donc |fa|L'x'{[1,—|—oo[] =
Ainsi, [ n'appartient a aucun espace L¥(]0, +-co[), pour p € [1, +oo].

4. On effectue le changement de variable z = e~%,avec u € [0, +oo[ et

dr = —e% du.Comme |Inz| = u,on obtient
1 400 ) +o0o v/ )
p e PU 2 B / e\P 2—-1)u
) dxr = —— e Y du = —— du.
/ g(z) / (1+u)” (1 +u)”
0 0 0
+oo
Si p = 2, l'intégrale vaut f (1_|_u:|_3 du = 1.Si p <2, lintégrande est majorée par
0

o(»/2—=1) u  quiest intégrable. Si 1 > 2, I'exponentielle I'emporte sur la puissance :
l'intégrande tend vers oo, et I'intégrale diverge. Enfin, & tend vers —+co en (0, donc
g Q L . Finalement, g€ LP{]Djl]} si et seulementsi p < 2,et [|J|; = 1,

Point de méthode : le facteur logarithmique permet d'obtenir une fonction qui appartienta ¥
exactement jusqu'a I'exposant critique, bornes comprises.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 4 : Inégalité de Holder sur des exemples

1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz, cas P = g = 2 de Hélder, donne
1/2

1
fg; f{;@ dr| < fagﬁ dx |f|2 = % |j|f|2 Dans l'espace préhilbertien
0 0

Lg{[[],l]} , I'égalité dans Cauchy-Schwarz a lieu si et seulement si les deux vecteurs sont liés.
1
Vérifions : pour f{x) = ¢z ,ona fc 2 dr| = |SE| %'

0
L'égalité a lieu si et seulement si f{xr) = cx presque partout, pour une constante ¢ .

¢l

1 _ L.
Bl =77

2. On applique Holderavec p = 4 et g = 4/3 au produit |f| . :E—l,f? . Or
1

(ﬁ—lj?)éﬁ _ . 2/3 et fg;_gﬁ dr = 3.Donc |$_1f2|4f3 — 33/% par
]

1
conséquent, f|f{$}| gg_UE dr < 33f4 |f|%
0

3. Prenons la fonction & de I'exercice 3, qui appartient a LE{]D,I]}. Alors

g(z) - m .Avec £ = e~ ™, on obtient
o0

__dzx du T . ,
f s+ n 2] = f Ttu = +cao. Le produit n'est donc pas intégrable. Ce n'est pas
0
1
contradictoire : 1/ 2 ¢ LE{]Djl]} , car f;]_’;_l dr = -doo.Linégalité de Hélder ne
0

fournit alors que la majoration triviale par oo .

Corrigé de l'exercice 5 : Holder généralisée

1.Si g = —+oo,alors © = P et |f5’| < |f| |91, Presque partout. On integre la puissance
T et on obtient le résultat. Le cas P = —+o0 est symétrique. Supposons donc 2, § < 400,

Alors P = p/r et @ = g/r vérifient l%—i_% = r(% —|-%) — 1. Ce sont donc des



exposants conjugués de 1 —|—CCI . L'inégalité de Holder appliquée a " donne

[utiar <( [1)” / o’ r@

En élevant a la puissance 1/?‘ , on obtient |f§’|,l,, < |f|P 19 1q

2. On définit T par % = %4_% = 1— .Ainsi, r>=>1 et 7 estleconjuguéde 5.D'apres
Holder, puis la question 1, |fgh| < |fg|¢.~ lAl, < |f|}3 191 EAN
1 1/2
1,1 1 ,
3. Ona z + z -|-§ = 1 . Deplus, VTl = f;n dx = % . La question 2 donne donc

0

+ % montre que

b2
Hs [

f |f g| VE dx < % |f|-i 191y " Au passage, la question 1 avec

0
fg e L2.

Corrigé de I'exercice 6 : Minkowski et exposants inférieurs a 1

1. D'aprés Minkowski, |j'r|i.;J = |(f —g) + 9‘|p < |f - 5'|p 191y . De méme, en échangeant les
roles, |91p < |9 = flp +1f]p . Ainsi, [\bigl?][f|, — 191, [\bigl?] = [ — gy, et
I'application f— |f|p est 1-lipschitzienne, donc continue.

2. Ona /‘ml;@:% donc N{f}:% De méme, N{g) =z.0r f+g=1sur

0
[0,1] ,donc  IN(f + g) = 1.Parconséquent, N(f+4g) = 1}% = N(f)+ N(g).
L'inégalité triangulaire est fausse : [ n'est pas une norme.

3. Si a = 0, l'inégalité est une égalité. Sinon, on pose © = b;’a > 0 et

k(t) = 1+ P - (1_|_j:|p .D'une part, k(0) = 0. D'autre part, pour t >0,

E(t) = p(tP_l—(1+t}P_1) >0,car p—1<0et £<l4¢.Donc k>0, et
en multipliant par g, on obtient {g—|-b}p < af 4+ b¥ . Montrons ensuite que d est une
distance. D'abord, d(f,g) estfinie,car |f — g|” < |£|” +|g|® - Ensuite, d(f,g) = 0O
équivauta f = g presque partout, comme dans I'exercice 1. La symétrie est claire. Enfin,
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|f —A| < |f —g|+|g — A| etlacroissancede ¢ — +P donnent
1F=h® < |f—g® +|g—h|". Enintégrant, d(£A) < d(f,g) +d(g,h) : d estune

distance.

Corrigé de I'exercice 7 : Calcul de normes infinies

. Clairement, sup f = 5. Cependant, [ coincideavec & — x horsde 1, donc presque
partout. Ainsi, f < 1 presque partout, et |f|m < 1 Inversement, pour ¢ <1 ,l'ensemble
{f > ¢} contient Jmax(c,0),1]\ @, demesure 1—max(c,0)>0.Donc |f|, = ¢

pourtout ¢ <1 .Finalement, sup f = 5 et |f|@.@ =

. Lafonction g coincide presque partout avec 2 1[0, 1/2] . Or cette derniere vaut 2 surun

1 . — _
ensemble de mesure 7 et 0 ailleurs. Donc 9], = 2 alorsque supg = 3.

|f|m = 2, il n'y a rien & prouver. Sinon, par définition de la borne inférieure, pour tout
n =1 ilexiste Cp < |f|m +1/n avec |f| < €, presque partout. Ainsi,

Ap ={|f]>|floo +1/n} estnégligeable. Donc {If1> | fiooy = U Ayp est
T
négligeable, et |f| < |f|®lD presque partout.

. D'abord, |¢| < sup |g| partout, donc [¥]_ < sup || . Ensuite, soit ¢ < sup |g| . Il existe
Tg avec |@(xy)| > ¢ . Par continuité, |@| > ¢ surunintervalle ]zg — &, zg + 48[ inclus

dans ]0,1[ , de mesure 28 > 0.Donc [¥l],, = € . Ainsi, ¥ = ]56-1{:’[ |9p|

Corrigé de l'exercice 8 : Inclusions sur un espace de mesure

finie

1. On peut supposer |f|g < 402, On applique Holder a |f|1':J .1 avec I'exposant

= g/p>1 etson conjugué Q= ng

[ (f B )p/q (/ )IM = If12 p(X) P/



—

1
En élevant a la puissance lfp, on obtient |f < H(x}? E g .Pour g = 402 ,o0n

integre |f|° < |f|£@,va|ab|e presque partout. Ainsi, |f], < H{X}Up |f]_, - ceau

correspond a la formule avec % =

2. Si f e LY, laquestion 1 montre que |f|i.;J < 400, Linjection 1,9 — 1P estlinéaire et
vérifie |f|1,5J <C |f|g ,avec & = J.-_,;,{X)UP — 1/¢  Elle est donc continue. En particulier,
|fn - f|P =C |fn - f|g , donc la convergence dans 7,9 entraine la convergence dans

L?.
3. Soit f € LY D'aprés la question 2, |f|i':J est intégrable. La fonction fp{t) = |t|g»"f1':‘ est

g/o
convexe sur [, car q/p = 1. Par I'inégalité de Jensen, (f |f|P) < f |f|q .En

élevant a la puissance 1/q , on retrouve |f|p < |f|g

1
4. Soit f(x) = £~ sur 10,1] . Comme p/g <1, lintégrale fg:_i”fg dx converge,
]
1
donc f c L¥ En revanche, f$—1 dr = oo, donc f ¢ Lg. L'inclusion
0

Li([0,1]) ¢ LP([0,1]) est stricte.

Corrigé de I'exercice 9 : Des espaces Lp non emboités sur R

1 1
1. Ona f;r;_l-"lrg dx = 9, donc f e Ll{[ﬁ} . En revanche, f;r;_l dr = Joo. Donc
n

f e LR\ L3(R).

+oo +oo
2. Ona f =2 dx = 1,donc g € LE{IR} En revanche, f z—1 dx = 4o . Donc
1

g€ LE{R} \ LY(R) -

1 +oo
3. Pour P < oo, on découpe l'intégrale : f - f ;p_i'f’»"rg dr + f ;p_i'*”s'@ dr . La
R 0
premiere intégrale converge si et seulement si p/S < 1,soit p < 3.Laseconde converge si et
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seulementsi p/2>>1,soit p>>2.Parailleurs, h n'est pas essentiellement bornée, car
h>C sur ]0, min(1, C—3)[ . La figure ci-dessous montre les deux régimes. Ainsi,
h € LP(R) sietseulementsi 2<p <3,

5 - | — x Y3 sur]o,1]

hP intégrable — x M2 sur]1, + o
si p < 3i

hP intégrable si p>2

o
=
N
w
-
U
(o))
~J
(o]

1
4. Posons w = a:_lfgl]gjl].Comme p/g<l,ona /up = f,:t:_P*'fg dr < 40co,
0

1
tandis que fuq = f:t’:_l dr = oo . Ensuite, posons 1 = £—1,fp 1[1, _I_DO[.Comme
0

+oo
g/p>1,ona f".‘_}g: fﬁ—q;’p dr < 4oo , tandis que
1

oo
fﬂiﬂ: f;]_?_l dr = +co.Donc uELP\Lg et ﬂELq\lLP:aucune
1

inclusion n'a lieu.



Corrigé de I'exercice 10 : Interpolation entre deux espaces Lp

1. Si |f|p ou |f|g est nulle, alors f = 0 presque partout et tout est nul. Si I'une est infinie, il

N - P
n'y a rien a prouver. On suppose donc ces normes finies et non nulles. On pose P = 7 et

— q 1 1 g 1—4¢
& = (1—8)r . Alors BT o= (— + T) = 1 . Ce sont donc des exposants

conjugués de ]1 —|—00 . L'inégalité de Holder donne

. ir/p (1-0)r /g
/lfl s(/lfl ) ([ £ ) = A5 11 =0

En élevant a la puissance 1/r, on obtient |f|r < |f|§ |f|é_'5I .
2.5 fe LEP 1 LY, le membre de droite est fini. Donc fe L",et 1PN c 1",

r r— — o r r—
3. Presque partout, |f| = |fIF || T < |f|;o P1#P . En intégrant, 1l = 1F], P |f|£ :
Donc |f]. < |f|£fﬂ’" |f|io_ P/T Avec p =1,onobtient Ll L% L pourtout

r =1,
1 1
4, Ona |f|1:f;p_153 dj;p:%.Ensuite, |f|§:f£_2f3 dxr = 3, donc |f|2:~f§
0 0

3/2

. De méme, |f|3fr2

= f —1/2 dr = 2, donc |f|3f2 = 22*’{3 ~~ 1,587 . Ensuite,

. Le majorant vaut alors

Cad b=

:/ii—|— donne g =
(V3)2/3 = ()’F ~ 1651.0nabien 1587 < 1651,

o, LdlbD

3\
2

Autrement dit, la fonction * — In |f|1ft est convexe : c'est la log-convexité des normes f,¥ . Pour

ce f ona |f|: = % pour 7 < 3.Comme le montre la figure ci-dessous, le point de la courbe
en t = 2/3 estsous lacorde.
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1.2
— teIn|fu
1.0 —— cordeentrer=2etr=1
0.8 -
e SInliflz +3Inif
04 In Ifl72
0.2 -
0.0 -+ . | |
1/3 1/2 2/3 1

t=1/r

Corrigé de I'exercice 11 : Limite de la norme p quand p tend
vers l'infini

1. Presque partout, |f|° < |f|§OEn intégrant, |£],, < H(X}HP |fl,, < oo donc

1 X 1 <
f = Lp-or #(_X-:]]-Jllr‘lp e e}gp( 1'1,[;: j) —% ]_.DOI'IC P]'IES_IH_I;O |f|_’p — |f|m.

2. Soit Ao = {|f|>c}.si u(A.) =0, onaurait |f| £ c presque partout, puis
|f|m < €, cequiestexclu. Donc p{A.)>0.Ensuite, |f|irJ > cPly ,dob

flp 2 ¢ Ju{ﬁlcjlh"”.Comme 0<u{Ad.)<+oo,0na #{Ac}lfp — 1.Donc

Phﬂu_ﬂl_fm 1flp 2 <.

3. Si |f|0Q = 0 alors f = 0 presque partout, et toutes les normes sont nulles. Sinon, la
question 2 vaut pour tout € < |f|oo,donc liminf |f|p > |f|m > hmsup |f|P . Ainsi,

[Flp = 1Flyy -



1
_ 1 —1 1n(p+1)) o
4. Ona f;]_:‘p dr = o1 , donc |f|p — {p—I—l} /r = e:{p(— iz . Cette quantité

0
tendvers 1 .O0r f est continue et ]S[;J{j[ f = l,donc |f|oo =1 d'apres l'exercice 7. Le

résultat est vérifié, comme le montre la figure ci-dessous.

1.0 f=mmmm— e — e ——————
L 1
0 . 9 | ...................................
ee®®
o"..
0.8 A o’
....
®
0.7 - °
L]
®
0.6 A
L]
0.5 e e |flp=(p+1)"P pourfix)=x
-== [fle=1

0 .4 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60

p

1 +oo
5. Avec x = e U, on obtient |g|z - f{—]n :t?:lﬂ dr = f uM e~ U gy . Une
0

intégration par parties montre que cette intégrale J,, vérifie Jn, = n Jn_1,avec Jp=1.

k n
n n
Donc IQ’IE = n! parailleurs, €% = v = ml L dou nl > (n[e)n . Ainsi,
k
gl = (ﬂ!}lfn > % — +oo.Clest cohérent: § est continue et tend vers +co en 0,

n
donc 19l,, = TO9 . Le résultat s'étend ainsi aux fonctions non bornées.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 12 : Cas d'égalité et dualité de Holder

— P
Lona |gff = |f[(#=D ¢ or (p-1)g = (p-1)- ;=7 = p.Donc

ol = 1fE < +oo et g € L% . Deplus, |9, = |f|B/T = |fIE7", car
plfg=p-1.

2. Entout point, f sgn(f) = |f|.donc fg = |F|P7L|f] = |f|” - Ainsi,
fg dp = |flp-

3. D'une part, pour lhlg < 1, I'inégalité de Holder donne ‘f fh| < |f|p lhly < |f|P, D'autre

flp

F15~
supérieure vaut donc |f|i,;J , et elle est atteinte en ).

part, fpg = Q’/lglg estde norme 1, et ffhg = = |f|p.La borne

o rour p =1 onprend k= sga(f) quiverte Wy STt [ g = [ |71 = I7],

Inversement, ‘fﬂl‘ = |f|1 |hl,, - DONC |f|1 = ma,:-:{ ‘ffh,‘ Ry, < 1}.

1 1 1
5. Soit h avec |hl{ <1.0na f,;ph, < fg;|h,| . Supposons f:]_? |h| = 1. Alors
0 0 0

1
f{l—a:}|h| = f|h| — f z |a| < 0.Comme (1-z)|h| > 0, onaurait (1-z)[h| =0
0

presque partout, donc h = () presque partout, ce qui contredit fg;|h,| — 1. Ainsi,

1
f;ph <« 1 . Ensuite, hr,n,:ﬂl[l—ljn, 1] vérifie |hf-n|1:1 et
0
L 2
1—(1-1
r hy(z)de =n- (2/”)=1_ﬁ,
0

La borne supérieure vaut donc 1= |f|o-::- , mais elle n'est pas atteinte.



Corrigé de I'exercice 13 : Convergence presque partout sans

convergence en norme

1. En =z =0,ona f, (0 =0 pourtout n.Pour = € J0,1],désque n>1/z,ona
£¢ 10,1/n],donc f,(z) = 0. Ainsi, f (x) = 0 pourtout z € [0,1].

2. Ona |fn|§:ﬂp'}i=ﬂp_l.d0nc |fn|P=ﬂ1_1fp.Pour p = 1, cette norme

vaut 1,etpour p =1, elletendvers -+oo. Donc l:fn:l ne tend pas vers [ dans FLF .
Supposons maintenant que fﬂ — f dans P . D'aprés le théoréme de Riesz-Fischer, une

sous-suite converge presque partout vers f . Or elle converge aussi vers 0, donc f = 0
presque partout. C'est absurde. La suite ne converge dans aucun [, .

3.0na [9,], = ne . 1 TUP = n® =P pone g, =+ 0 dans LP sietseulement si

a<l/p.
4. Par passage a la limite dans |fn| < G, onobtient |f| < G presque partout. Donc
|fﬂ — f|P < {ZG}P , fonction intégrable. De plus, |fn — f|p — 0 presque partout. Le
théoreme de convergence dominée donne alors |fﬂ — f|p — [0 . Pour notre suite, une

fonction dominante devrait majorer 5‘&1113' fﬂ .Or,pour = £ ]D,l],
sup f (=) = | 1/z | 2 % — 1. Cette fonction n'est pas intégrable sur ]0,1], donc
n

aucune domination n'est possible.

Corrigé de l'exercice 14 : La bosse glissante

1. L'écriture impose 25 < n < 25+l donc & = LlOgE n | estunique, puis 7 = n — 2%.
Ensuite, |gn|£ = MIp) = 27% qonc Inly = ﬁ_k"rp.Quand n — 400 ,ona
k — +co.Ainsi, 9, = U dans LP.

2. Fixons = € [0,1] et k > 2.Llesintervalles [7 27K (741)27%], pour 0 < 5 < 2%,
recouvrent [0,1] . Donc il existe n € [2% 25+1[ avec g,(z) = 1.Deplus, « appartient &
au plus deux de ces intervalles, alors qu'il y en a ok > 4 . Donc il existe aussi

n e [2}*’, 2’%"‘1[ avec gﬂ{:t?:l = 0 . Chaque valeur est prise une infinité de fois, donc
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(E’ﬂ{iﬂ)} he converge en aucun point.

3. Prenons np = 2k clest-a-dire 7 = 0. Alors Gor = 1[[], 2—Fk].Pour £ >0, dés que
5—k < r,0na gg.ﬁ;‘($:l = 0 La sous-suite ':5’2,};:' converge vers [ en tout point de
10,1] , donc presque partout.

4. Ona |9’ﬂ|olO =1 pourtout m,car I, estde mesure strictement positive. Si (gﬂ}
convergeait dans  [,°° , elle convergerait dans 1, car [0,1] est de mesure finie, donc vers
0. C'est impossible : la suite ne converge pas dans [,°° .

Corrigé de I'exercice 15 : Sous-suite convergeant presque
partout

1. Soit Hy = Z h’”. Par l'inégalité de Minkowski, |HN|P < Z |h'-”'|1'3 <S5 .
n < N n < N

Ensuite, HF\T croit vers P . Le théoréme de convergence monotone donne donc
pr — 1'}{}1 f Hjir < SP Ainsi, |Hlp € 5, et H estfinie presque partout. En un

point ou H{,:t?:l < 400, la série Z hﬂl::t?} converge. Donc son terme général hﬂl:a:} tend
vers [ presque partout.

2. On construit % par récurrence. Pour & > 1, il existe unrang IV tel que
|- f|1ﬂ < 27% pour n > N.0n pose w(k) = max(Ng, (k-1 +1) . Alors @
est strictement croissante et Ap = |f.;p(;;) - f| vérifie ; |h‘k‘|p <1 . D'apres la question

1, f.;p(;;j — f presque partout.

3. Soit 4 = Z |f¢p(k) - fl .Ona |Hlp <1 d'aprés la question 1. De plus,

k
\Foml S 1FI+1fo — FI € |1+ H . ainsi, G = |f|+ H convient, avec
IGlp < |f|p+1.

4. La sous-suite {ftp(;;j:l converge vers f hors d'un ensemble négligeable V1. Elle converge
aussi vers g hors d'un ensemble négligeable IV, comme suite extraite. Par unicité de la limite
dans R, f = g horsde INj U INg, donc presque partout.



Corrigé de I'exercice 16 : Approcher une indicatrice par des

fonctions continues

1. sur [-1/n,0],ona ¢,(r) =1+nT et flz) = 0,saufen O ol les deux valent 1.
0 1

_ : P _ 1 P _ 1

Avec t = 1+ nz, on obtient f (1+nz) dr = nft dt = alp+1) Par
—1/n

symétrie, la contribution de [l, 1+ lfn] est la méme. Ailleurs, ¥, = f . Donc

5 /P
|g'jn _f|_'p = (n(p-l—l)) — 0.

2. Supposons par |'absurde que ¢ = | — f|DO -:::% . D'apreés l'exercice 7, | — f| < ¢ presque
partout. Donc ¢ = 1 — ¢ presque partout sur |0,1[ . L'ensemble {z € J1[:¢(z) <1—c}
est ouvert par continuité, et négligeable. Il est donc vide, et ¢ = 1 — ¢ sur ]D,l[ . Par continuité
en 0, @(0)>1—c.Deméme, @ < c¢ sur |-1,0[,donc ¢{U) < c.On obtient

l—c <c,soit ¢ > % : contradiction. Ainsi, | — f|_ > %, et C.(R) n'est pas
dense dans L°(R) .

3. Pour un intervalle borné d'extrémités a < &, on construit de méme le trapéze @i!b ,égala 1
sur [a,b] . nulhorsde [a@ —1/m, b+ 1/n]. Le calcul de la question 1 donne encore

P 2
[~ leitly = 27

négligeable. Soit maintenant 5 = Z c, 1Ji' en escalier. On pose ’t'bn = Z o ‘Pi“' , QUi
1=1 t

1/p

2

est continue a support compact. Par Minkowski, |S - ﬂb”'iﬂ < (Z |Ci:|) (ﬂ(p+1)) . Donc
1

T.bn — 5 dans LP{IR).

ab _ 1 . Les extrémités, ouvertes ou fermées, forment un ensemble

Corrigé de I'exercice 17 : Continuité des translations dans Lp

1. Si f = g hors d'un ensemble négligeable IV, alors Tp f= Ty g horsde IN 4+ A .Orla
mesure de Lebesgue est invariante par translation, donc  A{IN + A) = 0 . Ainsi, 7Tp est bien

défini sur les classes. De plus, par la méme invariance, f |f|:;r; — h}|p dr = f |f|:$:||P dr,
soit |7p f|p = |f|p
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. Soit A >0 telque % soitnullehorsde [—A, A].Parlethéoréme de Heine, ¥ est
uniformément continue. Ainsi, w(@) = sup{|e(z) — ¢(|: | — y| < &} tend vers 0 quand
§ — 0.Pour |A| <1, lafonction Tp P — % estnullehorsde [—A—1, A+1] et majorée

par w(|h[) en module. Donc [T} ¢ — 2|, < (24 + g:,lfi'-” w(|h|) — 0.

. Soit £>>0.Pardensité de C.(R) dans LP(R),ilexiste @ € C(R) avec
|f - f{-’|p < €. Par Minkowski et la question 1,

TR P = Fl, S (P =) F e =, e —FflpS2e+ 179 — 9|,

D'aprés la question 2, lim_s}up 7y = f|p < 2¢ Comme ¢ est arbitraire,
74 f ~f], = 0.

. Prenons f = 1[o1]et 0<h<1.Alors Ty f = 1[h 1+ k). Ladifférence vaut —1 sur

[0,A] . 1 sur J1,14A], et O ailleurs. Elle est donc de module 1 surun ensemble de
mesure 24 > 0. Ainsi, |Tpf — f|m =1 pourtout A € ]0,1[, et la propriété est
fausse dans ,°° . On retrouve ainsi la situation de la figure de I'énoncé.

.Ona Tpla =14+ h, donc w(h) = flﬂ 7, 14 Comme A{A) < 400, la fonction
14 appartientad f,2 . Par Cauchy-Schwarz,

) w0l = | [ 14 (ry1a - 1)
question 3avec p = 2, ce majoranttend vers (0 .Donc % estcontinueen 0, avec

u(0) = A(A) >0 .llexistealors § >0 telque wu{h)>0 pour |A|<§.Dans ce cas,

A N (A + k) n'est pas vide : il contientun ¥ = @ + A avec a € A .Donc

h=y—-acA-—A,et |-4,4 CA-A.

< Laly [7hla — [\mathbib?]l |, - D'apreésa

Corrigé de I'exercice 18 : Lemme de Riemann-Lebesgue par

densité

1. Lafonction & — f{z)cos(€ x) est mesurable et majorée en module par |f|, intégrable. Donc
If{éfjl est défini. Ensuite, par linéarité,

1€ 160 = | [ (¢ - ot ) as| < 1f ol



b

ona [ cose 2) i = SELED pone |rs(e)] <F - 0.

o)

™
2
. Soit § = Z <, 1[at-, b;] en escalier. Par linéarite, ()] < £ Z |'fﬁ'| — 0 Montrons
g=1 g

ensuite que les fonctions en escalier sont denses dans Ll{[R:l. Soit >0 et ¢ € C.(R)
nulle hors de [—A, A] , avec |f - '-’P|1 < £ . Par continuité uniforme, il existe & > 0 tel que

|z —y| < & entraine |p(z) — p(y)| < 35 . Ondécoupe [—A, A] enintervalles

[JFE-, $é+1[ de longueur au plus §& , et on pose 5 = f,ﬂl:d?é:l sur chacund'eux, s =00
ailleurs. Alors | — 5| < 5 sur [—A, A],donc ¥ —Sl; < €. Finalement,

|f - 5|1 < 2&, et la question 1 donne

[T < 115(8) = Ts(E) + 11:(6)] < 2e + [15(€)]

Ainsi, flifsigo |If{€:'| < 2 pour tout £ > 0 .Donc If{fj' — 0 pour toute
f e LYR).

+oo
. La fonction f est paire, donc If(£)=2 e~ T cos(€ x) dx . Or
+oo . 0
(—14:8) =z 1 14ag . I _ 2
f e dr = T = 14¢2 En prenant la partie réelle, f{f} 1+ g2
0

qui tend bien vers (. La figure ci-dessous montre pourquoi : les oscillations rapides font se
compenser les aires positives et négatives.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1.5

=== fix)=e M aires positives
— f(x)cos(12x) aires négatives

Corrigé de I'exercice 19 : Convergence presque partout et

convergence des normes

P P P
1. La fonction + —s +¥ est convexe sur [D, —|—n:::c-[ . Donc (M) < W.Comme

PP
la — B < |a| + [5] , on obtient o —bF < 2P i '2|' 1]

= 277 X(af” + ")-

2. D'apréslaquestionl, ¢, = U . Deplus, g, — 9p—1. 2|f|irJ = oF |f|irJ presque partout.
Le lemme de Fatou donne alors

p _ p . P
/2p|f| < ll%lnffgn = 2p/|f| —llmgup/Ifn—fl ;
D D o - . .
car f|fﬂ| — f|f| . Comme f|f| est fini, on peut le simplifier. Donc
- _'p _
limsup | £, — f[; <0, et |[Fn=F], 0,

3. Reprenons l'exercice 13 avec p = 1 : fﬂ =T 1]0, 1/m] — 0 partout. Cependant,
|fﬂ|1 =1 netend pasvers [0l; = O | Et en effet, |fn - |3|1 =1 he tend pas vers [



: I'hypothese sur les normes est indispensable.

4. On applique la question 2 avec p = 1. En effet, fn — f presque partout, et

|fﬂ|1 — ffﬂ -1 = |f|1 Donc f|fﬂ _f| —s [ . Ce résultat porte le nom de lemme

de Scheffé.

Corrigé de I'exercice 20 : Inégalité de Young pour la

convolution

1. Par le théoreme de Tonelli, puis par invariance de la mesure de Lebesgue par translation,

/(/Uwﬂwm_yﬂmgﬁﬂ=/UWNmudy=Uhmw

Ainsi, F(g;} = f |f{y}| |g{g;_y}| dy est une fonction intégrable, donc finie presque partout.

Enuntel =, lintégrale définissant f * g{z) converge absolument, et |f * g(z)| < F(z). Par
conséquent, | * g est défini presque partout et |f * §|1 < |f|1 1911 -

2. Onfixe z.On applique I'inégalité de Holder, avec les exposants ¢ et P, aux fonctions
1 1 :
y — [f(y)l /9 et v — |f(y) /P |g(x—)| - On obtient

[ne-iay<( [ |f|)”g ([ 1oy dy)lfp |

3. On éleve a la puissance P, puis on integre en . Le théoreme de Tonelli et I'invariance par
translation donnent

fF(fv)p dz < |f|P/4 [ 17 (y)l (/ l9(z—y)I” dx) dy = |f|p/a+1 g8,

Or §_|_1 = p(% + }—j) = p.Ainsi, F g LF ,donc F' est finie presque partout, et

f * g est défini presque partout. Comme |f * g| < F', on conclut que
1F *gly, < IFl 191, -

4. 0na f*g(z) = f 110,11(%) L[o,11= — %) dy = A([0,1] N [z -1, =]) - Donc
f¥ole) =xsur [0], 2 -2 sur [1,2], et O ailleurs: c'est la fonction triangle de la
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1
figure ci-dessous. Ensuite, |f * g|§ = 92 f e dr = % . Ainsi,

0
|F *gl, = V273 = 0816 < 1 = |f], g,

1.4
== f=9=10,1

1.2 - f*g : fonction triangle
1.0 - maximum len x=1

0.8 -
0.6 -
0.4 -

0.2 A1

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : les espaces de suites Ip

1. Pour la mesure de comptage, un ensemble est négligeable si et seulement s'il est vide. Ainsi, «
U = W presque partout » signifie UYxn = Uxn pourtout 7 :chaque classe contient une seule
suite. De méme, |u,| < C presque partout signifie |tuy| < C pourtout 7i.La borne
supérieure essentielle est donc la borne supérieure.

r r
2. Pour tout 7, lug” < Z |”;;| ,donc  |ug| < IUlp , et 1Ulgg < I1Ulp. Ensuite, pour

g <+oo,onécrit [uy[" = |""-*5f.r1|g_irJ |’Uif.r1|irJ < I’t.;l%_i':J |’u;ﬂ|irJ . En sommant,
>, fug|* < P ud = il Donc g < 1uip, et ¢P c g,

3. Pour 4, = /P 1a série Z n—L diverge, donc wu Q #® En revanche, z n=4/P



converge car g/p>1,et u estbornée. Donc 1w € 29 Y 2P i Iinclusion est stricte. Dans
I'exercice 8, la mesure est finie, et les obstructions viennent des singularités locales : les grands
exposants sont plus exigeants. Ici, la mesure de comptage est infinie, mais chaque point pese 1 .
Ainsi, il n'y a pas de « petits ensembles », et seule la décroissance a l'infini compte : les petits
exposants sont plus exigeants.

4. D'apreés la question 2, |u£f’) — Uy| < (k) ulm < |tk u|p. Donc chaque
coordonnée converge. Il n'y a pas besoin d'extraire, car chaque point a une masse 1 .
Autrement dit, le seul ensemble négligeable est vide, et la bosse glissante n'a pas d'analogue ici.

5. Soit gu':k)j une suite de Cauchy de  #¥ . D'aprés la question 4, pour chaque 7, la suite
{u(k
m
o P
|, (%) _ u':m”p < g pour k,m > K . Pourtout IV,ona Z |u,l'ir1k:' - U,EI”” < eP.

n=1
On fait tendre ™ vers -0 dans cette somme finie, puis W vers —oo . On obtient

| (R _ U|p < ¢ pour k& > K .ParMinkowski, 1 = wED _ (H(H) —u) € £¥ . Ainsi,
wt®) _y 4, dans 2P, qui est complet.

}k est de Cauchy dans [ . Elle converge vers un réel %tn . Soit £ >0 et K telque

P _ P
6. Soit o, ¢ £F et S — {ul,...,uN,D,D,...}.Alors e — j|i'5' = Z il
n>N
reste d'une série convergente, qui tend vers (J . Dans g‘m , en revanche, la suite constante

e = (1,1,...) vérifie 1€ — Ul = 1 pourtoute suite v & support fini, car ty, = 0 pour
1. grand. Enfin, une fonction étagée intégrable s'écrit Z c La; avec card{Aﬁ'} < oo
T

elle est a support fini. Réciproquement, une suite a support fini prend un nombre fini de valeurs,
chacune non nulle sur un ensemble fini. Les suites a support fini sont exactement les
fonctions étagées intégrables, denses dans ¢#* pour p < 0o, mais pas dans ¢°°.

2
7. Lasuite (1/n) appartienta g2, avec E é — % . L'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
1/2 [Ual _ o
2 donne E [l (E l) . Donc m S 77 Uy avec égalité si et
4 T E |U|2 n2 n;l VB 2 g

seulement si (|t,|) est proportionnelle 3 (1/7), clest-a-dire |up| = ¢/n avec ¢ = 0.

Point de méthode : dans ¢ , toute la théorie générale se simplifie, car il n'existe pas d'ensemble
négligeable non vide. C'est un bon terrain pour tester une intuition avant de passer a LP{IR} .

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en L3

e Le cours : espaces Lp, cours de maths en L3
e Les énoncés : exercices de maths en L3 sur espaces Lp

o A maitriser avant : Intégrale de Lebesgue et théorémes de convergence, Complétude, espaces de
Banach et point fixe

Chapitre précédent : Mesure produit, Fubini et changement de variables

Chapitre suivant : Groupes : quotients et actions de groupes

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre
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