Exercices de maths en L3

Espaces de Hilbert

Exercice 1 : Identité du parallélogramme

On munit [R2 de la norme |{$1:$2:'|1 = |5‘31|+|5‘3g| .

1. Soit H un espace préhilbertien réel. Démontrer que |z+y[2+|z—y|? = 21212 +2|y|? pour
tous =,y € H .

2. Entestant les vecteurs u =(1,0) et v={(0,1), montrer que '"'1{ ne provient d'aucun produit
scalaire.

3. Méme question pour la norme |{$1:$2}|m = ma,:{{|a:1|,|a:2|}_

4. Dans un espace préhilbertien réel, exprimer { x, 4 ) alaidede [|z+¥| et |T—¥|.

Exercice 2 : Complétude de I'espace des suites de carré sommable

Onnote ¢2 I'espace des suites complexes U = {’Urn:'n} 0 telles que U 2 < 00,
£ > n

pac]
1. Montrer que ( Uy U > = Z UnUyp est bien défini et définit un produit scalaire sur g2,
n=10

2. Soit {u(P)}P;, o une suite de Cauchy de £2. Montrer que, pour chaque 7, la suite

I:uglpjjlp converge vers un nombre g .

3. Montrer que u =%y ) appartientd ¢2 etque (P _, ,, dans g2. Conclure.
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1
on munit & = €({[0,1,R} du produit scalaire (fig ):f f(@)g(z) dz . Pour n> 2, on définit

0
fr par fo(£)=0 sur [D,%], fﬂ{:ﬂ}:n{:ﬂ—%} sur [%:%4—%] et f.(@=1sur [%4-%:1] :
La figure ci-dessous représente quelques-unes de ces fonctions.
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1. Montrer que |fm—fn|§ < % pour m > m > 2.En déduire que (fﬂ:l est de Cauchy dans
E.

2. Montrer que {fﬂ} converge dans  L2([0,1]) vers 1]1/2,1].

3. En déduire que l:fn:l ne converge pas dans F , puis que & n'est pas un espace de Hilbert.



Exercice 4 : Projection sur une boule et sur un cone

Soit A un espace de Hilbert réel et Bz{yE H:|yl< 1}.

1. Justifierque B est convexe, fermée et non vide.
. I .
2. Montrerque Pplz)=zsi xi<let Pgle)=im s z>1.

3. Dans LE{[D,l]} réel, on note (' I'ensemble des fonctions positives presque partout. Montrer
que ' estun convexe fermé.

4. Montrer que P ()= £+ etaue d(£C)=|7"|, . Calcuter d(£C) pour fi(z)=1-1.

Dans LE{[D,I]} réel, onnote F' le sous-espace des fonctions affines = — a-+bx.

1. Justifierque F' estfermé.

2. Calculer la projection orthogonale P de f(£)=z2 sur F.

1
3. En déduire min f{$2—a—b$}gd$.
(a,b) € R? A

Exercice 6 : Projection sur un hyperplan fermé de L2

1
Dans H = L2([0,1]) réel, on considere G =< fe H : ff{;p} de =0
0
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. Montrer que (3 est un hyperplan fermé de H .

N

. Déterminer G-L.

3. Donner I'expressionde Pg{f) pour fe H.

I

. Calculer Pg(f) et d(f,G) pour flz)=e7.

Exercice 7 : Sous-espace dense et orthogonal trivial

Soit H un espace de Hilbert.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de F . Montrer que @l — FJ—, puis que {FJ-)J- —F.

2. Dans FEf — £2,onnote € le sous-espace des suites a support fini. Déterminer Cd-ﬂ .

3. Montrer que ©gg n'est pas fermé, en considérant w = {nL—H:'ﬂ} 0-

4. Montrer que CDD$ Cdﬁf’é g2 . Quelle hypothése du cours est en défaut ?

Exercice 8 : Représentation de Riesz dans L2

1
1. Sur LE{[EIJID réel, on pose o f) = f z f(z) dz . Montrer que ¥ est une forme linéaire

0
continue, donner son représentant de Riesz et calculer [¥].

1/2 1
2. Méme question pour 'qf)(f}:ffliﬂﬁjl da:—ff{a:} dr .
0 1/2

3. sur C([0,1]) munidelanormede L2 ,onpose O(f)= f{%) . En construisant des fonctions
en « chapeau » de hauteur 1 et de support de longueur % montrer que @ n'est pas continue.



Exercice 9 : Formes linéaires sur I'espace des suites

On travaille dans  #2 réel, indexé par n=> 1.

Jace]
Up
1. Montrer que fP{U:' = E T définit une forme linéaire continue sur 33 . Donner son
n=1
représentant et sa norme.

2. Montrer que toute forme linéaire continue sur g2 s'écrit U= ;la”u” avec g e 2.
n

3. Sur ©pp, on pose P :nglu” Alaide de V)= i}—Jl:l:,. . 54,0,0,. ..} ( N termes non

nuls), montrer que 1t n'est pas continue pour "'y .

Exercice 10 : Adjoint du décalage

Dans £2— E‘Q([N} complexe, on définit le décalage  S{ug,ty,tn, - ) = (0,2, - o) .

1. Montrer que § est linéaire et isométrique. Est-il surjectif ?

2. Al'aide du théoréme de Riesz, justifier I'existence d'un opérateur §* tel que
{ Su,v)y={u, S7u) pourtous UV,

3. Calculer §*s explicitement.

4, Calculer §*g et ¢g*. Interpréter < §* comme une projection orthogonale.

Exercice 11 : Inégalité de Bessel dans I'espace des suites
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Dans EE{IN) réel, on note E#x la suite dont seul le terme d'indice . vaut 1, et
—n
r= (2 :I.RE 0.

1. Montrer que ':Egn:'n} 0 est orthonormale mais n'est pas une base hilbertienne.
E (T, € >2 e
2. Calculer 12 et <0 173m /| Vérifier I'inégalité de Bessel.
n

3. Calculer la distance de & au sous-espace fermé engendré parles £4q.

Exercice 12 : Base hilbertienne des sinus

.
Dans L2([0,7]) munide { f, g)szﬁ,on pose Sn(ﬁ}:\/gsin{n@ pour 7 = 1.0n admet
0

que (E'*;”*T}ne 7 est une base hilbertienne de L3(T).

1. Montrer que (Sn}n} 1 est orthonormale.

2. Soit f e LE{[DJW]} orthogonale a tous les 5w . En prolongeant f en une fonction impaire sur
[—’FT,’FT] , montrer que f = [ presque partout. Conclure.

3. Développer la fonction constante 1 dans cette base.

1
4. En déduire, par Parseval, la valeur de k;0(2k+1)2 .

Exercice 13 : Série de Fourier de l'identité

Soit f lafonction 27 -périodique définie par flx)== sur |—mm[ et f{w)=0 .Son graphe en
« dents de scie » est représenté ci-dessous.



-3 - T 3

1. Calculer les coefficients ¢y, {f) pour neZ .

2. Ecrire la série de Fourier de  f sous forme réelle. En quel sens converge-t-elle vers f ?

1

3. Appliquer I'égalité de Parseval et en déduire ;lﬁ :
m

4. La série de Fourier de f peut-elle converger uniformément sur [ ?

Exercice 14 : Série de Fourier de la valeur absolue

Soit 9 lafonction 27 -périodique égaled |x| sur [—mm].

-
1. Calculer les coefficients g, = %fg{,ﬁ)cos{nx‘} dr pour 7 = O, etjustifier que les coefficients
—r

en sinus sont nuls.

2. Montrer que la série de Fourier de g converge uniformément vers & sur [{.
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Y e
3. Enévaluanten 0, retrouver S U(Ek-l-l)g .

1

1
4. A l'aide de Parseval, calculer Z 4 puis Z nt .
¥R P e

Exercice 15 : Noyau de Fejér

_ ikt LV
Pour 7= 0, on pose Dy (t) Tké:ﬂe et,pour N = 0, Hﬂzﬁgmﬂn.

sin((n-+5)t)

o) td 97
aniry o g am

1. Montrer que Dn{t:‘ —

(W +1)4

2
1 (") - =
2. Montrer que K ur(¢) = N+1 gin2t/2) En déduire que K pr=> 0.

LR "
3. Montrer que HN@:':Z (1_N+1 et que %f}{ﬁr:l.
K< W 4,
4. Soit 0 < & < 4 . Montrer que 5;;;&{55‘?&)_} 0 quand N — oo .

5. Pour f¢€ Ll("ﬂ'} , exprimer & prf = F*K jy alaide des coefficients Ck(f:l.

Exercice 16 : Unicité des coefficients de Fourier

On note C{'I]':l I'espace des fonctions continues 24t -périodiques a valeurs complexes. On utilise le
théoreme de Fejér.

1. Soit f€C({T) dont tous les coefficients de Fourier sont nuls. Montrer que f =0 .



2. Soit fEC(T) telle que ;E|Cn':f:'| <% Montrer que fle)= ;ECHU)EW;F pour tout
mn T

Z, la convergence étant uniforme.

3. Soit f declasse ¢l et 24 -périodique. Montrer que cn{f’} =1n c,(f), puis que

Z|cﬂ{f}| < o0 . Conclure.

4. Onadmet que C(T) estdensedans L2(T).Déduire du théoréme de Fejér que
{Ema:}nEE est une base hilbertienne de  L2(T) .

Exercice 17 : Transformée de Fourier d'une indicatrice

Pour & L1(R), on pose 7©)= ff'@'e_mgdﬂ? Soit a>0et f=1[—qqd].
R

1. Calculer F() pourtout £€R .
2. Vérifier que ? est continue, bornée par |f|1 et tend vers 0 a l'infini.

3. Montrer que ? n'est pas intégrable sur [ . Que peut-on en conclure sur I'image de 1 parla
transformation de Fourier ?

Exercice 18 : Transformées de Fourier usuelles

1. Calculer la transformée de Fourier de  f{x) = E_|~T| .

———

2. Soit g(gg} = E_igﬁ . Justifier que T est de classe ¢1, puis montrer que

(@) (€)=-¢ 7).

—x2/9
3. Endéduire T , sachant que f‘f 72/ de =V2m
[

4. Pour o >0, calculer la transformée de Fourier de  A{x) = e—az?
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Exercice 19 : Convolution et fonction triangle

onnote £ =1—1/21/2] et A(zr)=max(1-|=|,0). La figure ci-dessous représente ces deux
fonctions.

1.2 - === Y1212

- A(X) =max(1 - |x|, 0)
1.0 -
0.8 -
0.6 -
0.4 -

0.2

0.0 1

~15

1. Soit fgeE Ll([ﬁj . Montrer que frelz)= ‘/f'@_y}g(y} dY est définie presque partout,
que |F*gl; <Iflj191 etaue F¥g=7 7. )

2. Montrerque JF*¥7f—A.

3. Endéduire A , puis vérifier le résultat par un calcul direct.

4. Montrer que A est positive et intégrable sur [ .



Exercice 20 : Inégalité de Wirtinger

-
Soit f:R— R declasse 1, 24 -périodique, telle que ff{;r,} dr=0.
—IT

1. Exprimer ¢, (f') enfonctionde cyn(f) .

m m
2. Démontrer l'inégalité de Wirtinger : ff{$}2d1:£ ff’{;g)gdgg .
—r —IT

3. Déterminer les cas d'égalité.

i m

4. soit w € CL{[0m]R) telle que u(0)=wu(m)=0. Montrer que fug < fu*’ 2, avec égalité

0 0
si et seulement si u(x)= Asin x .

Exercice 21 : Probléeme sur les polynémes de Legendre

1
On travaille dans  F = L#([—1,1]) réel, munide { f g ):ff{a:}g{;t:} dx . On admet que
—1

C({[—1,1]) estdense dans H .Pour n = O, on pose

Po(z)=d— Lol(z2-1)"]

2" pt dz”

1. Justifierque H est un espace de Hilbert et que les fonctions polynomiales sont denses dans H .

2. Calculer Pp, Fq1 et Pq . Montrerque P, estdedegré n.

3. Montrer que ( P, Q > =0 pour tout polyndme & de degré strictement inférieura 7. 0n
pourra intégrer 1 fois par parties.
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F
4. En déduire que (lp—zl) S 0 est une base hilbertienne de H .
n

5. Calculer |Pg|? et |Pq|?, puis la projection orthogonale de () =|x| sur I'espace des
polynémes de degré au plus 2.

1

6. En déduire mgn (|$‘|—ﬂ.—b$‘—ﬁ$2)gd$.
a,b,c
1

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

Le cours : espaces de Hilbert, cours de maths en L3

A maitriser avant : Espaces L™p, Compacité et connexité

Chapitre précédent : Singularités et théoreme des résidus

Chapitre suivant : Espaces probabilisés, variables aléatoires et espérance

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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