Cours de maths en L3

Espaces de Hilbert

I. Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou . Un produit scalaire donne a la fois une norme et une notion
d'angle droit. Ainsi, la géométrie euclidienne du plan se transporte dans des espaces de fonctions de
dimension infinie. Cependant, la dimension infinie impose une hypothese supplémentaire : la complétude.

Un produit scalaire sur un [K -espace vectoriel Jf est une application {:1:, }—3» ( T,y > de
Hx H dans K, linéaireen x,vérifiant (y, z)={(=z,y) et {x,z)>0 pour $§é 0

.Le couple (H{-;'}) est un espace préhilbertien. On note 1z1=\/{ =, T )

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme ' .

Trois outils reviennent sans cesse. D'abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz  |{ =, v | < 121 |y| montre
que ' est une norme. Ensuite, le produit scalaire est continu sur Hx H . Enfin, l'identité du
parallélogramme caractérise les normes issues d'un produit scalaire.

Pourtous z,w& H .

T4y|24z—y 2 =2121242)y 2.

Réciproquement, une norme qui vérifie cette identité provient d'un produit scalaire, donné dans le cas

réel par la formule de polarisation { z, vy )= %(|$—|—y|3—|$—y|3) _
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L'espace  £2(IN) dessuites (uy) telles que Z |2 < 0o, muni de

(u,v)= Z UnUn | est un espace de Hilbert. De méme, pour un espace mesuré (X, A,u)
k)

I'espace Lg{p} muni de < ha > :f fgdu est un espace de Hilbert : c'est le théoreme de
X

Riesz-Fischer, vu dans le chapitre sur l'intégrale de Lebesgue.

En revanche, un espace préhilbertien n'est pas toujours complet. Par exemple, C{[0,1]) muni de
1

( f! q ):f f g ne l'est pas. En effet, des fonctions continues peuvent converger en moyenne

0
quadratique vers une indicatrice. Son complété est précisément LQ([D,I]} .

Méthode :

Pour montrer qu'un espace préhilbertien H est un espace de Hilbert :

* soit on I'identifie a un espace connu ( 33, Lg{p} , un espace de dimension finie) ;

« soit on montre qu'il est un sous-espace fermé d'un espace de Hilbert ;

« soit on prend une suite de Cauchy, on construit une limite candidate (souvent coordonnée par
coordonnée), puis on prouve la convergence en norme.

Il. Théoreme de projection sur un convexe fermé

Le résultat central du chapitre est un théoreme de meilleure approximation. Il utilise de fagon essentielle
I'identité du parallélogramme et la complétude.

Théoreme :




Soit A un espace de Hilbert et ' une partie convexe, fermée et non vide de A . Pour tout
€ H ,ilexiste ununique P& C telque [T—PI= d(z,C) :ylgfclﬁ_yl . On le note
Po(x). Deplus, P est caractérisé par :

pe CetVyeC,
Re(z—p,y—p )< 0.

Posons d =d(xz,C’) et prenons (yn} dans C avec |FT—¥,|* d . Par convexité,

+ + . , o
w c ¢, donc ‘$_yﬂ gym‘ > d- Ainsi, l'identité du parallélogramme appliquée a

=Y, et T7Y,, donne

Y, Y.,
2

2
— 2 — _ 2 _ 2_ _ _ 2 _ 2__ 2
Y= Y| =218 —Y, [T +2| 2=y | 4”3«' H S 2@—y, [t 2w -y,, f—4dt

Le majorant tend vers (0, donc (yn} est de Cauchy. Par complétude, elle converge versun P,
qui appartienta ' car (' estfermé. Par continuité, |£—p|=d . L'unicité découle du méme
calcul avec deux minimiseurs.

Pour la caractérisation, fixons &€ C et t€ ]0,1].Le point p+t{y—p) estdans C ,donc
|$—p—t(y—p}|2 > |;t;~—1r;u|2 . En développant, on obtient
—2t Re{ z—p, y—p )+t2jy—p2> 0.Ondivise par £ puison fait tendre £ vers 0.
Réciproguement, si I'inégalité a lieu, alors
e—y2=|z—p2-2Re (z—p,y—p )+y-pi2 > |o—p2 .

Géométriquement, l'angleen I entre £—F et Y—F estobtus pourtout ¥ de (' .Autrement dit,
(' est tout entier du méme coté de I'hyperplan passant par F et orthogonala £—F, comme le
montre la figure ci-dessous.
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\, angle obtus X
\enp

C convexe fe

Dans Lz{p} réel, I'ensemble (' des fonctions positives presque partout est un convexe fermé.
La projectionde f sur (' est sa partie positive f"' = max{f,[]}. En effet, pour g€ ¢ ,ona

<f—f+,g—f+>=—ff_g£ 0.cor f fT=0.

De plus, I'application P est 1-lipschitzienne : | P {z)—Pc ()| < |£—|. On l'obtient en ajoutant
les deux inégalités caractéristiques écritesen x* eten ¥.

lll. Sous-espaces fermés et supplémentaire orthogonal

Un sous-espace vectoriel fermé est un convexe fermé particulier. Dans ce cas, la caractérisation de la
projection devient une condition d'orthogonalité.



Définition :

re H:Vae
L'orthogonal d'une partie A de H est AL :{ —0 } . C'est toujours un sous-
!< ‘I:! a!a > -

espace vectoriel fermé de JH , comme intersection de noyaux de formes linéaires continues.

Théoreme :

Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert H . Alors H = F'( L. pour
tout x € K ,laprojection P m(z) estl'unique pE F telque £—pe F-L. L'application
P est un projecteur lindaire continu, de norme 1 si F?é {0}, et

w2 =|Pp(@)|?+|e—Pr)?.

Démonstration :

Soit p=Pr(zr).Pour Y€ F et Acl,levecteur p+A vy parcourt F' . La caractérisation
donne Re (A{ z—p, y )< 0 pourtout X .Parconséquent, { z—p,y =0, donc

T—pE FL . Ainsi, a::p—I—{;r,—p:l avec pE F et z—pc Fl Enfin, o L= {0}
car un vecteur orthogonal a lui-méme est nul. Le théoreme de Pythagore donne I'égalité des normes.

La figure suivante représente cette décomposition : le vecteur I se décompose en sa projection sur &
et une composante orthogonale.
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Corollaire :

Pour tout sous-espace vectoriel F' de H ,ona {FJ-}J- — . En particulier, F' est dense
dans H sietseulementsi F-L—{0}.

L'hypothése « fermé » est indispensable. Dans g2, le sous-espace des suites a support fini a un
orthogonal réduit a {0}. Il n'admet donc pas de supplémentaire orthogonal.

Méthode :



Pour calculer la projection de & sur un sous-espace fermé F' :

e si F' est de dimension finie avec une base orthonormée {El,- . -,Eﬂ:l , alors
T
PF(C’::':Z<$:E;;>E;; ;
k=1

e si F' aune base quelconque {fl,- . ,fn:l ,onécrit P= ZF:: Ak f}; et on résout le

systtme { T—p, fj' y=0pour 7=1...n ;
{z,a)
a

a1

esi F=kerpavec p=(,a), alors Pp(r)=z—

La distance vaut alors  d{z,F)=|z—P z(z)| .

Dans LE{[D,ID réel, cherchons la meilleure approximation de  f{z) = %2 par une fonction affine

p(r) =a+bz . Les conditions { f—p,1)=0 et { f—p, £ )=0 s'écrivent atl=1 et

273
+ :%.Ontrouve b=1 et a:_%,donc P'::’::':ﬁ_%'

el ] =]
L=

IV. Le théoreme de représentation de Riesz

Dans un espace de Hilbert, les formes linéaires continues sont exactement les produits scalaires contre un
vecteur fixé. Ce résultat identifie A a son dual topologique.

Théoreme :

Soit A un espace de Hilbert et % une forme linéaire continue sur & . Il existe un unique
a€ H telque @(r)={z,a) pourtout =& H .Deplus, |®|=Ial,
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Si @¢o=0,onprend g=0.Sinon, K =lerig estunhyperplanfermé, car % est continue.
Comme f(?é H |, le théoréme du supplémentaire orthogonal fournit z & KL avec 1z1=1.
Pour =€ H ,levecteur @(r)z—@(z)x estdans K ,donc orthogonal & Z.Par conséquent,
plr)=p(z){ z, 2 )={=x, @z ».Onposedonc g = @z . L'unicité vient de ce que
( z,a—a’)=0 pourtout x impose g =a’ .Enfin, Cauchy-Schwarz donne |®|< 1al, et
(@) = 1212 donne I'égalité.

1
Sur Lg{[[],l]} réel, la forme g_a{f} :f T f{g;} dx est continue d'aprés Cauchy-Schwarz. Son

0
] 1/2

représentant est a(x)=x , donc o= ffﬁdx —

Sl

| D

Remarque :

Le théoreme de Riesz permet de définir I'adjoint d'un opérateur borné 7' : pour ¥ fixé,
z—{ Tz, y ) est une forme linéaire continue, donc il existe un unique 71 tel que

( T,y y={x, Ty ). Enrevanche, une forme linéaire non continue, comme f — f{%} sur
les fonctions continues pour la norme de  f,2 , n'a pas de représentant.

V. Bases hilbertiennes, inégalité de Bessel et égalité de Parseval

En dimension infinie, une base algébrique n'est pas adaptée : on veut écrire chaque vecteur comme une
série convergente. C'est le réle des bases hilbertiennes.

Définition :




Une famille ':Eé:'é c 1 de H estorthonormale si ( o€y » =047 Elle est totale si le sous-
espace qu'elle engendre est dense dans & . Une base hilbertienne est une famille orthonormale
totale.

Propriété :

(Inégalité de Bessel.) Si {Eﬂ}ﬂEN est orthonormale, alors pour tout =& H

o 9
Dz e )< imi2
=10

Démonstration :

N
Posons s 5y = Z( T, ey ) €n . Cestla projection de = sur  Vect(eg,. . 4& 7). Par
n=>0

N i
Pythagore, 112 = |3:—5N|9—|—Z (2, e 2> Z [{ z, &5 Y2 Il suffit de faire tendre IV
vers l'infini.

Théoréme :

Soit {En}n cp une famille orthonormale d'un espace de Hilbert H . Les assertions suivantes
sont équivalentes :

o (i) (ey) estune base hilbertienne ;

1L
e (ii) {ET?]EN =10} ;

o0

e (iii) pourtout e H, £= Z( LIyEpy > €mn , la série convergeant dans H ;
n=I0
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jec]
e (iv) pourtout e H, EALES Z |< I, En >|2 (égalité de Parseval).
n=10

Démonstration :

(i) équivaut a (i) d'aprés le corollaire {FJ—}J- — F'. Pour (ii) implique (iii), on note que
o 2
|5l1p,i-—5irﬁlr|2 = | < L, €n >| . Grace a Bessel, ce reste tend vers (, donc {SN:I est de
n=MN+1
Cauchy et converge vers un 5 . Par continuité du produit scalaire, { I—5,€n >= 0 pourtout 7,
donc I = 5. Ensuite, (iii) implique (iv) par passage a la limite dans Pythagore. Enfin, si (iv) a lieu et
si .l e, pourtout 1, alors |¢2=0.

Par conséquent, un espace de Hilbert qui posséde une base hilbertienne dénombrable est isométrique a
Eg{[rx]j par L —* (- >:'ﬂ . De plus, I'égalité de Parseval se polarise :

(ﬂ:,y>=zﬂ:<ﬂ:,€n><y,en>.

Méthode :

Pour montrer qu'une famille orthonormale {ey,) est une base hilbertienne, on dispose de trois voies

e montrer que son orthogonal est nul (souvent en se ramenant a une base déja connue) ;

e montrer que I'espace engendré contient une partie dense, par exemple les polyndmes grace au
théoreme de Weierstrass ;

e vérifier I'égalité de Parseval sur une partie totale de H .

Dans EE{D\J} , les suites Eq = {gnk}k forment une base hilbertienne. En effet, si u_l &, pour
tout 7, alors g, =0 pourtout 7..En revanche, la famille ':EEn:' est orthonormale mais pas
totale: &7 Iui est orthogonal.




VI. Séries de Fourier dans L2

On note LE{'[I'} I'espace des fonctions 241 -périodiques de carré intégrable sur [—*rr,’rr] . On le munit
du produit scalaire normalisé

T
(1,9)=% [ F(0)a® at
~qr
Pour n €Z,onpose en(t)=et™t. Le calcul %f&é(‘”’_mﬁdt:énm montre que (Eﬂ)nEE

est orthonormale.

Définition :

-
Le coefficient de Fourier d'indice 7 de f est ¢,(f)={ f ep ):%ff{t}e—mtdt .La
—T

somme partielle de Fourier est Snf |: ;;”{f}eﬂ et la somme de Fejér est la moyenne de
m

I
. 1
Cesaro o prf = N—_szuﬂkf.

Autrement dit, .S'Nf est la projection orthogonale de f sur les polynémes trigonométriques de degré
auplus IV . Ces deux sommes s'écrivent comme des convolutions : S j7f = f*D py et

m
ot = F*E . ob frole) = %ff[:ﬂj—t:]gl:t:] dt . Les noyaux de Dirichlet et de Fejér valent
m

S 2

- __1 sin(*
snie/2) 0 En@)=81\ Sin@/2)

La figure ci-dessous compare ces deux noyaux. Le noyau de Dirichlet change de signe et oscille, tandis
que le noyau de Fejér est positif et se concentreen 0.
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—— noyau de Dirichlet Dg
15 - - noyau de Fejér Kg

X

(Théoréme de Fejér.) Si | est continue et 241 -périodique, alors tTNf converge uniformément
vers [ sur R.

Démonstration :

T

Le noyau de Fejér vérifie trois propriétés : K pr= 0 ; % Ky=1;pour 08|t <,
—ir

1
KEn(t)< (N +1)sin

implique |f(x—t)—f(x)| <& pourtout z.Alors

259 SOt €> 0 . Par continuité uniforme, il existe § tel que [f|<é

" ) 2111
oy f(z)—f(z)]| < %_/ﬁlf(x—t)—f(w)lﬁ V() dtS e+ i)

Le second terme tend vers [J, uniformémenten I .




Corollaire

La famille I:Eﬂ,:lne 7 est une base hilbertienne de LE{-U_:I . Par conséquent, pour toute
FELAT), Syf— f dans 12 et

2
L 1OPa = fentr)?
— T

nes

Déemonstration

N
.
|

Les fonctions continues périodiques sont denses dans LE('I]'} , résultat vu en théorie de
I'intégration. Or, d'aprés Fejér, toute fonction continue est limite uniforme, donc limite dans  f,2 , de
polynémes trigonométriques. Ainsi, les polyndmes trigonométriques sont denses dans LQ('I]') ,etla
famille orthonormale (e, ) est totale.

C'est |a I'angle principal du chapitre : une série de Fourier n'est rien d'autre que la décomposition de |
dans la base hilbertienne (e, ). En particulier, deux fonctions de 1,2 qui ont les mémes coefficients
sont égales presque partout.

Soit f la fonction créneau, impaire, égale & 1 sur ]D [ . Un calcul direct donne cnlf — 2

TR
sin((2k+1)1)
pour ¥ impairet [ sinon. Sous forme réelle, f== Z T 9k+1  dans f,2.Parseval

— frz
donne alors Z”‘Tgﬂg , soit Z(2k+1j2 8

1mpa,11'

La figure suivante montre deux sommes partielles de ce créneau. La convergence a lieu en moyenne
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quadratique, mais pas uniformément : un dépassement d'environ 9 % du saut subsiste pres des
discontinuités (phénoméne de Gibbs).

1.5 1
1.0 -
0.5 1
0.0 A
—0.5 1
— Créneau f
—1.0 - —— somme partielle S3f
—— somme partielle Syof
-1.5 - - - - ;
-1 —1/2 0 /2 n
X

Si f estcontinue, 27 -périodique et si ;I|Cn{f}| <8 alors Sprf converge
T

uniformément vers f.Cestlecassi [ estdeclasse ¢l,car c,(f)=1n c,(f).

VIl. Transformée de Fourier dans L!

Sur [k, les fonctions ne sont plus périodiques. Ainsi, la série de Fourier est remplacée par une intégrale :
la fréquence n € F devient une variable continue £ R .

Définition :




Pour f € L1(R), la transformée de Fourier de f est la fonction

7(€)=ff($)e_”5 de, £€R.
R

Théoreme :

Pour fg€ L1(R) :

J :7? est continue et bornée, avec |?|OOS |f|1 ;

« (Riemann-Lebesgue) F(€)— 0 quand |€]— oo ;

si g(z)= f(z—a) . alors F(£)= E_mf?{f} ;si glz)= f(A z) avec X >0, alors
7€) =375
frge Lt et FHg=F g ;

si. x — zf(zr) estintégrable, F estdeclasse (1l et

@Y©)= [(in e as
13

Démonstration :

La continuité vient du théoreme de continuité sous l'intégrale, avec la domination
|f{xjg_ﬁ5| < |f{g;~}| . Pour Riemann-Lebesgue, on calcule d'abord pour une indicatrice
d'intervalle, puis on conclut par densité des fonctions en escalier dans f,1 et par I'inégalité
|?—?f|m <|f—h|; . La formule de convolution découle du théoréme de Fubini, égitime car

|flz—y)g(y)| dz dy = |f|1|g|l . Enfin, la dérivation sous I'intégrale utilise la domination

|=f ()|
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281n

1
Pour [ =1[—1,1], on obtient HOE fe_m‘fdj: =2 ¢ pour f?é 0,et F(0)=2. Cette
Z1

fonction est continue et tend vers (J, mais elle n'est pas intégrable sur [ .

Comme le montre la figure ci-dessous, une fonction a support compact et discontinue a une transformée
qui décroit lentement. Plus  f est réguliere, plus f décroit vite.

1.25 1 2.0 -
f= 1[_1’1] ; _ 2sin&
1.00 - 15 8=
0.75 1 Lol
0.50 -
0.5 -
0.25 1
00 \V/\ /\ /\ /\VI
0.00 { ——— —— Vv Vv
: : : —0.5 1, : :
-2 0 2 —-20 0 20

Pour la gaussienne g(g;} = 5_5‘:2;2 , la dérivation sous l'intégrale puis une intégration par parties

donnent (7Y (£)=—¢ F(¢). Comme F(0)=v2m, on obtient F(E) = V2 82

— 1 {—= -
Si f et f sont toutes deux intégrables, la formule d'inversion f{j-?:' = E/f'if:“’fmfdf a lieu
R

presque partout. L'extension de la transformée a LE{IR} (théoreme de Plancherel) dépasse le



I cadre de ce chapitre.

Ce qu'il faut retenir

e Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet; g2 et LQ{,L;) sont les exemples
fondamentaux.

e L'identité du parallélogramme caractérise les normes hilbertiennes et sert a prouver le théoreme de
projection.

* Sur un convexe fermé non vide, la projection existe, est unique et vérifie Re { z—p, y—p )< 0

* Pour un sous-espace fermé F',ona H = F@ FL, et P g(z) est caractérisé par
z—Pp(z)Ll F.

* Théoréme de Riesz : toute forme linéaire continue s'écrit = —{ =, a }, avec |¥|= &I,

¢ Une famille orthonormale est une base hilbertienne si et seulement si son orthogonal est nul, si et
seulement si Parseval a lieu.

* La famille {Emt}ne 7 est une base hilbertienne de L2(T), grace au théoréme de Fejér.

- , . 2
e Parseval sur des séries de Fourier explicites permet de calculer des sommes comme E # = % .

e La transformée de Fourier d'une fonction de Ll{[R} est continue, bornée par |f|1 et tend vers
0 a l'infini.

Questions fréquentes sur espaces de Hilbert

Quelle différence entre un espace préhilbertien et un espace de Hilbert ?

Un espace préhilbertien est un espace muni d'un produit scalaire. Un espace de Hilbert est un espace
préhilbertien complet pour la norme associée. La complétude est indispensable pour le théoreme de
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projection et pour le théoréme de Riesz. Par exemple, les fonctions continues sur [0,1] munies de la norme
de L™2 ne forment pas un espace complet.

Pourquoi le sous-espace doit-il étre fermé pour avoirH=F ® FL ?

La projection est construite comme limite d'une suite minimisante, et cette limite doit rester dans F. Si F
n'est pas fermé, la décomposition peut échouer. Dans £ 2, les suites a support fini forment un sous-
espace dense dont I'orthogonal est réduit a zéro. En général, I'orthogonal de I'orthogonal de F est
I'adhérence de F.

Comment montrer qu'une famille orthonormale est une base hilbertienne ?

I suffit de montrer que le seul vecteur orthogonal a tous ses éléments est le vecteur nul. On peut aussi
prouver que I'espace qu'elle engendre est dense, par exemple avec le théoreme de Weierstrass ou le
théoreme de Fejér. Enfin, I'égalité de Parseval pour tout vecteur est une caractérisation équivalente.

A quoi sert le théoréme de Fejér alors que Parseval existe ?

Le théoreme de Fejér montre que les polyndmes trigonométriques sont denses, ce qui prouve que
(e~{int}) est une base hilbertienne de L™2. Parseval en découle ensuite. De plus, Fejér donne la
convergence uniforme des moyennes de Cesaro pour toute fonction continue, ce que les sommes
partielles de Fourier ne garantissent pas.

Pour aller plus loin en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur espaces de Hilbert

A maitriser avant : Espaces L™p, Compacité et connexité

Chapitre précédent : Singularités et théoreme des résidus

Chapitre suivant : Espaces probabilisés, variables aléatoires et espérance

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/espaces-hilbert-fourier-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-lp-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/compacite-connexite-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/singularites-theoreme-residus-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/probabilites-variables-aleatoires-esperance-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
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