Corrigés des exercices de maths en L3

Espaces de Hilbert

Corrigé de I'exercice 1 : Identité du parallélogramme

1. On développe par bilinéarité et symétrie :  |T+y|2 =122 +2{ =, y ) +y|? et
|:,t:—y|2 = |;t:|3—2( T,y >—|—|y|2 . En additionnant, les termes croisés disparaissent. On obtient
oty 2z —y 2 = 212421y 2.

2. Avec u={(1,0) et v=(01),0ona Iuly=1wy=1, [utv|; = |':1;1:'|1 =2 et
u—viy = |{1,—1:l|1 =2 | Ainsi, le membre de gauche vaut 4--4 =8, tandis que le membre de
droite vaut 242 =4 . L'identité est donc fausse. Par conséquent, '~'i ne provient d'aucun
produit scalaire.

3. Pour la norme infinie, [u+v| = 1U—Viga =1 et Itlg = IUig, =1 . Le membre de gauche
vaut 2 etceluidedroite 4.Lanorme '“'co n'est pas non plus hilbertienne.

4. En soustrayant les deux développements de la question 1, on obtient
|z+y[2—jz—y[2=4( 7,y ). D'ol la formule de polarisation

(z,y)=3(je+y2—jz—y2).

Point de méthode : pour montrer qu'une norme n'est pas hilbertienne, il suffit d'exhiber deux vecteurs
qui mettent en défaut I'identité du parallélogramme.

Corrigé de I'exercice 2 : Complétude de l'espace des suites de
carré sommable

1. Pourtous a,b€C,ona |ab|< %{|u|g—|—|b|gj . Ainsi, Z|uﬂﬁ| < %Z{|un|g—|—|ﬂn|2} < 00,
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et la série converge absolument. De plus, |1,;,lr1-|-*;-_1,lr1|2 < 2|un|3_|_2|,un|3 , donc  £2 est un sous-
espace vectoriel. Ensuite, la linéarité en u et la symétrie hermitienne passent a la somme de la
série. Enfin, ¢ u, u )= Z:|’t.n;ﬂ|2 =0 impose Uy =0 pourtout 7.C'est donc un produit

scalaire.

2. Soit £ 0 .llexiste P telque |u':i'-”)_u':q:'| <g pour p,g= F . Pour 7 fixé,
|u5113)—u51g)| < |u(p)_u[q]| < ¢ . Par conséquent, {uglP)}P est de Cauchy dans (, qui est

complet. Elle converge donc vers un nombre g,

N
3. Fixons N .Pour p,9= F ,ona Z |u5115':'—u519)|2 < g2 C'est une somme finie : on peut

n=>0
. e . ( )_ 2 < 2 . .
faire tendre ¢ vers l'infini, ce qui donne |uﬂP un| < €4, Ensuite, on fait tendre N
oo n=>0
vers l'infini : Z |U51P:'—’t&ﬂ|2 <e?, Ainsi, u(iﬂ)_u € ¢2,donc = u':i'f‘:'—(u'ii'f‘)—u} c el

n=>0
De plus, |u'ii'9]'_u| <g pour P = P . Toute suite de Cauchy converge : ¢2 est un

espace de Hilbert.

Point de méthode : on construit la limite coordonnée par coordonnée, puis on contrdle d'abord des
sommes finies avant de passer a la limite.

Corrigé de I'exercice 3 : Un espace préhilbertien non complet

1. Soit m = n > 2. Les fonctions fm et fﬂ sont nulles sur [[],%] etvalent 1 sur
[%4-%:1] . De plus, sur [%:%4-%] , elles sont & valeurs dans  [0,1] , donc |f, —f [<1.Par

1/24+1/n
1
conséquent, |fm_fﬂ|§gf1 dx:%.AinSi, |fm—fn|2“_:ﬁ,et l:fn:l est de

1/2
Cauchy.

2. La différence fn—l]lfg,lj est nulle hors de ]
1/m

1
. Avec t:;]:—%, on calcule f{l—nt}gdt:ﬁ . Donc |fﬂ—1]1f.fg,1]|2=E — 0,
0

1 . 1
—|—ﬁ|: . Sur cet intervalle, elle vaut n(;p_i)_1

b2

1

B2 =

3. Supposons que fn — ¢ dans F,avec 9 continue. Par unicité de la limite dans  f,4 ,ona



g= 1]1;2,1] presque partout. Ainsi, g =10 presque partout sur [[j]%[ . Or une fonction
continue nulle presque partout sur un intervalle ouvert y est nulle partout. Donc g =10 sur [[j,%[
et, de méme, g=1 sur ]%:1]. Cependant, la continuité en % donnerait g{%} =0 et

g{%} =1. C'est absurde. Par conséquent, F n'est pas complet : ce n'est pas un espace
de Hilbert.

Corrigé de I'exercice 4 : Projection sur une boule et sur un cone

1. Si y,z€ B et t€[0]1], linégalité triangulaire donne  |ty4{1—1t)z| < t4+(1-t)=1. De
plus, B estl'image réciproque de [D,l] par la norme, qui est continue. Enfin, 0 E. Ainsi,
B est convexe, fermée et non vide.

2.Si 1x1<1,alors z€ B et d{xr,B)=0,donc Ppg(r)=x.Supposons |z|>1 et
posons p=t:€ B.Ona z—p={(1x1-1)p .Pour y € B, on calcule

(z—p,y—p )=(z=1)({ p,y)—1p12)=(z1=1)(( p, y }-1).

r {pu )< |p|v|< 1 parCauchy-Schwarz, et 151—1 >0 . Le produit est donc négatif. La
caractérisation du théoreme de projection donne PB(:E} |a:|

3. La convexité est claire : une combinaison convexe de fonctions positives est positive. Pour la
fermeture, soit {gn) dans  quiconverge vers 9 dans F,2 .D'apres la réciproque partielle
du théoréme de convergence dominée, une sous-suite converge presque partout vers & . Ainsi,

g = 0 presque partout. Donc ' est un convexe fermé non vide.

4, On écrit f:f"'—f_ avec f"'f_:[].Ona f"'efj’et f—f"‘:—f_.Pour
ge ¢,

1 1 1
(f=1"9=1")= f f = ffgg 0.
0 0 0
Ainsi, Pg{f}_f"' et d{f,C)= |f f+| | _| .Pour f(r)==z— %,ona

1/2
f @)= L& sur [0 l] et 0 ailleurs. Alors | _|2 — {l_p\2gp =2 Donc
=3 7 fly=[G-=)de=2g

%IH

d(fC)= 3= 3
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Corrigé de I'exercice 5 : Meilleure approximation affine dans L?

1. Le sous-espace F'= Vect(1,x) est de dimension finie. Or tout sous-espace de dimension finie
d'un espace normé est complet, donc fermé. Ainsi, F' est fermé.

2. Oncherche p(x)=a+bz telque f-pl 1 et f—pl z. Dabord, ( f—p, 1= %_g_%
.Ensuite, { f—p,z )= %_%_% . On résout le systéme

En multipliant la premiéere équation par % et en soustrayant, on obtient %—% = %—% , soit
b _ 1 _ e o1 1 1 facti _ .1
15 =15 - bonc b=1, puis a = 3—5=—¢ - La projection est p(x}_g:—ﬁ.

1
2
3. Le minimum cherché vaut |f_p|§:f($3_;p+%) dx . En développant, on obtient
]
1
4 o,3,.%, 5 2,1 11,41 1 ‘nomi
f(i-; 203452 3+36)d$_5 5+g—5+3g - AU dénominateur commun 180, cela

36—904-80—3045 . 1 . 1 .
donne 180 . Le minimum vaut 180’ atteint pour g —= - et h=1.

La figure ci-dessous représente 2 et sa meilleure approximation affine. L'aire algébrique entre les
courbes est nulle, ce qui traduit la condition f—p L 1.



1.07 — fx=x
— projection p(x)=x—1/6

0.8 écartf—p

0.6 -
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Corrigé de I'exercice 6 : Projection sur un hyperplan fermé de
L2

1
1. La forme (’g(f:] — f f= < il > est linéaire. De plus, |f,ﬂ':f:'| < |f|2|1|g = |f|2 par Cauchy-
a

Schwarz, donc elle est continue. Elle est non nulle car @{1)=1. Ainsi, G =kery estun
hyperplan fermé.

2. Par définition, G = {1}- = Vect(1)- . Comme Vect(1) est fermé, le corollaire du cours
donne G-t = Ve.;t(l}J-J- = Vect(1). Donc -1 est la droite des fonctions constantes.

1
3. Onécrit f={f—c)+c avec C:/f .La fonction f—c est d'intégrale nulle, donc dans
0

G ,et ¢ estdans ¢3-l. Par unicité de la décomposition H = @ (G-, on obtient

1
Po(f)=f-[ fe)dt-
0
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1
4. Pour flz)=e% ona f.gﬁ dr =e—1.Ainsi, Pg(f){z)=eT—(e—1). La distance vaut
0
|f_PG'(f:'|E = |':5’_1:" 1|2=E—1. Donc GE(EJ:,G}:E—I .

Corrigé de I'exercice 7 : Sous-espace dense et orthogonal

trivial

1. D'abord, F'¢ F donne FJ- . L . Réciproquement, soit & Ll et Yy E F, limite d'une
suite {yﬂ} de F'.Par continuité du produit scalaire, < ¥ > = lim( Ly, >= 0. Donc
FL_— FL. Ensuite, F estfermé, donc Ff — FEE,FJ— — Fg pL . Clairement,
Fc Ll ,car gLl estunfermé quicontient F .Soit ¢ FLlLl, écrit ©=a+b
avec gc F et phe FL.Alors Iij:{:;:;,b):{r;z,,b}—|—|b|2=|b|2 .Donc x—=gcF,et
FlLl=F.
2. Toutes les suites €n sontdans Cpp.Si vE cdﬁ ,alors v, ={ v, e, y)=0 pourtout 7.
Ainsi, Cdﬁ = {0}.

1 | wjﬁ_z 1
. 10,0,. . .)€ cpp - Alors  TU—U = 2

comme reste d'une série convergente. Or u¢ Cpp. Caraucun de ses termes n'est nul. Donc <

3. Posons u(N):{léa. i — 0,

n'est pas fermé.
4. Ona c[j[j@ cd—a =Cpqp. et uﬁ! Con- Ainsi, CU[-J@ Cdfﬁ/: 82 : I'hypothese « F' fermé »

du théoreme du supplémentaire orthogonal est en défaut. D'apres la question 1, on a
d'ailleurs €g= cdﬁl — [0} = #2 . €oo est dense.

Corrigé de I'exercice 8 : Représentation de Riesz dans L2

1. Laforme ¢ estlinéaire,et @{f)={(fia) avec afr)=zx, quiestdans L2([0,1]).Par
Cauchy-Schwarz, |9D{f:'| < |a|2|f|2 ,donc % est continue. Par unicité dans le théoreme de



1 1/2
Riesz, son représentant est @ . Ainsi, 1P| = laly = f ridr . Le représentant est

a0
r— T et |fp|:%.

2. Deméme, W(f)={(fb)avec b=101/2]-1]1/2,1].Ona p2 =1 presque partout, donc
lbl; =1. Le représentant est p,et [tf|=1.

3. Pour n> 2,0npose h,(z)= ma,x([],l—ﬂh:—%o . C'est une fonction continue, de hauteur
1/n

hﬂ{%j —1, nulle hors de [%—%: —|-%] . Par symétrie, |h~.r1|§ — g‘/(l_ﬂt}gdt — % . Ainsi,
]

[l |

Anly— 0, tandis que 8(h,)=1 pourtout 7.Si @ était continue, on aurait &(hn)— O
.Donc § n'est pas continue pour la norme de 7,2 . En particulier, elle n'a pas de
représentant de Riesz.

Corrigé de l'exercice 9 : Formes linéaires sur l'espace des

suites

, 1 1 o2 L
1. Lasuite a= {ﬁ}ﬂ >1 estdans g2, car ZE = Par Cauchy-Schwarz dans #2, la série

Un - o .
+ converge absolument et [e(u)| <i@i il Ainsi, @ =¢:,a ) estlinéaire et continue.

Son représentant est o = {%}ﬂ} et |@|=1al= % .

2. Comme 33 est un espace de Hilbert (exercice 2), le théoreme de Riesz s'applique. Pour toute
forme linéaire continue @, il existe g ¢ #2 avec rp(u} :< il >: gla”u” , puisque le
n
cas est réel. Toute forme linéaire continue sur g2 est de la forme u — 2 Opty avec
aegz ,et |@|=1al,

(&)
(V)y— vt — MP vl — L g, P00 i
3. Ona xlb{u )_NN_l et |u | = NZ—N'AmS" W] — IV , qui n'est
pas borné. Donc 1) n'est pas continue sur (g pour '3 . Cela est cohérent avec la

question 2 : le « représentant » formel (1,1,1,...} n'est pas dans 2.
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Corrigé de I'exercice 10 : Adjoint du décalage

|Sul? = D—I—Z u|? = 112
n> 0
En revanche, toute suite de I'image a un premier terme nul. Ainsi, £p n'est pas atteint. § est

1. La linéarité est immédiate. De plus, , donc & estisométrique.

une isométrie non surjective.

2. Fixons yg £2 . L'application u — < Su, v > est linéaire. Par Cauchy-Schwarz,
[{ Su, v )| <ISul ivi=ui v, donc elle est continue. Le théoréme de Riesz fournit un unique
vecteur, noté Gy telque ( Swu,v)={u, S u) pourtout w.L'unicité entraine Ia
linéarité de ¢ — §¥y . L'adjoint S* existe, et |S¥u|<|u).

3. On calcule (Su,v)= glun 1Yn = Z u”“n-l-l Cette expression vaut { &, w ) avec
i

w = (V1,Uq,Vsg,. . .} . Par unicité, S l:’u[j,ﬂl,’ug,. . ) =(¥1,Uq,U3, . .) : C'est le décalage
a gauche.

4. D'une part, S¥Su= S*{D,um,ul,. . ) =(ug,uq, . .)=1u . D'autre part,
55Ty = S{v g, . J=(0,u1,uy,. . .) . Ainsi, §*5—1d , mais 55*% Id : 557 est
la projection orthogonale sur {ED]J- .Eneffet, SS5Tu=v—{u, € )€ -

Corrigé de I'exercice 11 : Inégalité de Bessel dans I'espace des
suites

1. Ona (Eh, Eqom >= Snm , donc la famille est orthonormale. Cependant, £1 est non nul et
orthogonal a tous les €74, . Son orthogonal n'est donc pas réduita {0}. D'aprés le théoréme de
caractérisation, ce n'est pas une base hilbertienne.

2 —ﬂ___i
2. Oncalcule '*! _24 —1—1/4 ~ 3. Ensuite, ( T,¢, Y =227 donc
n> 0 "
2 —n__16
Z(::E 62n> Z 16 "= 15 . On a bien Eiiizﬂ : I'inégalité de Bessel est
n> 0 n> 0 15=3718

stricte ici.

3. Soit F' le sous-espace fermé engendré par les £94 . La projectionde = sur F' est



Z< TyEqpy >Egﬂ , la suite des termes pairs de . Par Pythagore,

20 16 4
d'@ F:'E 12— Z( LyEn, >2 =15 ~1E — 1§ - On Vérifie directement : les termes impairs

— 116 4
donnent Z 4 (2n+1) =415=15.Donc d(r,F)= 2
T

=

Corrigé de l'exercice 12 : Base hilbertienne des sinus

1. Pour m,m > 1, onutilise 2sin(nz)sin{mz) = cos{(n—m)z)—cos{(n+m)x) . Si n?é m,

les deux cosinus s'intégrenten 0 sur [0;7], car n4 m estunentiernonnul.Si n=m, on
-

obtient fsing{ﬂ:t:“}da: 5 - Ainsi, { sp, 5, )= %%Sﬂm .La famille (s} est

0
orthonormale.

2. On pose ?{x}:f{x} sur |0, et f{;p} —f(- ;r,gr sur [—m0[, puis on prolonge par

24t -périodicité. Alors ? e LE{'I]'} . Par imparité, ff{t}cos{ﬂt} dt =10 . Par conséquent,

™ Ky
Q__T?f Jsin(nt dt:%i/f(t)sin(nt) dt =7 5( fsn)
-n 0

Cette quantité est nulle pour 7. = 1. De plus, C—n(?:‘ = —cn{?} et CD{?:I =0 par
imparité. Tous les coefficients de ? sont nuls. Comme {Emﬂ?} est une base hilbertienne,

? = presque partout, donc f = [ presque partout. L'orthogonal de {sn} est nul : c'est
une base hilbertienne de L2([0,7r]).

kip
_ 1—(—1)"
3. Oncalcule (1,5, )= \/%fsm(mt:} dr = \/% % . Ce coefficient vaut 2 3 pour T

sin((2k+1)x)
impairet [ pour 7 pair. Ainsi, dans Lg{ D’."T l_’fT Z 2R+

_ _B
4. L'égalité de Parseval donne 12 = k;ﬂﬂ (2k+12 7 Z [Ek—i-ljz Donc
1 _

kgm(2k+1)2 B
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Point de méthode : pour montrer qu'une famille est totale, on se rameéne a une base hilbertienne déja
connue par un prolongement adapté (ici, impair).

Corrigé de I'exercice 13 : Série de Fourier de l'identité

-
1. Ona Cl:llif:l = %fI: dx =0 parimparité. Pour ﬂ?é (0, on intégre par parties :
—Ir

T

m m

ke T .
/;ce—imdx [m_ ww: +$/ _inxda_::w(—l)_—;—g(—l) +0=2mg1—1) ‘
L -7

Ainsi, Cn(f}:@ pour ﬂ?é 0, et co{f}:[].

2. On regroupe les indices 7 et —m

: n
. . if—1 : _ il —
CretnTtc_ eI = (n) (Eﬁﬂﬂ'_e—ﬁﬂ,ﬂ:‘) ( ) 21511‘1(?11::1 Cette quantité vaut

+1
&Sm(ﬂx} Comme f& L2(T) etque (emﬂ?} est une base hilbertienne, la série

2(—1)n+1 ]
converge vers f dans f2.0Ona fle)= Z n—8in(nZ), au sens de la

n>1
convergence en moyenne quadratique.
m
2 1
. 1 f g, _12m3_n2 enl*=2) 73
3. D'une part, Eﬂfa: d;[:_gﬂ- =7 . D'autre part, nzli] ﬂ;ln . Parseval donne

i =

T _ 1 1 _

2 _EZ n. Donc Z ni T &

n n>1

4. Supposons que la série converge uniformément vers une fonction ¢ . Alors & est continue,
comme limite uniforme de fonctions continues. De plus, la convergence uniforme sur [ —m]
entraine la convergence dans 1,2 ,donc g = f presque partout. Ainsi, g{a::l = sur

] *rr*rr[ car deux fonctions continues égales presque partout sur un ouvert sont égales. Par

continuité, g(m) = _1}”,} L =T Or, par périodicité, glm)=g(~ W:'__l}lmﬂ_i_j:—_ﬂ C'est

contradictoire. La convergence ne peut pas étre uniforme sur [5.

La figure ci-dessous montre les sommes partielles S3f et Sigf . Elles s'approchentde f a
l'intérieur de l'intervalle mais restent nulles en 44, laou [ saute.



Corrigé de I'exercice 14 : Série de Fourier de la valeur absolue

1. Lafonction g est paire, donc g{z)sin{nx) est impaire : les coefficients en sinus sont nuls.

o

- _1 _2m2_ > inte ies :

Ensuite, g =7 |;]_?| dr =7- 5= Pour 7. 1, on intégre par parties :
—IT

™ T ™ n
9 9 xsin(nm)} 9 . 9 (=1) -1
an:ﬁ/$cos(n$) dx:ﬁ{# 0——n/51n(n$) d$=ﬁ‘T
0 0
Ainsi, %=1, Gp == 3 Pour 7 impairet @, =0 pour n > 2 pair.

4 cos((2k+1)x)

2. La série de Fourier s'écrit 3~ (Ek—i—l)g . Son terme général est majoré par
k=0

4 L , )
ﬂ(%_l_l)g , terme d'une série convergente. Elle converge donc normalement, donc uniformément,

vers une fonction continue A . De plus, & est continue sur [, car |—ﬂ'| = |ﬂ'| assure le
raccord. Les coefficients de ¢ sont sommables. D'aprées le cours (ou I'exercice 16), la série
converge vers g elle-méme. La série de Fourier de 9 converge uniformément vers ¢
sur [.
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_r_3 1 1 _ 2
3. En xz =10, on obtient U=9-m Z (2k+1)2%. Donc kzﬂmk—i_l)g — 8.

a2
ED‘FZ {E&%-Fb%} . Le membre de

i
. L i . 1

4. Sous forme réelle, I'égalité de Parseval s'écrit 2=

—ar ﬂ Z:“' 1

gauche vaut % 2% = %ﬁ Le membre de droite vaut 2 +fr9 Z (g,g«_|_1:,4 Ainsi,

16 1 2m2 g2 a2
(2k+1)* 3 2 & . Ensuite, on sépare les termes pairs et impairs :

k‘::» 0
1 1 1 1 15 1 _mt
Z nt [gk+1j4+16 Z n4.Donc 16 n4 ™ 96 . On obtient
n 1 k>0 n> 1 n>1
. 1 ad 1 w4 o
D Gi1FT % et D nE=50.
S D(Ek—i—l) S 1’-”«

Corrigé de I'exercice 15 : Noyau de Fejér

. L , il 1 L gt
1. C'est une somme géométrique de raison & ?é 1: Dn(i:l — g—int o . On factorise
par I'angle moitié au numérateur et au dénominateur :
e @n Dy = i@ D/2. gy, BTAD o ity — o%/2. 9isin(f) . Les
. 1
. L 9nt+l 1 . sin((n+5)1)
exponentielles se simplifient, car — —==10 . Ainsi, L .
P P 3 2 0 D”(t:l sin(t/2)
L 1 1 N
2. Ona sin(s)sin((n+5)t) = E(cos{nt}—cos({n—i—l}t}) .Ensommantde n=03a IN,la
. . l—cos({N+1)t . N+1)t
somme est télescopique : sm{%jlz sm({ﬂ—i—%}t) = ((2 1 _ smg{%}. On
n=>0

1 sin?(N+1)t/2)
N+1 sing(tfﬁjl

divise par {N—I—l}sing{%} . On obtient K ;;(t)= , qui est positif.

3. On échange les sommes : Kﬂ{t) N+1|k|;N#{ﬂ |’E§| R N} etkt . Le nombre

&l Y,
dentiers 7 entre |k| et N vaut N+1—|k|.Donc K n(t)= E : (I_N-I-l etkt
|k|< N
T

-
. 1 ' . .1
Ensuite, Efgﬁktdt = 5};0 .Seul le terme %k =0 contribue : E‘/AKN =1.
- v

4. Pour §<[E{<m, ona S« |2_| < 7. Parcroissance de  sin sur 0,51, 51112[:%:] > sing{g:}. Le

MI



sup K jy(t)<

numérateur est majoré par 1 . Ainsi, s<l<n (N—i—l)smg(ﬁfﬁj

s pour fe THT) one (fe,) (@)= ff@e*'iﬁ Vs =, (f)eike  pare

changement de variable s=x—% etla perlod|C|te. Par linéarité de la convolution :

onf@=2_ ( jﬂl)%{fﬁ"fﬁm

K< N

La figure ci-dessous représente K 5, KAt et Hqp.La masse totale reste égalea 1, mais elle se
concentre en [, et le noyau devient uniformément petit sur la zone grisée.

— K,
10 1 K5
— Ko
8 _
o=s|x|=m:
Ky = 0 uniformément
6 4
4 -
2 -
0 4
-1 -6 0 o n

Corrigé de I'exercice 16 : Unicité des coefficients de Fourier
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%]
1. D'apres I'exercice 15, JNf = Z (1_N+1)C};{f:"'3k =0 pour tout IV . Or, le théoréme de
5| < NV
Fejér affirme que JNf —* f uniformément. Donc f =0.

2. Posons g(z) = Z Cn{f}ﬁéﬂ‘ﬂ: . Comme |¢ﬂ{f}emﬂ?| =lcn(f)| etque Z|Cn':f:'| < o0

ned
, la série converge normalement, donc uniformément. Ainsi, & est continue et 24r -périodique.

Grace a la convergence uniforme, on peut intégrer terme a terme :
Ck{ﬁ’:' = Z cn(f){ en €L )= Ck{f:' . Par conséquent, f—g est continue et tous ses
T

coefficients sont nuls. D'aprés la question 1, f = g . Ainsi, f':i::' = ;E'fn':f:'em“ﬂ: pour tout
n

&, avec convergence uniforme.

3. Onintégre par parties : Cﬂ(f }_ g,}r[f':f:"f—mt} +2W‘/f{t)3_?ﬂtdﬁ Le crochet est nul

par périodicité. Donc cﬂ{ff} =1n cy(f). Ensuite, par Cauchy Schwarz dans EE(E} :

c 1/2 1/2
> leal |—z‘w 2 lenl Y (52 5s),
n#t 0 n#t 0 nt 0
2
3
Z|Cﬂ{f}| < co , et la série de Fourier d'une fonction (1 périodique converge

La premiere somme est finie par I'inégalité de Bessel, et la seconde vaut . Donc

uniformément vers elle.

4. La famille {Eﬂ} est orthonormale. Montrons qu'elle est totale. Soit  f & LE{T:I et €>0.Par
densité, il existe A €C(T) avec |f—hAly <€ . Dapres Fejér, il existe IV tel que
1 —oh| < 2e
EW.Donc |f N |2_ , et
JNPL est un polyndéme trigonométrique. Les polynomes trigonométriques sont denses :

':Emm}nEE est une base hilbertienne de LE{"I]'] .

Ao nh| S or mig<itie, avecla normalisation

Point de méthode : le théoreme de Fejér sert d'outil d'unicité et de densité, alors que les sommes
S f seules ne convergent pas toujours uniformément.

Corrigé de I'exercice 17 : Transformée de Fourier d'une

indicatrice




a—taf_graf _ 2sin(af)
— £
obtient F{0) = 2a . Ainsi, f{f}_gsmma f?é 0,et F(0)=2a.

1. Pour ff,é 0, on calcule ?{g} — fe_”‘f.:j;p — .Pour £=0,0n

2einfaé)
£
évidente. De plus, |sin(@€)|< al¢| donne |F(€)|< 2a= |1, - Enfin, 76| < E—l — 0. Les

trois propriétés générales sont vérifiées.

2. Quand €—> a, — 9, donc ? est continue en (1, et elle I'est ailleurs de fagon

[ece] [ece]
sinla BIM U
3. Par le changement de variable % =af,on a f@df = f%du . Or, sur

(k41)r
[k (k+1)m], % (k—l—ll)fr f| sin u| du = 2- Donc lintégrale est minorée par
kar

_ 2 —
k;ﬂ(k-i—ljfr , qui diverge. Par conséquent, f¢ L1(R) : la transformée de Fourier

n'‘envoie pas 1 dans F1.Sonimage est seulement contenue dans les fonctions continues
tendant vers (J a l'infini.

Corrigé de l'exercice 18 : Transformées de Fourier usuelles

1. La fonction f estintégrable. On coupe l'intégraleen 0 :
o0 o0
7 —z(1+2 —z(l—1¢ 1 1 .
f(E)=/€ ( §)d$+/€ ( £)d$:1+i§+1—i§
0 0

Les deux intégrales convergent car  |e —=(l+ t5:'| — ¢—% . On obtient f{f} l+£2

2. Lafonction (z£)— E_‘Tg»me_”‘f estde classe 1l en £.Sa dérivée est dominée par

|$|E_$ /2 , intégrable et indépendante de £ . Le théoréme de dérivation sous I'intégrale donne
@) €)= f':_ﬂ@"f / e dy . Or _3:6—51:2;2 est la dérivée de E—ﬂ?gﬂ .0n

integre par parties ; le crochet est nul car E—ﬂ?gfg R

(9 (@)= [ (72 erbapm s [ igge o= 9(6)
R R
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ainsi, (7 (€)=~ 7(€)-
3. L'équation différentielle linéaire y/ =—& u a pour solutions y(€) = gE—EEIE . De plus,
7(0)= f‘f_mgﬁdﬂ: =V2T  ponc T(E)=Var 42,
R
4. Ona hlz)=g(h z) avec }=y2q.la formule de dilatation, obtenue par le changement de

variable % =A x, donne h{f)——”“(}‘} 2’” _5 /4a) ponc h{f} \/_ —£2/(4a)

La figure ci-dessous compare les deux fonctions et leurs transformées. La gaussienne est transformée en

. , , . S 1
une gaussienne, tandis que le point anguleux de E—|ﬂ?| produit une décroissance lente en ? :

1.25

—_— el 3 — 2/(1+&?)
1.00 - —_— X2 —_— 2mefR
0.75 1 21
0.50 A
1_
0.25 -
0.00 - - - - 0- T - :
—-2.5 0.0 2.5 -5 0 5
X '3

Corrigé de I'exercice 19 : Convolution et fonction triangle

1. Lafonction (z,1) — flr—v)g(y) est mesurable. Par le théoréme de Tonelli et I'invariance par

vansition, [ [1t5-3)o)l ¢ ay= [o) [ -ty = 151,0, - s

|fz—1)g(y)|dy < co pourpresque tout =, et |F¥g|; <|f];19; . Ensuite, le théoreme
de Fubini s'applique a f{g;_y}g(y}g 1€ Avec r=vy+z :



T o o
F*a(€)=[ g(y)e *¥¢ ff(z)e 1284 2
Donc ﬁ:?fg’r.
2. Ona I*I(;p} f [—1/2, 1};2]{,1: y}l[ 1/2,1/2] {y} dy - C'est la longueur de

= N[z — 2: —|-2:| Si |&|> 1, cette intersection est de longueur nulle. Si 0< =< 1, c'est

[;1:— 1] de longueur 1—zx .lecas x < 0 estsymétrique. Ainsi, 7*7 = A.

22
o , 1 2sin(€ /2) . 45in?(£/2)
3. D'apres l'exercice 17 avec g =5 T{f} =—7F Donc d{f} = T pour
1
f?é 0 . Vérifions directement, par parité : E@} - 2‘/{1_3;}5@5@6} d s . Une intégration par
1]

el _
parties donne Q[M}D—F%{sin{:ﬂf}dx — w .Or 1—cosé = Esingl:%:l .On

. 9
retrouve ZA(£) = ‘181115—55;’3) , et E{D} =1.

4. La positivité est évidente. De plus, A(£)< 1 graced |[sin u|<|u|, et A(g) E% . La fonction

. ——— . s - 4: . . s . . e agm
continue A est donc dominée par mm{l,?} , qui est intégrable. Ainsi, A est positive et

intégrable, contrairementa 7T .

Corrigé de I'exercice 20 : Inégalité de Wirtinger

1. Par une intégration par parties, comme a l'exercice 16, le crochet s'annule par périodicité. On
obtient cn(f’;} =wn cy(f) pourtout ned.

2. L'hypothése donne  ¢g(f)=0. Les fonctions f et f’ sont continues, donc dans L2(T).
D'apres Parseval,

T

L[ 1225 a0 len(PP=s [ 12
-n ’”:7& 0 n% 0 —T
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am i
L'inégalité centrale vient de n2 > 1 pour ﬂf,é 0. Donc ffgg ff’ 2,
—ir =

9 2_
3. L'égalité a lieu si et seulement si ;U(ﬂ Dlen(F)"=0 , c'est-a-dire ¢, (f) =0 pour
mn

In|> 2.Danscecas, f et Clem—I—c_lE_” ont les mémes coefficients. Elles sont donc
égales presque partout, puis partout par continuité. Comme | est réelle, C_1= C_l :
Réciproguement, ces fonctions réalisent I'égalité. L'égalité a lieu si et seulement si

flz)=acos z+bsin = avec a,bER.

4. On prolonge % en F' impaire sur [—?r,*rr] , puis 241 -périodique. Comme u{D} =0, F est
continue en 0. De plus, F'FI(:E‘:I = u*’{—:ﬂ} pour x < 0, donc les dérivées a gauche et a droite
en O valent u/(0).Deméme,en m, F{m)=0=F(—1) etles dérivées valent /()
des deux cOtés. Ainsi, F' estdeclasse 1, 2 -périodique et d'intégrale nulle car impaire.

m m Kip
D'aprés la question 2, Efug = fFE < fF’ 2= Efu*' 2 En cas d'égalité,
0 - - 0

m ki
F' = acos+bsin, et l'imparité impose @ =0 . Donc fug < fu*’ 2, avec égalité si et
0] 0

seulement si v, — Asin .

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme sur les polynomes de
Legendre

1. D'apres le théoréme de Riesz-Fischer, LE([—I,ID est complet : c'est un espace de Hilbert. Soit
f € H et £ 0.Pardensité, il existe h continue avec |f—h|g <€ . Le théoreme de
Weierstrass fournit un polyndbme €} avec |!El_‘-'::,‘h'|OD <e. Or |h—f-:.,’|2 < V2 |h—Q|OO. Donc
|f—‘-'-:3|2 < ':1+‘~"§:IE : les polynomes sont denses dans .

2.0na FPp=let pP;= % 9z = x . Ensuite, {353—1}3 —x%-92x241, dont la dérivée

seconde vaut 1252—4.Donc Po= 12z2—4 _ 3z2-1

. En général, {xg—l}n est de degré

B 2
2n et de coefficient dominant 1 . Sa dérivée 7.-ieme est de degré ., de coefficient dominant
1
(E—Tf}' 0 . Ainsi, Pg=1, Pi=z, szhé_l ,et P, estdedegré n.
.

3. Posons [J = {332_1)“ = ($—1)n{$+1}n. Lesréels = 1 sontracinesde {J d'ordre #.
Donc U(k:'(:l: 1)=0 pour 0< k< n—1.Soit €& dedegré < m .Uneintégration par



parties donne fQU(ﬂ)—[QU(ﬂ 13 f;;:r =1 _ f@ r7rm—=1) Enrépétant n

fois, on obtient (—1)" fQ(”jU .Or Q(”:' —0.Donc { P,,Q)=0 pourtout & de

degré < n.

4.5i m<n, P, estdedegré < mn , donc { P, P,,»=0.La famile normalisée est ainsi
orthonormale. De plus, les Fr pour k < m sont échelonnés en degré : ils forment une base de
I'espace des polyndmes de degré au plus 7. L'espace engendré par tous les P, est donc

F
I'espace de tous les polyndmes, qui est dense d'apres la question 1. La famille (lP—ﬂ'l) est
n

orthonormale et totale : c'est une base hilbertienne de .

5. D'abord, |Pg|?= f1 dx = 2.Ensuite, |Pgl?= %f{g:ﬁ_@ﬁﬁﬂ) dr = %(15—8_4_&) = %
—1 —1

(s Pr)

. La projection sur les polyndmes de degré au plus 2 est p= Z Py lg ———7F1 .0n calcule
k=

(i Po)= f|35| de=1.Puis { fP1)= f|:r,|:1: dx =0 parimparité. Enfin,

(fiP2)= ]ﬂ?
0

1/4 302 2— 2—
p=%+g%'3$g 1:%4_%.35"2 12%"'153:16 5 | La projection est plz)=

. Ainsi,

II
Hea [ a2
mu—l
l-f-‘-l'—‘

15,:1:2+3
16

1
2
6. Par Pythagore, le minimum vaut | f—p|* = |f|*- Zf:f’ Pr) .Or |f|3:f3;2,gj3;:%.
k=0

| Py|? 1
. 31 Y16 31 5 o . 64—48—15
Donc le minimum vaut 3—3~ %75 =37 3739 . Au dénominateur 95 : 96 . Le
. . 1 . 3 15
minimum vaut T atteint pour g = 16’ b=0, = 6"

La figure ci-dessous compare |:t?| avec ses projections sur les constantes et sur les polynémes de degré
au plus 2. La parabole épouse nettement mieux la fonction, sauf au voisinage du point anguleux.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1.2 — fx) = x]
— projection (15x? + 3)/16

1.0 - == projection sur les constantes

0.8 -

0.6 -

0.4 -

0.2 -

0.0 -

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Point de méthode : avec une base orthogonale non normée, chaque coefficient se divise par |.F‘k|2 , et
nonpar |Fg|.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

Le cours : espaces de Hilbert, cours de maths en L3

e Les énoncés : exercices de maths en L3 sur espaces de Hilbert

A maitriser avant : Espaces L~p, Compacité et connexité

Chapitre précédent : Singularités et théoreme des résidus

Chapitre suivant : Espaces probabilisés, variables aléatoires et espérance


https://mathovore.fr/espaces-hilbert-fourier-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-hilbert-fourier-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-hilbert-fourier-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-lp-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/compacite-connexite-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/singularites-theoreme-residus-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/probabilites-variables-aleatoires-esperance-exercices-maths-l3

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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