Exercices de maths spé

Equations différentielles linéaires

Exercice 1 : Mise sous forme de systeme et forme intégrale

Les questions sont indépendantes.

1. Ecrire I'équation /! —t &/ 4 et £ = sint souslaforme X' = A(t) X + B(t)  en
précisant X, A(t) et B(t).

2. Ecrire la forme intégrale du probléme de Cauchy formé par cette équation et les conditions
z[0) =1, z/{0) =0, ="(0) = 2.

3. On considere I'équation (22 — 4) £/ + ¢ =/ + In(t) £ = 0. Déterminer le plus grand
intervalle J contenant 1 surlequel le théoreme de Cauchy linéaire s'applique.

4. Soit « une solutionsur J telleque z(1) = z/(1) = 0.Que peut-ondirede = ?

Exercice 2 : Deux équations scalaires d'ordre 1

1. Résoudre sur [ l'équation £/ 42+ = 2¢ e—1t% | puis déterminer la solution telle que
z(0) = 1. Etudier sa limiteen +oo .

2. Résoudre sur [k I'équation {l + tg} ! +1tx = 1 parla méthode de variation de la
constante. Donner la solution telle que x(0) = 0.

Exercice 3 : Principe de superposition
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On considére I'équation =/ — 3 x/ + 22 = et + &3t sur R.

1. Résoudre I'équation homogéne associée.

2. Trouver une solution particulierede =/ —3 /! + 2 £ = et delaforme g ¢ et, puis une
solution particulierede x/#/ —3 £/ + 21 = 3t

3. En déduire toutes les solutions de I'équation, puis celle qui vérifie z(0) = =/(0) = 0.

Exercice 4 : Wronskien d'une équation d'Euler

On considére sur I = |0, +oo[ I'équation (E):t2z/ —2tx/ + 225 = t3 etl'équation
homogéne associée (H ).

1. Vérifierque €1:t — % et £o:t — £2 sontsolutionsde (H ) sur I.

2. Calculer leur wronskien ¥ . En déduire qu'elles forment une base des solutions de {H} sur
I.

3. Vérifierque T¥ satisfait la formule de Liouville.

4. Chercher une solution particuliere de  (E) delaforme ¢ ¢3.Résoudre (F) sur I, puis
déterminer la solution telle que  z({1) = =/(1) = 0.

Exercice 5 : Structure de I'espace des solutions

Onnote S I'ensemble des solutions sur R de I'équation =/ + et £ = 0.

1. Justifier que S est un espace vectoriel de dimension 2, etque ¢ :x — (z(0), /{0)) estun
isomorphisme de § sur RZ.



2. Soit = € S nonnulleet g telque x(tg) = 0. Montrerque x/(tg)F# 0.

3. Soient T, Ty € S tellesque £1(0) =1, ={(0) =0, z,(0) =0, =4(0) =1.
Montrer que leur wronskien vaut 1 sur [£.

4. Montrer que deux solutions qui s'annulent en un méme point sont proportionnelles.

Exercice 6 : Variation des constantes a coefficients constants

-l

On considére sur |0, +oo[ I'équation £/ — 2 x/ 4+ ¢ = % .
1. Donner une base {1?1, :r!g:l des solutions de I'équation homogéne et calculer son wronskien.
2. Par la méthode de variation des constantes, déterminer toutes les solutions de I'équation.

3. Déterminer la solution telle que ﬂ:l} = 1?*’(1:1 =0.

Exercice 7 : Equation de Legendre d'indice 1

On considére sur I = ]—1,1] I'équation (1 —£2)z/ -2tz +22 =0,

1. Justifier que I'ensemble des solutions sur I est un plan vectoriel. Vérifier que £7:% —* % est
solution.

2. Soit ¥ une solution quelconque. A l'aide de la formule de Liouville, montrer qu'il existe une
constante ' telle que W(t) =

lli—jtg sur I,ou T¥ estlewronskiende {:t?l, :1:2} :

3. Enprenant C = 1, déterminersur ]0,1[ une solution %7 & l'aide de la relation
f
(322/1?1) =W /:1:%

—

4. Vérifier que la fonction Tq: f — % ln( %) — 1 estsolution sur I tout entier. En déduire

toutes les solutions sur I .
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5. Quelles sont les solutions bornées sur I ?

On considére sur R I'équation (E):(14+¢2)z/ -2tx/ +22 = (1 + tﬁjg et I'équation
homogéne associée (H ).

1. Vérifierque ¥1:%t — % estsolutionde (H ).

2. Sur 0, +oo[ ,onpose x(t) = t z(t) . Ecrire I'équation vérifiée par z/ lorsque = est
solutionde {H ), la résoudre, et en déduire une seconde solution 75 polynomiale.

3. Montrer que (1, T5) estune base des solutions de (H ) sur R.

4. Résoudre (F') sur R parla méthode de variation des constantes.

Exercice 9 : Variation des constantes et condition initiale

On considere sur I = |- /2, w/2[ I'équation =/ +x = tant.

1. Ecrire le systéme vérifié par 3/ et u’ lorsqu'on cherche une solution & = A cos + usin ,
et le résoudre.

1+sint

) . En déduire toutes les
cost

2. Montrer qu'une primitive de % sur I est ¢ ln(

solutions de I'équation.

3. Déterminer la solution = telleque ={U) = =/(0) = 0, puissa limiteen /2.




Exercice 10 : Formule intégrale et résonance

Soit f continue sur R.On considére le probléme de Cauchy =/ + = = f(t),
z(0) = =/([0) = 0.

1. Par la variation des constantes, montrer que I'unique solution est

2
r(t) = [ sin(t —s) f(s) ds.
0
2. Calculer =z lorsque f = cos. La solution est-elle bornée sur R4 ?

3. Onsuppose f = 0 sur [0, ].Montrerque = > 0 sur [0,].

On consideére I'équation (F): (1 + tg} el +4tx/ +2x =0.

_ E 3
1. On suppose que z(t) = }:;D %k T ast solution sur |-R, B[ ,avec R >0 .Etablir une

relation de récurrence entre g4 et %g.

2. En déduire les solutions développables en série entiere, leur rayon de convergence et leur somme.

3. Montrer que les fonctions t — et T —

(H) sur R tout entier.

1 t ,
112 1+ £2 forment une base des solutions de

4. Vérifier que le membre de gauche de {H ) est égal a ( (14 jﬁ} T )H , et retrouver ainsi le
résultat.
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Exercice 12 : Série entiere et raccordement en 0

On considere I'équation (H):4tx/ +2x/ -2 = 0.

1. Déterminer les solutions de {H} développables en série entiére et leur rayon. On note | celle
quivaut 1 en 0.

2. Exprimer f(t) a l'aide de fonctions usuelles, pour ¢ > 0 puispour ¢ < 0.

3. Vérifier que ¢ —s shyZ estsolution sur |0, +oo[ , puis donner toutes les solutions sur
10, oo . Faire de méme sur ]—oo, 0] avec ¢ — sind—%.

4. Déterminer toutes les solutions de () sur R. Quelle est la dimension de leur ensemble ?

Exercice 13 : Raccordements a l'ordre 1

Résoudre sur [ chacune des équations suivantes, et donner la dimension de I'espace affine des solutions
sur .

1 tz! —x = t2.
2. txl -2z =13,

3. tx!/ 42z = t2.

La figure ci-dessous représente le champ de directions de la premiere équation. Sur chaque demi-plan, la
pente vaut (r +t2) /£ ;ladroite ¢ = O estcelle ol le théoréme de Cauchy linéaire ne s'applique
pas.
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Exercice 14 : Raccordements a l'ordre 2

On considére I'équation (H):t2z/ —4tx/ +6x =10,

1. Chercher les solutions de la forme + — 7 sur ]D, —|—oo[ . En déduire toutes les solutions sur
10, +oo[ , puissur  ]—oo, 0] .

2. Déterminer toutes les solutions de  (F) sur R, c'est-a-dire les fonctions deux fois dérivables sur
R qui vérifient () en tout point. Quelle est la dimension de leur ensemble ?

3. Etudier le probléme de Cauchy en ty = 0 avec =(0) = o, «/(0) = B . Expliquer
pourquoi ces résultats ne contredisent pas le théoreme de Cauchy linéaire.
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Exercice 15 : Euation d'Euler et changement de variable

On considére I'équation (F ) : 2ol ftxl + 2 = 0.

1. Soit « deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et w:u — x(e™). Montrer que Z est solution de
(H) sur ]0, +co[ sietseulementsi w// +vy =0 sur R.

2. En déduire les solutions de  (H ) sur ]0, +oo[ , puissur ]—oo, O] & l'aide de
yiu — z{—el).

3. Déterminer les solutions de  (H ) sur R.

Soit A:R — M., (R} continue, telle que A(%) soit antisymétrique pour tout #.0On munit R™
de sa norme euclidienne usuelle et I'on considére le systeme x! = A(t} X .

1. Montrer que, pour toute solution X, la fonction # — |X{tj|2 est constante.

2. Pour 1 <2< n,soit X lasolution telle que X;(0) = €., ol (€1, - €n) estlabase
canonique. Soit F(t) la matrice de colonnes X 1(t},..., X ,(t) . Montrer que R(%) est
orthogonale pour tout £ .

3. Montrer que det F(t) = 1 pourtout %.Que représente det RE(%) pourle systéme ?

— 7
4. Pour n = 2,onprend Aft) = (w?ﬂ [Hﬁ;.]{t}) ,avec ' continue, et I'on pose

0(t) = fm{s} ds . Déterminer R(%).

0




Exercice 17 : Equation d'Airy

On considére I'équation (H):x/ —tx =0 sur R.

1. Rappeler la dimension de I'espace des solutions de (H ) sur R.

2. Soit z(t) = Z a; t* une série entiére de rayon R >0, solution sur |—R, B[ . Montrer

a
=0 _ ok
que Gq etque ap, g = ) pourtout k > 0.

3. Onnote Y lasérie obtenueavec @5 =1, @y =0 et Yy celle obtenueavec @y =0,
1 = 1. Montrer que leur rayon est infini et qu'elles sont solutions sur [ .

4. Montrer que l:y,:,, yl} est une base des solutions et que son wronskien vaut 1 . Que peut-on en
déduire pour toutes les solutions de  (F) ?

3
5. Montrer que yﬂ{t) > 1-|-% pour tout £ = 0. En déduire lalimitede Y¥pen —+oo.

Soit ¢ continuesur R et (H):z// +g(t)z = 0.Soit (£, ) une base des solutions de
(H) sur R,dewronskien W .

1. Montrer que T¥ est une constante non nulle.

2. Soit T une solution non nulle. Montrer que ses zéros sont simples, puis isolés : pour tout zéro g,
il existe 77 >>0 telque = nes'annule passur [fg — 17, tg =+ 7] privé de Zg.

3. Soient o < 3 deux zéros consécutifs de T1. Montrer que Zo(a)F 0 et zo(f)# 0.

4. En raisonnant par I'absurde avec la fonction T’y / T et le théoreme de Rolle, montrer que Ly
s'annule sur e, B[ .

5. Montrer que 7 s'annule exactement une fois sur ]cu, ,8[ :les zéros de *1 etde <y
s'entrelacent.
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La figure ci-dessous illustre ce résultat pour g{t) = 2 4+ sin £, avec les solutions telles que
£1(0) =1, £{(0) =0, z,(0) =0, z4(0) = 1. Les ronds marquent les zéros de F1, les
carrés ceux de *q,

— solution x;

1.0 1 = solution X3
0.5 -

0.0

—0.51
—1.0 1

0 2 4 6 8 10 12 14

t

Soit T =0 et g:K — [ continueet T -périodique. On note 5 I'espace des solutions réelles
sur Rde z/ +g(t)z = 0,et L1 g lessolutions telles que #(0) = 1, a:‘i{[]} =0,
zo(0) =0, z4(0) = 1.

1. Montrer que, pour = € S, lafonction #(x):t — z(t +T) appartienta § ,etque &
est un automorphisme de S .

2. Montrer que la matrice de & dans la base {1?1, :15‘2:1 est

M= ( $1':T:' 352':T:'

me”? rimime” ,etque det M =1.
$[1‘mp () j:[g‘mp ]{T}) €



3. Onsuppose | (T") + x4 (T)| > 2 . Montrer qu'il existe une solution non nulle & et un réel

X avec |A|>1 telsque =(t +T) = A z(f) pourtout £ .En déduire que I'équation
posséde une solution non bornée sur R .

4. Traiter I'exemple g = % T = 24 :calculer M etinterpréter.

Exercice 20 : Probleme, étude complete d'une équation singuliere

On considere les équations (E):tx/! + 22/ —tx =tet (H):tzx/ 422/ -tz =0,

Partie A : solution développable en série entiére.

1. Déterminer les solutions de {H} développables en série entiére au voisinage de [J.On note %
cellequivaut 1 en (O ; préciser son rayon et exprimer fp{t} pour t ?é 0.

Partie B : solutions de {H) sur un intervalle ne contenant pas 0.

2. Soit I = ]0,+oo] ou ]—oo,0[ . Montrer que = estsolutionde (H ) sur I siet

seulementsi y:t — t z(t) vérifie y// = y sur I.Endéduire les solutions de (H ) sur
I.

3. On pose g:l{t} = 51-1‘:—1: et ,1:2@} = %.Calculer leur wronskien et vérifier la formule de
Liouville.

Partie C : équation complete.

4. Sur [, appliquer la méthode de variation des constantes a {E) avec la base (1’«‘1, :132:1 .
Quelle solution particuliere obtient-on ? Aurait-on pu la deviner ?
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5. Déterminer toutes les solutions de  (E') sur R, puis la solution sur R telle que z(0) = 1.
Existe-t-il une solution sur R telle que z/(0) =1 ?

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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e Le cours : équations différentielles linéaires, cours de maths spé
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