Cours de maths sup

Equations différentielles linéaires

I. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Une équation différentielle relie une fonction inconnue a ses dérivées. Dans ce chapitre, l'inconnue est une
fonction ¥ d'une variable réelle, a valeurs dans K = [ ou (. On se limite aux équations linéaires,
c'est-a-dire du premier degré en ¥ et en ses dérivées. Ce sont les plus fréquentes en physique : circuits
électriques, mécanique, cinétique chimique.

Dans toute la suite, I désigne un intervalle de [ non réduit a un point. Ce point est essentiel : sur
une réunion d'intervalles, les résultats du chapitre tombent en défaut.

Définition :

Soient @ et § deux fonctions continues sur I a valeurs dans [ . On appelle équation
différentielle linéaire du premier ordre I'équation

(E): y'+alzr)y = b(x).

Une solution de (F) sur I estunefonction ¥ dérivablesur I telle que
y/(x) + azr) y(z) = b(z) pourtout x € I .Lafonction b estle second membre.
L'équation homogeéne associée est (H ):vy/ +alr)y = 0.
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Une équation se présente souvent sous la forme a(z) y/ + B{x) v = (z) . Ainsi, on la
normalise en divisant par - (z} , mais seulement sur un intervalle ol ne s'annule pas. Par
exemple, = y/ —1y = x2 serésout séparémentsur |0, +oo etsur ]—oo,0[ .

Dans un circuit formé d'un générateur de tension constante ¥ , d'une résistance K etd'un
condensateur de capacité ', la loi des mailles donne & = RH 1 4+ w,avec 3 =  w'.Par
conséquent, la tension U aux bornes du condensateur vérifie

C'est une équation linéaire du premier ordre a coefficients constants. Le réel + = R estla
constante de temps du circuit.

Il. Résolution de I'équation homogeéne

Commencons par I'équation sans second membre. Sa résolution repose sur une idée simple : multiplier par
une exponentielle bien choisie fait apparaitre la dérivée d'un produit.

Théoreme :

Soit @ continuesur I et A uneprimitivede & sur I .Lessolutionssur ¥ de I'équation
homogéne 4/ + a(x)y = O sont exactement les fonctions




Démonstration :

D'abord, une telle fonction est dérivable et y»’{g;} = —a{a:} )y E_A(Ij = —a{ggj y{g;} . C'est donc
une solution.

Réciproquement, soit ¥ une solution. Posons z{x} = y(a:} EH'@' . La fonction 2 est dérivable
sur I, et

2(z) = (y'(z) + a(e) y()) 2@ = 0.

Or I estunintervalle. Par conséquent, 2 est constante:ilexiste X € K telque z = X.
Finalement, y{g;} = X E_*""-':I:' pourtout x € I .

L'hypothese « I est un intervalle » intervient a la derniére ligne. En effet, une fonction de dérivée nulle
sur une réunion d'intervalles disjoints peut prendre une valeur différente sur chaque morceau.

Corollaire :

L'ensemble S iy des solutions de (FI) est stable par combinaison linéaire. De plus, une solution
de {H} qui s'annule en un point de I est la fonction nulle. Autrement dit, une solution non nulle
ne s'annule jamais et, si elle est réelle, garde un signe constant.
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Résolvons (1 + z2)y/ — 2z y = 0 sur R.Comme 1+ x2 ne s'annule pas, I'équation s'écrit
do T

Y —Tr ¥ =01 afg) = - _QI_ 3 admet pour primitive  A(z) = —In(1 + z2).
Donc les solutions sont les fonctions = — A {1 —+ 1:3}, avec A cR.

Le signe est une source d'erreurs fréquente. L'équation y/ + a vy = 0 a pour solutions } ge—4,
tandis que Y/ = @ ¥ apoursolutions } 4 . Vérifiez toujours votre résultat en dérivant.

Ill. Solution générale et variation de la constante

1. Structure de I'ensemble des solutions

Le résultat suivant est le principe fondamental des équations linéaires. Il vaut aussi au second ordre, avec
la méme preuve.

Théoréme :

Supposons que {E} admette une solution particuliere ¥ sur I . Alors une fonction ¥ est
solution de  (F) sietseulementsi ¥ — ¥p estsolutionde (H ).Autrement dit,

Sp={yp+y, v, \inin?] S} = {g; . yp($)+)\e—A(x) e [KK}},

Démonstration :



Posons L{y) = y/ +a y . L'application L est linéaire :
Loy + B 2) = a L(y) + S L(z). Ainsi, L(y) = b équivauta L(y) = L(y,), clest-a-
direa Ly — yp} =0,

En pratique, la solution générale est donc « solution particuliere plus solutions homogénes ». La figure ci-
dessous représente les solutions de %/ + % = x.Cesontles fonctions = — =z —1+C e~ %, ol

& — & — 1 estune solution particuliére. Toutes les courbes se rapprochent de la droite % = = —1,
car C'e— T tendvers 0.

=== C=0:droitey=x-1
= 5o|ution avec y(0) =1 (C=2)

-1 0 1 2 3 4
X

Propriété :

Principe de superposition. Si %1 estsolutionde %/ + a vy = by et ¥y solution de
v’ +ay = by, alors, pour tous scalaires o et [, lafonction & ¥y + B ¥y est solution
de v/ +avy =ab + £ by
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C'est encore une conséquence directe de la linéarité de I, . Ce principe permet de découper un second
membre compliqué en morceaux simples, puis d'additionner les solutions particulieres obtenues.

2. Méthode de la variation de la constante

Il reste a trouver une solution particuliére. Lorsque rien ne se devine, on cherche ¥ sous la forme
Yp(z) = Alz) e~ A4 ob ) est désormais une fonction dérivable. On « fait varier la constante ».

Soit } une fonction dérivable sur I .Lafonction % = Ae—# estsolutionde (E) siet
seulement si

A (z) = b(x) e Alz) pour tout x € I.

En particulier, (E) admet toujours des solutions sur I, car la fonction continue j ¢4 admet
des primitives.

On dérive le produit : 1/ = AMe—4 g xe—4 . Donc yl +ay = A e—4  Ainsi,
y' +avy = b équivauta 1/ — p =4, puisque I'exponentielle ne s'annule pas.

Méthode :

Pour résoudre  y/ + a{x)y = b(x) surunintervalle I :



1. normalisez I'équation et vérifiez que @ et & sont continues sur 1 ;
2. calculez une primitive 4 de @, puis écrivez les solutions homogénes } ¢—4 ;

3. cherchez une solution particuliere, d'abord en devinant (constante, polyndme, exponentielle),
sinon par variation de la constante : )}/ — p ¢4 ;

4. concluez: ¥ = Yy, +Ae—4 , puis Vvérifiez en reportant dans I'équation.

Résolvons = ¢/ +y = cosz sur 0, +oo[ . On normalise : yl + }—F y = %% . Une

- I
primitive de }—F est |n x , donc les solutions homogeénes sont % . Ensuite, la variation de la
constante donne M (z) = %% . £ = cosx, d'oll A(z) = sin x . Finalement, les solutions

sont

On pouvait aussi remarquer que = y/ + vy = (z y}f : I'équation s'écrit {g:y}’r — cosT.

3. Coefficients constants et seconds membres usuels

Lorsque & est une constante, on devine souvent une solution particuliere de la méme forme que le
second membre. Voici les cas classiques pour ¥/ +a vy = b(x),avec a € K.

¢ Si § estun polyndbme de degré 7 et @ ?‘3 0, on cherche ¥p polynomiale de degré n.

*Si b(r) = Bel T avec ,u?é—a,oncherche yp, = K e T ontrouve K:#Ea_
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«Si b(r) = BeM T avec = —G, oncherche Y, = K ze”7 ;ontouwve K = B.

«Si b{z) = Beos{wz) ou Bsin{wx) avec a réel, on passe par I'exponentielle complexe
B et w T, puis on prend la partie réelle ou imaginaire.

IV. Probleme de Cauchy au premier ordre

La solution générale dépend d'une constante. Une condition initiale suffit donc, en général, a fixer cette
constante. Le théoréme suivant affirme qu'elle la fixe toujours, et de facon unique.

Théoreme :

Existence et unicité. Soient @ et h continues sur l'intervalle I, g € T et Yo € K. Le
probleme de Cauchy

y' +a(zr)y = b(z)
y(zg) =Yg

admet une unique solution définie sur I tout entier.

Démonstration :

Choisissons la primitive .4 de @ quis'annule en ¥, et une solution particuliere Yp . Les
solutions s'écrivent ¥ = Yo + Ae—#4 | La condition y{a?,j) = Yp équivaut a

yp(ﬂ:[]) + A = Y . puisque E—ﬂ(ﬂ?n) — 1. Par conséquent, il existe une et une seule valeur
de X quiconvient: A = Yo — ypl:ﬂ?g:l.




Géométriquement, par chaque point (:ED, y,j} de labande I x [ passe une et une seule courbe
solution. En particulier, deux courbes solutions distinctes ne se coupent jamais. Sur la figure de la partie Ill,
la courbe rouge est la seule qui passe par le point (D, 1} .

Reprenons le circuit RC, supposé déchargé a l'instant ¢+ = 0 .Onrésout 7w/ 4+ uw = F avec
u{0) = 0.Laconstante F est une solution particuliére évidente, et les solutions homogénes
sont 3y o—t/7 .Ensuite, u(0) = E 4+ A = 0 donne ) = —E.Ainsi,

u(t) = E(l — e_th),

La tangente a I'origine a pour pente  u/(0) = E /7 . Elle coupe donc I'asymptote 1 = FE &
l'instant # = 7 , comme le montre la figure ci-dessous. A cet instant,
ult) = B(l—e"1) » 0,63 E.
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tension u

E/2 1

—_— U(t)=E(1—e ')
-—-- tangente a l'origine
------ asymptote u=E

O I I T T T
0 T 2T 3T 4T 5T

Auboutde 57,0na u = E(l—e5) a2 0,993 E . C'est pourquoi les physiciens considérent
que le régime transitoire est terminé apres environ cing constantes de temps.

V. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

1. Définitions et structure

Soient a@,b € K et f unefonction continue sur I avaleurs dans [ . On étudie I'équation
linéaire du second ordre a coefficients constants




(Eq): y" +ay’' +by = f(x), ‘

et son équation homogene associée {Hg} cyl +a vy + by = 0. Une solution est une
fonction deux fois dérivable sur I qui vérifie I'égalité en tout point.

Comme au premier ordre, I'application v — /' +a y/ + by est linéaire. Par conséquent, la
structure « solution particuliere plus solutions homogenes » et le principe de superposition restent
valables, avec la méme démonstration.

2. Equation caractéristique

Cherchons des solutions de la forme y(x) = e” %, avec r € C.Ona v/ = re’™ et
y/l = r2eT™ Donc ¥ estsolutionde (F ) sietseulementsi r2 4+ gr +b=20.

L'équation 2 4+ g+ 4+ b = 0 estl'équation caractéristique de (7). Son discriminant est
A= a?-4b.

Théoreme :

Cas complexe ( @, b € C, solutions a valeurs complexes).

* SiI'équation caractéristique a deux racines distinctes "1 et "7, les solutions de {Hg}
sont les fonctions z — xe' 1% 4 ue’2% avec A pu € C.

e Sielle a une racine double ", les solutions sont les fonctions = — I:}l xr + Ju:l g’ 0® ,
avec A, u € C.
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Démonstration :

Soit 71 une racine. Pour ¥ deux fois dérivable, posons z(x) = y(z)e 1 ¥, soit
y = ze 1% Uncalcul direct donne v/ +ay/ +by = (2 + (2 ry+a) 2/ e"1 T  car
r%—i—arl—i—b = 0.Deplus, T +79 = —0 donc 27y +a =1y —7q.

Ainsi, ¥ est solution si et seulement si 1y = z/ vérifie w/ + l:f‘l - ’-’“3:' w = 0, c'est-a-dire
w(z) = ¢ E(TZ — T g 1 ?é Tn,onintegre: z(zr) = s £ 1 e(rﬂ — Tz + d , puis
y=Xxe"2% 4 de"1%.si Ty ="Tq alors z(zr) =cztdet y=(cx+d)e 17

Théoreme :

Cas réel ( @, b € R, solutions a valeurs réelles).

I

*Si A>0,avec deux racines réelles T ?é ro: ylm) =Ae 1T +pue?
'J"D €I

*Si A = 0,avecuneracinedouble g = —a/2 : ylr) = Az +pue

e Si A <0,avecdeux racines conjuguées « 2 5 ( S8 ?é 0):
Y(&) = e =(A cos( ) +  sin(B 2).

Dans les trois cas, 4 et K décrivent [.

Démonstration :

Les deux premiers cas découlent du cas complexe : une solution réelle est une solution complexe, et
on vérifie que X et [ sont alors réels. Traitons le dernier cas. D'abord, une solution réelle ¥ est



une solution complexe, donc y = ¢4 eletuBlr 4 o ele—18)T Ensuite, Y est réelle, donc
y = Rely). Orla partie réelle de ¢ e =BT st celle de son conjugué <5 gla +18)z.
Ainsi, 1y = Regc olo+ "'*:1'3:'5‘7) avec € = ¢y + Cq . Enfin,
Re(c E(ﬂ + 8 ‘T) = g £(Re(¢}c05{5 3_:“:] — Im{c} sin{lﬁ ;p:]) On obtient bien la forme
annoncée. Réciproquement, ces fonctions sont les parties réelles de solutions complexes, donc des
solutions, puisque les coefficients @ et & sont réels.

La figure suivante place les racines caractéristiques dans le plan complexe pour trois équations types. Leur
position détermine I'allure des solutions : exponentielles pures sur I'axe réel, oscillations amorties hors de
I'axe.

C C —1+2i G
2 2 A 2 o
-2 -1 —1{(doublle)
0+—8—=©0 0 - 0
-1 2i
—2 - ~2 1 -2 ®
2 -1 0 1 2 -10 1 2 -1 0 1
A>0:r’2+3r+2 A=0:r+2r+1 A<O0:r2+2r+5

Résolvons /! + 2y’ + 5y = 0. L'équation caractéristique 2 4 2r 4+ 5 = 0 a pour
discriminant A = 4 — 20 = —16. Ses racines sont donc —1 4 2z . Par conséquent, les
solutions réelles sont les fonctions = — E_ﬂ?(}l cos(2z) + p sin{ﬁ;t:}) . Les solutions complexes
sont, quant a elles, les fonctions 5 —y ) g(— 1+ 2e)z 4 G 1 — 2

3. L'oscillateur amorti
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En mécanique, une masse M accrochée a un ressort de raideur jg et freinée par un frottement fluide
vérifie my" +h vy’ +ky = 0.0nI'écrit sous la forme  y// + 2A ¢/ + m% y = 0, avec
Wy = ml."k,fm . Le discriminant réduit vaut )\2 - m%. Ainsi, on distingue trois régimes :

o« AL Wy : régime pseudo-périodique, oscillations amorties de pseudo-pulsation m% — 32 ;
o« A= Wy : regime critique, retour a I'équilibre le plus rapide sans oscillation ;

o« A Wy : régime apériodique, retour lent sans oscillation.

La figure ci-dessous compare les trois régimes pour g = 1, avec y(0) =1 et y/(0) = 0. Les
pointillés bleus sont les enveloppes exponentielles du régime pseudo-périodique.

1.00 A —— pseudo-périodique (A =0,2)

— critique (A =1)

0.75 1 —— apériodique (A =2)

0.50 -

0.251  \ TNl TS

0.00

position y(t)

~0.25-
—0.50 -
~0.75-
~1.00 1+

VI. Second membre usuel et probleme de Cauchy au second ordre




1. Recherche d'une solution particuliere

Le programme demande de savoir traiter trois types de seconds membres : les polynémes, les
exponentielles B g 7 et les fonctions Bcos(w x) ou B sin(w x) . Notons
P(r) = r2+ar +b lepolyndme caractéristique.

Soit 4 € C et B e C.Léquation '/ +ay/ +by = Be™ admet une solution
particuliere de la forme :

o K elT si [n'estpasracinede P ,avec K = Pﬁx) ;

E
o BT si [ estracinesimplede P ,avec K = ;
Kre p PI(H]

o K r2gMT g M estracinedoublede P ,avec K = % _

Démonstration :

Posons y = z e * . Le méme calcul que dans la partie V donne

y!' +ay' +by = (2" +P'(p) 2 + P(u)z)e"”.

Si P(u)+ 0, laconstante z = B/P(1) convient. Si P(u) = 0 et P'(u)£0,1a
fonction z = 57 5 & convient. Enfin, si f+ est racine double, Plu)=P'(u)=0et

» — = 2 convient.

vl
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Méthode :

Pour trouver une solution particuliere de  y// +ay/ + by = f(zr), avec a,b réels:

f polynéme de degré . :cherchez ¥p polynomiale de degré n si b ?é 0, de degré
n-+lsi b=0et a ?é 0 ; identifiez les coefficients ;

flz) = BeHl ™ :appliquez la proposition précédente, en comparant [ aux racines de
P

flz) = Bcos{w z) ou Bsin{w x) : résolvez I'équation complexe de second membre
B etw T, puis prenez la partie réelle ou la partie imaginaire de la solution trouvée ;

o f somme de tels termes : traitez chaque terme séparément, puis additionnez grace au
principe de superposition.

Résolvons y// +y/ —2y = 4e% sur R.Dabord, P(r)=7r2+r-2=( -1 +2).
Les solutions homogénes sont donc A e¥ + e—2T  Ensuite, 1 estracine simplede P et
P’{l} = 3 .0n prend donc yp{x} = %,1: e® . Finalement,

y(sc):)\em+ge—2$—|—%$e$, A € R

Cherchons une solution particuliére de %/ 4+ 1y = cos ¢ . L'équation complexe associée est
z/ + 7 = g% .0r 3 estracinesimplede P(r) = r2 41, avec P"{z':l — 91. Ainsi,




Zp{t:‘ — i etl — —g—t(.;os t + 1 sin t). Sa partie réelle donne yp{t:l = % sin t.

Cet exemple illustre le phénoméne de résonance. Lorsque la pulsation du second membre coincide avec
la pulsation propre, I'amplitude de la réponse croit sans limite, comme le montre la figure ci-dessous.

10 -

—— y =isint (résonance)
_____ i — +£

droites y = =75
—— second membre cost

00 25 50 7.5 100 125 150 17.5 20.0

2. Probleme de Cauchy au second ordre

Au second ordre, la solution générale dépend de deux constantes. Il faut donc deux conditions pour la
déterminer : la valeur de ¥ etcellede %’ enun méme point.

Théoreme :

Soient a,b € K, f continuesur I, g € I et Y ¥ € K. Le probléme de Cauchy
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y" +ay' +by = f(x)
y(zy) = vy y'(zg) = v,

admet une unique solution définie sur I .

Remarque :

Le programme admet I'existence d'une solution particuliere pour un second membre continu
quelconque. En revanche, pour les seconds membres usuels, la méthode précédente la construit.
L'unicité se démontre ensuite en résolvant un systeme linéaire 2 x 2 dont le déterminant ne
s'annule pas.

Résolvons y// + 4y = 8x avec y(0) =1 et y/(0) = 0. Les solutions homogenes sont
X cos(2x) + p sin(2x) . Ensuite, on cherche ¥p = & Z + [ : on obtient

4oz + 4 = 8z ,donc Yp(T) = 27 La condition y(0) = 1 donne X = 1.De plus,
y/(0) = 2u +2 = 0 donne & = —1.Finalement, w(x) = cos(2x) —sin(2x) + 2z .

On détermine les constantes apres avoir ajouté la solution particuliere. En effet, imposer les
conditions initiales a la seule solution homogéne donne un résultat faux.

Ce qu'il faut retenir




¢ On résout toujours une équation linéaire sur un intervalle, aprés I'avoir normalisée la ou le
coefficient dominant ne s'annule pas.

* Les solutions de  y/ + a{z) ¥ = O sont les fonctions ) o—A(z), o A est une primitive de
a.

e Solution générale = solution particuliere + solutions de I'équation homogene.
* La variation de la constante cherche y, = A(x) e~ A=) et conduit 3 M =bed.

¢ Un probléme de Cauchy du premier ordre (resp. du second ordre) a une unique solution sur I,
fixée par y{:t?[:]:l (resp. par y{:n,j} et y’l::I?U:l).

e Pour y" 4+ avy’4+by = 0,onrésout I'équation caractéristique 2 4 gr 4+ b = 0 eton
distingue selon le signe de A .

eSi A<D et a,b réels, lesracines a =% /5 donnent les solutions réelles

e® T(X cos(B ) + usin(B x)) .

e Pour un second membre B % T, |aformede ¥p dépend de la multiplicité de 4 comme
racinede P : K elT, KrxelFT ou K pleghd,

e Pour B -:os(tu a:] ou B sin{w :E‘:l , 0N passe par B etw I puis on prend la partie réelle ou
imaginaire.

e Le principe de superposition découpe un second membre en somme de termes simples.

Questions fréquentes sur équations différentielles linéaires

Quand faut-il utiliser la variation de la constante ?

Utilisez-la lorsque aucune solution particuliere ne se devine, en particulier pour une équation du premier
ordre a coefficients variables. On cherche alors ¢ — }l{;[::] g_ﬂ@ , cequiconduita 3/ — p 4.
Pour un second membre polynomial, exponentiel ou trigonométrique a coefficients constants, la recherche
directe est plus rapide.

Pourquoi doit-on résoudre sur un intervalle ?
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La preuve repose sur le fait qu'une fonction de dérivée nulle sur un intervalle est constante. Sur une
réunion d'intervalles disjoints, la constante peut changer d'un morceau a I'autre. C'est pourquoi une
équation comme x4/ —y = £2 se résout séparément sur |0, 40| et ]—oo,0[ , puis on
étudie un éventuel raccordement.

Comment choisir la forme de la solution particuliére pour un second membre exponentiel ?

Pour B ¥ T, comparez [ aux racines du polyndme caractéristique P .Si [ n'est pas racine,
cherchez K e T ;s'ilestracine simple, K x e T ;s'ilestracine double, K 2% % | Les
constantes valent respectivement B/P(x), B/P'(u) et B/2.

Comment traiter un second membre en cosinus ou en sinus ?

Lorsque les coefficients sont réels, remplacez Bcos{w :E:I par B etw T et résolvez I'équation
complexe. La partie réelle de la solution trouvée convient pour le cosinus, et sa partie imaginaire pour le
sinus. Si 3 est racine caractéristique, il y a résonance et un facteur & apparait.

Pour aller plus loin en maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur équations différentielles linéaires

A maitriser avant : Nombres complexes et exponentielle complexe, Primitives et calcul intégral

Chapitre précédent : Primitives et calcul intégral

Chapitre suivant : Nombres réels et suites numériques

Le méme theme en L1 : équations différentielles, cours de maths en L1

Le méme theme en maths spé : équations différentielles linéaires, cours de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/nombres-complexes-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/primitives-calcul-integral-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/primitives-calcul-integral-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/nombres-reels-suites-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

