Cours de maths spé

Equations différentielles linéaires

I. Equations différentielles linéaires : cadre et probléme de Cauchy

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de [ d'intérieur non vide et E un espace vectoriel
normé de dimension finie .. Le corps de baseest [ = [£ ou C. Les coefficients sont toujours
supposés continus sur I . Cette hypothese est essentielle : elle garantit I'existence et I'unicité des
solutions.

1. Equation vectorielle et forme matricielle

Définition :

Soient a:f — L(E)et b:I — E continues. On appelle équation différentielle linéaire
d'ordre 1 I'équation

| — .
z! = a(t) ¢+ b(t). (F)
Une solution de () estunefonction x:I — FE dérivable telle que

z/(t) = a(t)(x(t)) 4 b(t) pourtout £ € I.L'équation homogeéne associée est
! = alt) -z, notée (H).

Choisissons une base de  F . Alors x(t) est représenté par une colonne X (%) € My 1(K), et
a(t) parunematrice A(t) € M, (K) . L'équation s'écrit donc sous forme matricielle
x' = A(t) X + B(t) . Autrement dit, on résout un systéme de 7 équations scalaires couplées. De
plus, une solution est automatiquement de classe ¢71, car x/ est continue comme somme de
fonctions continues.
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lesysttme =/ =tz —y+1, y ==z 412y sécrit X' = A(f) X 4 B(t) avec

A0 =(1 @) BO=({)

Les coefficients sont continus sur [ : c'est donc une équation linéairesur I = [R.

2. Probleme de Cauchy et forme intégrale

Définition :

Soient tg € I et T € B Le probléeme de Cauchy associé & (F) et a la condition initiale
(to, :l?[:,} consiste & chercher les solutions x de (E) sur I telles que z(tg) = Ty

Proposition :

Une fonction x : I — E continue est solution du probléeme de Cauchy si et seulement si

t
Vtel z(t) = T+ (a(3)+$(3)+b(3)) ds.
to

C'est la forme intégrale du probleme de Cauchy.

Démonstration :

Si x estsolution, alors = est (1. Lethéoréme fondamental de I'analyse donne



t
z(t) —z(tg) = f z!(s) ds, d'ol I'égalité. Réciproquement, si T est continue et vérifie
tp
'égalité, I'intégrande s — afs) - (s) 4 b(s) est continue. Par conséquent, le membre de droite
est dérivable, de dérivée a(t) - z(t) + b(t) . Enfin, I'égalité en f = £ donne =(fg) = x4,

La forme intégrale n'exige que la continuité de . C'est pourquoi elle sert dans les démonstrations
d'existence et dans les majorations de solutions.

3. Equation scalaire d'ordre n

Une équation scalaire linéaire d'ordre % s'écrit £ + an_l(t} =1 +...+ am{t} r = b(t),
avec des fonctions %r et { continues sur I . Elle se raméne a un systéme d'ordre 1.

La fonction & est solution de I'équation scalaire d'ordre 1 si et seulement si le vecteur
X =(z,=.., a:(”_lj) estsolutionde X' = A(t) X + B(t) ol

0o 1 i
A(t) = 0 L) Bl) =]
—ag(t) ((t) .spapapacel. —a, _;(t) b

Les n — 1 premieres lignes traduisent simplement que chaque composante est la dérivée de la
précédente. La derniere ligne est I'équation elle-méme. Ainsi, une condition initiale pour I'ordre 7+ porte

surles 7 valeurs (¢}, /(). . - ;[;‘{n_lj{t[j:].

L'équation =/ + ¢ =/ — el r = cost équivaut au systéme
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! 0 & 1
(§) = et & —t } (§)+(cabe) v=2"

Il. Théoreme de Cauchy linéaire et structure des solutions

1. Le théoreme de Cauchy linéaire

Théoreme :

Théoréme de Cauchy linéaire. Soient a: 1 — L£(F) et b:T — FE continues. Pour tout
(to, £g) € I X E, le probleme de Cauchy =/ = aft) -z + b(t), z(fg) = £, admetune
unique solution définie sur [ tout entier.

La démonstration n'est pas exigible. Retenez cependant son idée. On définit la suite i“,:,{t:l = T et

t
‘t}:+1':t:' = Ty + f (a(s) - z1(s) + b(s]) ds . Surunsegment J inclusdans I, onmajore alors

‘0 k
Mt —1t

o . La série télescopique converge donc normalement, et sa limite

|Cx+1 — Tg| par

vérifie la forme intégrale.

Corollaire :

Pour I'équation scalaire d'ordre 7 a coefficients continus sur T, il existe, pour tout g € 1 et

tout (Ygy- - a ¥, 1) € K™ , une unique solution sur I telle que a:':k:'{tg} =y, pour
0<k<n-1.




Le théoreme exige une équation résolue en la dérivée d'ordre maximal, c'est-a-dire de coefficient
dominant égal a 1 . Pour une équation comme ¢ x/ — 2 x = 0, il ne s'applique que sur
10, 4+00[ ou ]—oo,0[ . La partie VI traite ce cas.

Une conséquence immédiate est souvent utilisée. Une solution de () qui s'annule en un point est
nulle partout, car la fonction nulle résout le méme probléme de Cauchy. Par conséquent, deux solutions
distinctes de  (F) ne se croisent jamais.

2. Structure de I'ensemble des solutions

Théoreme :

Notons S g I'ensemble des solutionsde (FH ') sur I, et S g celuide (E).

e S5 estunsous-espace vectoriel de Cl(I, E), etpourtout tg € I, I'application
Prg ¥ — z{%0) est un isomorphisme de Sy sur E.Ansi, dmSgy =n.
e Si Tp estunesolutionde (F) , alors Sg = Tp+ S :cestun sous-espace affine
de direction S g7 .

Démonstration :

D'abord, Sz contient 0 et est stable par combinaison linéaire, car a(t) est linéaire. Ensuite,

Pty est linéaire. Elle est injective : si z(tg) = O, l'unicité donne x = 0. Elle est surjective :
pourtout *g € E, l'existence fournit = € S g avec z(fg) = T,.Enfin,  résout (E)
si et seulementsi T — Zp résout (H ), par linéarité.

Propriété :

Principe de superposition. Si %1 estsolutionde =/ = a(t)-x + b1(t) et 7 solution de
z! = a(t) - & + by(t), alors, pour tous scalaires A, i, la fonction A oy + 4 To est
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I solutionde z/ = aft) -z + A b1(t) 4+ p bolt).

Pour I'équation scalaire d'ordre 71, I'ensemble des solutions homogenes est donc de dimension 7. En
effet, + — {g;{tﬂ}] - g;(”_l:'(tﬂj} est un isomorphisme sur [¢™ . En particulier, pour I'ordre 2, il
suffit de trouver deux solutions indépendantes pour connaitre toutes les solutions homogenes.

Considérons x/ +2tx = 2 ¢ sur [R.Lafonction constante 1 est une solution évidente. De

t—>1+cez,}_

plus, les solutions homogeénes sont les ( e—t2 . Par conséquent, S g = { CeR
i

La solution telle que x(0) = 2 corresponda C = 1.

Comme le montre la figure ci-dessous, les courbes intégrales remplissent le plan sans se croiser. Chaque
point {t[j, :ED} est traversé par exactement une solution, ce qui illustre le théoreme de Cauchy linéaire.

solution particuliere x=1

3.0 -

solution de Cauchy x(0) =2

— autres solutions 1 + Ce™




lll. Wronskien et bases de l'espace des solutions

1. Définition et caractérisation des bases

Définition :

Soient ¥11--+Tn dessolutionsde (F) et B unebasede L .Leur wronskien estla
fonction W(t) = dﬁt (fl{t:':- -2 ZTalt)) | Pour I'équation scalaire d'ordre 2
" 4+ alt) £/ + b(t) = = 0, le wronskien de deux solutions 15 g est

$1(t) $2(t)

wit) = 7 rimime?
(t) a;'[l\Pme-](f:) $[2\1:' I(t)

= x(t) oh(t) — z,(t) ().

Théoreme :

Soient ¥13- -+ Zn dessolutionsde (F) sur I .Les assertions suivantes sont équivalentes :

e (®..%p) estunebasede Sg ;
o ilexiste g € I telque W(tg) ?é 0;
e pourtout t € I, W(t)s 0.

Démonstration :

Fixons t € I .L'isomorphisme QL — 1?{15:' transforme la famille {1?1, Cey :r‘ﬂ:l en

l::r:ll:lf], c ey :r:nl:t:l:l . Or un isomorphisme conserve le caractére libre. Donc l::r:l, c ey xﬂ:l est
libre si et seulement si W{t) ?‘é 0.Comme dim .S g = n, libre équivaut a base. Cette
équivalence vaut pour chaque £, d'ou le résultat.

Ce théoreme fournit un test tres pratique : on calcule T¥ en un seul point bien choisi, souvent la ou
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les conditions initiales sont simples.

2. Formule de Liouville a I'ordre 2

Proposition :

Si ¥1)Tg sontsolutionsde =/ +a(t) z/ +b(t)z = 0 sur I, alors W/ = —a(t) W.
Par conséquent, pour tp € I,

2
W(t) = W(tg) exp| —{ a(s) ds
to

Démonstration :

On dérive: W' = £i ;135 + zy ::1:5*r — ":5 a:i — Zq :r:i” =z :1135rr — Ty :J::i*r . Ensuite, on
remplace :JISE’r = —a SI?E —b T .. Lestermesen b se compensent, et il reste
w!' = —a (x4 a:a — T :I?D — —a W . On résout enfin cette équation d'ordre 1.

Pour =/ ++tx = 0,iln'yapasdetermeen x/,donc @ = 0 et T¥ estconstant. Soient
T1 et Tg lessolutions telles que ©1(0) =1, £{(0) =0, x4(0) =0, z0(0) = 1. Alors
W{D:' = 1,donc W =1 sur R,et {351, :J-?g} est une base.

Ces solutions ne s'expriment pas avec les fonctions usuelles. Pourtant, la figure ci-dessous, obtenue par un
calcul numérique, confirme que leur wronskien reste égal a 1 . Remarquez aussi que les zéros de +1 et



de 9 alternent.

3
— x1:x1(0)=1, x3(0)=0
— X2 1 X2(0) =0, x5(0) =1
2 == wronskien W(t)=1

1 - —— ————————————————— -

: N\
N/ N

3. Résoudre une équation d'ordre 2 connaissant une solution

Méthode :

Soit ¥1 une solutionde z// 4+ a(t) / + b(t) £ = 0 quines'annule passur J C I .Deux
méthodes équivalentes donnent une seconde solution.

e Changement de fonction inconnue. On pose < = I %  Lestermesen =z disparaissent,
et w = g/ vérifie I'équation d'ordre 1z w/ + (2] +azjw =0,
¢ Par le wronskien. On calcule T¥# par la formule de Liouville. Puis on utilise

=\ ow -
(5‘:—1) = ;% et on integre.
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Sur |0, +oo[ , I'équation #2 £/ —2¢ £/ 4+ 2 x = 0 admet la solution *; = T . Sous forme
résolue, alt) = —2/t.Donc W' = %W , et 'on peut prendre T4 = #2. Ensuite,

(zq /) =2 /2 =1,dou €5 = 2. Les solutions sur |0, o[ sont donc les

At 4 ut?,

IV. Méthode de variation des constantes a l'ordre 2

On connait une base l::t?l, :1?2} des solutions de =’/ + a(t) £/ 4 b(t) £ = 0. On cherche alors une
solution de I'équation complete =/ + a(t) =/ 4+ b(t) x = g(t),avec ¢ continuesur I.

Théoréme :

Soient A, i+ declasse (1 sur I telles que

)\"w'1+,uf$2=0
)\fw'i—l—,ufw"g:gu

Alors © = A 2 + T'q est solution de I'équation complete. De plus, ce systeme a pour unique
solution )/ — T2 2 et _ 213

La premiére équation donne £/ = A ,:ri + [ ,:1:5. En dérivant, puis avec la seconde,

el = A :ri*' + :t?g —+ g . Ainsi,

el +axl +bx = }l{;t:i’—i—a;ri—i—b:nl}+p{:ﬂ5’+a;ﬂ5—|—b£2}—l—g = ¢ . Enfin, le
déterminant du systéme vaut W (%) 5 0, et les formules de Cramer donnent 3/ et u/.

Cette méthode n'est rien d'autre que la variation des constantes pour le systeme



X! = A(t) X 4 B(t) associé. En effet, on cherche X = X X1+ u Xg, ol
{J:E': $D :

ks
!

Méthode :

Pour appliquer la variation des constantes :

normaliser I'équation pour que le coefficient de x// vaille 1, afin d'identifier & ;

écrire le systeme en }l’! u!, puis le résoudre ;

intégrer, en gardant une seule primitive (les constantes redonnent les solutions homogénes) ;
ajouter la solution homogéne générale et exploiter les conditions initiales.

e

mls sur I = ]-m/2, w/2] .Labase (cos,sin) a pour wronskien

1.Lesysttmedonne )/ — _tantet w/ =1.Ansi, A =Infcost) et u=1=
conviennent. Finalement, les solutions sont

Résolvons ¢/l + © =

z(t) = cost In(cost) +tsint + acost + Bsint, (a, B) € R2

La solution telle que =(0) = =/(0) = 0 correspondad a = S = 0.

La figure ci-dessous montre cette solution. Elle reste bornée, alors que le second membre 1/ cos ¢
tend vers —+oo aux bordsde I .
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: = x(t) =costlIn(cost) + tsint
1.5 A -=-= cost

V. Recherche de solutions développables en série entiere

Lorsque les coefficients sont des polynémes, on cherche souvent des solutions sous la forme
z(t) = E ay tk . Cette méthode fournit des solutions qu'aucune formule usuelle ne donne. De plus,
elle permet de repérer des solutions polynomiales ou connues.

Méthode :

Pour chercher les solutions développables en série entiere :

1. supposer que =(t) = Z ap t% aunrayon R >0, et dériver terme & terme sur
]_R! H[ '
. reporter dans I'équation et réindexer chaque somme pour faire apparaitre & ;

w N

. par unicité du développement en série entiere, annuler chaque coefficient : on obtient une
relation de récurrence ;

&

calculer les @p, puis le rayon, par exemple avec la régle de d'Alembert ;

ul

. réciproquement, vérifier que la série obtenue, de rayon non nul, est bien solution sur




Considérons z// —2¢tx/ —2x = 0 avec x(0) =1 et x/(0) = 0.Enreportant, le
coefficient de ¢k donne (k+2)(k+1)ag o —2kay —2ag = 0. Autrement di,

2a _
ay .y . E_Comme 4 = 0, tous les coefficients impairs sont nuls. De plus,
agp_z donc @ _ L Ainsi A tg—p — tg de rayon infini
Gop = TP 2p = ph - AINSl o(t) = pr = & T |

Comme le montre la figure ci-dessous, les sommes partielles approchent la solution de mieux en mieux
lorsque I'on ajoute des termes. L'approximation reste cependant locale : loin de [, il faut beaucoup de
termes.

12 l :
l‘ = solution e’ ,'
10 - l‘ ——- somme partielle jusqu'a t? :
\ \ ——- somme partielle jusqu'a t* : ;
‘\ ——- somme partielle jusqu'a t® ,’
8 -
X 61
4 -
2
0 T T T T

~15 -10 -05 0.0 05 10 1.5
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Remarque :

La récurrence peut porter sur des indices espacés de 2 ou de 3. Il faut alors traiter séparément
chaque classe d'indices. Par ailleurs, une solution de rayon & fini peut se prolonger au-dela de
]—R, R[ : le rayon ne mesure pas l'intervalle de définition.

VI. Equations non normalisées et raccordements

1. Le probleme

Considérons une équation a(t) =/ + B(t) z = (t), ou alt) /" + B{t) =/ + v(t) z = (¢,
ou le coefficient @ s'annule en certains points. Sur chaque intervalle ol & ne s'annule pas, on peut
diviser par . Le théoreme de Cauchy linéaire s'applique alors. En revanche, aux points ol & s'annule,
rien n'est garanti : I'espace des solutions sur I peut avoir une dimension quelconque.

Une solution sur I d'une équation non normalisée d'ordre P est une fonction F fois dérivable sur
I qui vérifie I'équation en tout point de [, y compris aux points ou ¢ s'annule.

2. La méthode de raccordement

Méthode :

Supposons que & ne s'annule qu'en %, intérieura I .

1. Résoudre sur chacun des intervalles I = I N ]—oo,fg[ et T4+ = I N Jég, +oof.
2. Une solution sur I est, par restriction, solution sur I etsur X . Elle est donc de la
forme L _ agaucheet <4 adroite, avec des constantes a priori différentes.




3. Ecrire les conditions de recollement : existence d'une limite finie commune en % (continuité),
puis dérivabilité en %p, et a I'ordre 2 dérivabilité de x/ .

4. Vérifier I'équation au point £ lui-méme.

5. Conclure en donnant I'ensemble des solutions sur f et sa dimension.

Résolvons ¢ z/ — 2z = 0 sur R.Sur ]0, +oo[ , I'équation résolue ¢/ = %;p donne
r = Crnt2. Deméme, sur |—oo0,0[, = = Cyt2. Soitalors & égaled Cyt2 pour

t<0, Cotdpour t>0,et z(0) = 0.Elleest continueen 0. De plus, M

C1tou Cqgt,quitendvers 0.Donc = estdérivableen 0,avec x/(0) = 0.Enfin,
I'équationen ¢ = ([0 s'écrit 0 — (0 = (. Par conséquent, les solutions sur [ forment un espace
de dimension 2, et non 1.

vaut

La figure ci-dessous montre trois de ces solutions : chacune recolle deux demi-paraboles indépendantes.
Toutes passent par I'origine, donc le probléme de Cauchy en fp = 0 a une infinité de solutions si
Ty = 0, et aucune sinon.
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x 01
-1 1
_2 4 :
— (C;=1agauche, C; =1 a droite
-31 — C1=0,5 a gauche, C, = —1 & droite
4 = (C;=-0,75 a gauche, C; =0 a droite

20 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 1.5 2.0
L

Le recollement peut aussi imposer des conditions trés fortes. Par exemple, pour tz/ +x = 0,
les solutions sur |0, +co[ sontles C /[ t.Elles n'ont de limite finieen 0 quesi € = 0.
Ainsi, la seule solution sur [ est la fonction nulle.

Ce qu'il faut retenir

« Une équation =/ = a(t) -z + bt) a coefficients continus s'écrit X' = A(t) X + B(t)
dans une base, et une équation scalaire d'ordre 7. se ramene a un systeme via
X =(z,.., I‘(ﬂ_lj:l :

e Le probleme de Cauchy équivaut a sa forme intégrale, qui ne demande que la continuité.

e Le théoreme de Cauchy linéaire donne existence et unicité sur I tout entier, sans restriction
d'intervalle.



¢ Les solutions homogénes forment un espace de dimension ¥, et les solutions de I'équation
compléte un espace affine : solution particuliere plus solution homogéne.

e Le principe de superposition permet de découper le second membre en morceaux simples.

¢ Des solutions forment une base si et seulement si leur wronskien est non nul en un point, et a I'ordre

2, W' = —aWw .

 Connaissant une solution %1, on trouve la seconde en posant + = L1 & ou avec
I _ 2
(zq [ zy) _W/:t:l.

« La variation des constantes a I'ordre 2 donne ' = —Zq g /W et w = T g / W, aprés
normalisation.

¢ Pour chercher une solution développable en série entiere, on obtient une récurrence sur les
coefficients, puis on calcule le rayon et on vérifie.

e Pour une équation non normalisée, on résout sur chaque intervalle puis on raccorde : la dimension
de I'espace des solutions sur I peut alors changer.

Questions fréquentes sur équations différentielles linéaires

Pourquoi I'espace des solutions d'une équation linéaire homogene d'ordre n est-il de dimension n ?

Le théoréme de Cauchy linéaire montre que l'application = — I:;]_?(t[:':]! ;[‘,J(t[]:]! - fiﬂ_l:'(tﬂ)) est
bijective. Elle est de plus linéaire. C'est donc un isomorphisme entre I'espace des solutions et ™ .

Comment vérifier rapidement que deux solutions forment une base ?

On calcule leur wronskien W = T4 :t:f? — Ty :Ei en un seul point bien choisi. S'il est non nul en ce
point, il ne s'annule nulle part et la famille est une base. S'il est nul en un point, les solutions sont
proportionnelles.

Quand faut-il faire un raccordement ?

Des que le coefficient de la dérivée d'ordre maximal s'annule sur l'intervalle d'étude. On résout alors sur
chaque sous-intervalle, avec des constantes indépendantes, puis on impose la continuité et la dérivabilité
aux points singuliers. La dimension de |'espace obtenu peut différer de I'ordre de I'équation.
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La variation des constantes marche-t-elle sans normaliser I'équation ?

Non. Les formules A’ = —Tn g / W et p = g /W supposent que le coefficient de x//
vaut 1. Il faut donc diviser le second membre par ce coefficient avant de les appliquer.

Pour aller plus loin en maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur équations différentielles linéaires

A maitriser avant : Fonctions vectorielles d'une variable réelle, Séries entiéres

Chapitre précédent : Endomorphismes autoadjoints et théoreme spectral

Chapitre suivant : Exponentielle de matrice et systemes différentiels

Le méme theme en L1 : équations différentielles, cours de maths en L1

Le méme theme en maths sup : équations différentielles linéaires, cours de maths sup

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/fonctions-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-entieres-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/endomorphismes-autoadjoints-theoreme-spectral-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/exponentielle-matrice-systemes-differentiels-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf

