Corrigés des exercices de maths sup

Equations différentielles linéaires

Corrigé de I'exercice 1 : Equations homogénes du premier

ordre

Dans chaque cas, I'équation est mise sous la forme ' + a{a:} y = 0 avec @ continue sur l'intervalle.
Les solutions sont alors les fonctions } e—#4, 00 A estune primitive de @ .

1. Ici, a{z) = 3 et A{z) = 3x. Les solutions sont les fonctions r —3 Y e—3z, X €R.

2. L'équation s'écrit y/ — 2z y = 0.Donc alzx) = —2z et A(r) = —z2. Les solutions
sont les fonctions + — } or?, A £ R.En effet, (}l E;rﬂ)” — 9r X eT?.

. 2T .
3. Comme 1+ r2=0,on normallsel:fl y*’ + 1t 22 7y = 0. Une primitive de @ est
Alz) = In(1 + £2) . Ainsi, e~ (= — T4 o3 Les solutions sont les fonctions

A ER.

A
T 14 z27

4. sur 10, +oo[ , = nes'annule pas et I'équation devient 7 — % y = 0.0n prend
A(r) = -3Inz ,donc ,—Al) _ 23Inx — 3. Les solutions sont les fonctions
r—= i3, AER.

5. Lafonction tan est continue sur ]—%! %[ ,et cos o >0 surcetintervalle. Une primitive de
tan est A(z) = —In{cos z). Par conséquent, .—A(Z) _ _,q 1 Les solutions sont les
fonctions © — Xcosz, A ER.

6. Oncherche X telque 3} .93 — 1§,s0it A = 2.La solution cherchéeest r — 213,

Point de méthode : vérifiez toujours le signe de A . Une erreur de signe transforme —z% en g4
; une dérivation de controle la détecte immédiatement.
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Corrigé de I'exercice 2 : Seconds membres usuels au premier

ordre

1. Les solutions homogénes sont  } e—2 . Ensuite, on cherche yp{ﬂi‘:l —ar+ ,3 .Ona
Yp +2yp =207+ (& + 28) . Lidentification avec 4z +2 donne o = 2, puis
2+ 2F = 2,donc B = 0. Les solutions sont les fonctions = — 2 + } g—4T,
AER.

2. Les solutions homogenes sont 4 ¢X.Comme 2 ?é 1, on cherche Yo = K €22 Alors
yﬂg —Yp = (2K — K)e2s = K 27 dou K = 1. Les solutions sont les fonctions
T — gdT 4 X e¥.

3. Les solutions homogénes sont } ¢~ . Le second membre est lui-méme solution homogene : c'est
le cas de résonance. On cherche donc ¥p = K £ €™  On obtient Yo = K{l—z)e =,
puis yf,;. +14y, = K e % Ainsi, K = 1.Les solutions sont les fonctions

r = (x+A)e 7T,

4. On applique le principe de superposition. D'abord, pour y/ + % = 2x,oncherche ax + 5 :
xz+(@+ ) =2r donne o = 2 et S = —2 . Ensuite,pour ¥/ +y =3e" %, la
question 3 fournit 3z e~ . Par conséquent, yp(x} = 2z —2+ 3z e 7 Les solutions
sont les fonctions = — 2r —2 4 (3x + X)e 7,

5. Oncherche zp = K e . Alors zh —2zp = (1 — 2) K €%, d'ou
5(—2 — 1)

R . :

Ensuite, zp = (—2 —1){cos z +¢sin ) = (—2cos x 4 sin z) + +(—cos z — 2sin z),
Or les coefficients de I'équation sont réels et 5 sin £ = Im{5 ei:ﬂ?:l . Donc

Yp = Im{zp} = —cos £ — 28N T convient. Vérifions :

yfm — 2y, = (sin x — 2cos 7) + 2cos £ + 4 sin z = 55in = | Les solutions sont les

fonctions + — X eiT —cosx —2sin x-

Corrigé de I'exercice 3 : Un probleme de Cauchy du premier



ordre

1. Posons ¥ = axcosz + Ssinz . Alors ¥y = —asinz + S cosx, donc

y'+y =(a+pf)cosz +(f —a)sin x.

Cette fonction est égalea o8 & pourtout Z.Enprenant = = 0, puis = = % on obtient
o+ 5 =1et S —oa =0.Donc g:ﬁ:%.
2. Les solutions homogenes sont % #—F . D'apres le théoreme de structure, les solutions sont les
fonctions = — %{cos r4sinz)+Are %, AER.

3. La condition {0) = 1 s'écrit %4- A =1,donc A = % . L'unique solution est
y(r) = %(u:os x +sinx + E_‘T)-

aT

cosz +sinx = x@cos(;t:—@

4. Ona y{a::l — %{cos x -+ sin ;r::l _1 e~ T, quitendvers [0 en —+oo. De plus,
ﬁ . Ainsi, la solution se rapproche de la fonction 2 -

périodique 1 — % cos(;t: — g) , d'amplitude % ~ [j]’?l . La figure ci-dessous montre ce

rapprochement : le terme %E_ﬂ? est un régime transitoire.
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Corrigé de I'exercice 4 : Variation de la constante

1. Sur ]0, +oo[ , on normalise : yl — }—F y = x . Les coefficients sont continus. Avec
A(z) = —In x, les solutions homogénes sont } . Ensuite, on cherche Yp = Alz) = . on
i 1. 4 / .
obtient yl —Fy, = A (r) = .llfautdonc A'(r) r = x,soit )/ — 1.0n prend

Alr) = z, dou Yp = 2 | Les solutions sont les fonctions 1 —s 2 + 'z . Enfin,
y(1) = 14 C = 3 donne ¢ = 2. La solution cherchée est y(r) = 2 + 2x.

2. Avec A{a:} = x4, les solutions homogénes sont ) e—z< . On pose Yy = }l{a:‘:l e—T% Alors

yl +2xy = }Lf{:r;} e—T2  |'équation équivaut donc a }f{g;} = z .Onprend A(z) = %’j

2
Les solutions sont les fonctions 1 — (‘% 4+ C) e—x%, C eR.

3. Sur ]—%! %[ ,ona cosx > (0. L'équation devient y! + ta,n(g;} Yy = ﬁ . D'apres
'exercice 1, les solutions homogeénes sont  } cos x . Ensuite, on pose ¥ = A{x) cos = ; il vient

! 1 / 1
A {;1::] Cos T = m,donc A Ii:t';:l = coslx
yp{ﬂi‘:l = fan x Ccos T = 51N I . Les solutions sont les fonctions = — sinx + C cosx .
Vérifions : cos z{cos ¢ — Csin ) + sin z(sin £ + C cos £) = 1 . Enfin,

y(0) = C' = 2. La solution cherchée est y(r) = sin £ + 2cos = .

.Onprend A{z) = tan z , d'ol



Point de méthode : apres la variation de la constante, le terme en } disparait toujours. S'il reste, c'est
gu'une erreur de calcul s'est glissée dans les solutions homogenes.

Corrigé de I'exercice 5 : Coefficients variables et dérivée d'un
produit

1. La formule de dérivation d'un produit donne ({1 + Eﬂ?} y)f —eTy+ (1 + Eﬂ?} y/! . Ainsi,
I'équation équivaut a ({1 + .gﬂ?) y)f — 1 4 eT.Comme [ estunintervalle, cela équivaut a

'existence d'une constante ' telleque (1 +eT)y = z 4+ e¥ 4+ C . Les solutions sont
r+er+C C eR

les fonctions r — T 1 ez

2. Pourtoutréel £,ona 14+ zd>vrd = |;p| > —x.Donc £ 4+ 14+ z2>0,et J est
définie et dérivable sur [ comme composée. Ensuite,

T
T Pt v R e R R W
g z + 1+ 2 l—l—mz(m—l— l—l—:r?) V1 4+ z2

On a bien g/(x) = ﬁ

3. Onnormalise: ! + I —|—£¢2 Yy = I—Fﬁ . Une primitive de lf—ﬂ es;( j
1 9 —Alx) _ 1 _ T > _
Alx) = Ein(l + z4),donc e = Txa Posons 1y — iy . L'équation
devient J% =1 +1$2 , C'est-a-dire }lf{x} = Jﬁ . D'apres la question 2, on peut
1 V1 94 C
prendre A = g.Les solutions sont les fonctions . _, n($ + i + a; ) + , € eR.
+ T

4. Comme g¢(0) = Inl = 0, lacondition %{) =0 donne C = 0. Ensuite,

(wl + —:E‘)(ﬁ.."l + —|—:t?) = 1.Donc g{—zx) = wl—|—:1:2 -z = —g(z)
2
est impaire. Le dénominateur étant pair, la solution y(@ 1n a: —|1_+1 t est impaire. On
51:'

peut aussi le voir sans calcul : = — —y{—x) résout le méme probléme de Cauchy, donc lui est

égale par unicité.
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Corrigé de I'exercice 6 : Charge et décharge d'un condensateur

1. Onremplace 3z par & w' danslaloides mailles: & C w/ 4+ w = F .Ensuite,
= RO =104 % 10—% = 1 s.L'équationest 7 u/ +u = F,avec 7 = 1 s, soit
w! +w =25,

2. Laconstante F est une solution particuliere, et les solutions homogenes sont 3 E—tf’r . Donc
ult) = B + X /7 _La condition u(0) = 0 impose } = —F . Ainsi,
u(t) = 5(1 —e—t) pour t > 0, en volts.

3. Onrésout 1 —e—t = 0,99, s0it e—t = 0,01.Donc ¢ = In 100 = 21n 10 . La tension
atteint 99 % de F auboutde t =2 4,6 s,

4, Ona u*’{t — % g_te"r”' , donc uf([j} — % . La tangente en (0 a pour équation
w(t) = 5 t . Par conséquent, u(t) = F équivautd t = 7 .La tangente a l'origine
coupe l'asymptote +; — F' al'instant { = 7+ = 1 s.

5. Sans générateur, la loi des mailles devient R 2 4+« = 0,donc 7w/ 4+ w = 0. Avec
u(0) = E, on trouve u(t) = E e~ HT _ 5 o=t . Ensuite, ult) = % équivaut a
e—t = % ,soit # = |ln 2. La tension est divisée par deux au boutde 7In2 = 0,69
s.

La figure ci-dessous résume I'exercice : a gauche la charge avec sa tangente a l'origine et I'instant
+ = In 100 ; a droite la décharge avec son temps de demi-décroissance.



] — décharge

5- ........ Jrarassaisrasessassrarassinrasasiay 5_
)
j"
41 4 -
231 <31 \ (In2;2,5)
> ! >
21 ! t=4,6[s 2
1 - - charge 1 -
---. tangenteen 0
0 T T 0 T
0 2 4 6 0 2 4 6
t(s) t(s)

Corrigé de I'exercice 7 : Mélange dans une cuve

1. llentre 2 litresetilsort 1 litre par minute. Donc  ¥{t} = 100 + £ . La cuve est pleine
quand 100 + £ = 500, soit au bout de 400 minutes.

2. Par minute, ilentre 2 x 30 = 60 grammes de sel. D'autre part, le mélange est homogéne, de

. g(t) glt) : e )
concentration V_(t)' Il sort donc 1 00 L2 gramme par minute. La varlattlc;n instantanée de la
- s - glt
. y gl = — .
masse de sel est la différence de ces deux débits. Ainsi, g¢/(t) = 60 B0+ Sur [0, 400]

3. L'équation s'écrit g/ + ﬁ—i—t g = 60, avec des coefficients continus. Une primitive de

1 , s A .
o5 71 ost In(100 + ), donc les solutions homogenes sont 755 - Par variation de la

PYEY! LA 2
constante, 1ot = 60 SOt A'(t) = 60(100 4 ). Onprend A(t) = 30(100 + £)*.
Les solutions sont donc

g(t) = 30(100 + ¢) + gi—p K € R.

La condition g{(0) = 0 donne 3000 + ffﬁ]{_ﬂ — 0,soit K = —300000 . Enfin,
30(100 + t)? — 300000 = 30((100 + ¢)? — 1002) = 30 ¢ (200 + ¢) . Donc
30 £ (200 + £)

at) = — oo +1
30 ¢ (200 +4) 30 3 100 % 300 900 000
4. Ona ¢ft) = W.Amsh c(100) = 2002 = 20 0op - Donc
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c(100) = 22,5 g/L. De méme, c(400) = 30 x gggﬁx 600 _ ?2%%%%%0 . Quand la cuve
est pleine, ¢(400) = 28,8 g/L.

10 000
5. D'aprés le calcul de la question 3, ¢(t) = 3'3(1 — m) .Donc c(t) —+ 30 g/L

quand t — oo . Autrement dit, I'eau pure initiale est peu a peu diluée, et le mélange tend
vers la concentration de I'eau versée. La figure suivante montre cette évolution sur [0, 400] .

25 | (400; 28,8)

(100; 22,5)

10 -

concentration (g/L)

_ 30£(200 + t)
5 - ) = =100+ o2

-—- concentration entrante : 30 g/L

0 . : . . : . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400
temps t (min)

Corrigé de I'exercice 8 : Raccordement de solutions

1. Sur ]0, +oof , 'équation s'écrit 4/ — 2 y = 0-Avec Afz) = —2In x, on obtient
e—Alr) — ,2.Sur ]—o0,0[ ,onprend A(r) = —2In|x| et on obtient encore x2. Les
solutions sont + — ¢ 2 sur |0, +oo[ et x — D x2 sur |-o0,0[, avec
C,DeR.

2. Soit ¥ une solution dérivable sur [R . Ses restrictions sont solutions sur chaque demi-droite, donc
il existe C et D telsque w(z) = C z2 pour £ >0 et y(x) = D 52 pour = <0.De
plus, I'équationen = = 0 donne O -y/(0) — 2y(0) = 0,donc (0) = 0.



Réciproquement, fixons ' et D réels, et définissons ¥ ainsi, avec y{0) = 0. Le taux
d'accroissement en [J vaut % — Chsi h>0et Dhsi h<0.lltendvers 0O, donc

Y estdérivableen 0 avec w/(0) = 0. Enfin, I'équation est vérifiée en 0, puisque

0-0—2-0 = 0.Les solutions sur [ sont les fonctions égalesa 7 2 pour

r <0 eta (x2 pour = 0,0ou C et I sontdeuxréels arbitraires. La figure
ci-dessous en montre quelgues-unes : toutes passent par I'origine avec une tangente horizontale.

. Sur chaque demi-droite, I'équation yl + }T: y = 0 apour solutions % et % . Soit ¥ une
solution sur [R. Elle est dérivable, donc continueen (. Or % n'a une limite finieen g+ que
si ¢ = 0.Deméme, I = 0 .Enfin, I'équationen 0 donne w(0) = 0. La seule solution

sur R de z v/ + vy = 0 estlafonction nulle.

. D'aprés la question 2, toute solution vérifie () = 0, et il y en a une infinité (une par couple

(C, D)). Le probleme avec y(U) = 0 admet donc une infinité de solutions, et celui

avec y{[]} = 1 n'en admet aucune. Cela ne contredit pas le théoréme de Cauchy. En effet,

celui-ci s'applique & une équation normalisée u/ + a{x) y = b(z) avec @ continue surun
2

intervalle. Ici, g{g;} = —3 nN'est pas définieen 0.

3
2_
1_
>~ 0
—1 1
— D=1,C=1
, | — p=2.c=-05
— D=-1,C=0,5
D=0,C=-1
—_— y 4 T T 1

220 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 2.0
X

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 9 : Equations homogénes du second ordre

1. L'équation caractéristique est 72 —5r +6 = (r —2)(r —3) = 0. Les solutions sont les
fonctions = — Ae?T 4 pedr, A uER.

2.0na r244r 44 = {fr + 2}2 : —2 estracine double. Les solutions sont les fonctions
& — l:}'aa:—hu:le_h.

3. Le discriminantde 72 — 9+ 4+ % vaut 4 — 20 = —16 = {43’}3. Les racines sont donc
1 & 24 . Les solutions réelles sont les fonctions = — e¥() cos(2x) + w sin(22)).

4. Lesracinesde +2 49 sont 4+ 3;,donc o = 0 et £ = 3. Les solutions sont les
fonctions x — A cos(3x) + psin(3x).

5. Le discriminant de 72 — 9+ 4 9 vaut —4 , donc les racines sont 1 =+ 7 . Les solutions
complexes sont les fonctions  — 5(1 + t)x + 1 E':l - 53'5‘3, A, 4 € C. Ensuite, une
solution réelle est la partie réelle d'une solution complexe de la forme , (1 + %)z . Ecrivons

¢ = o —1f5 avec o, 3 réels. Alors

Re((a —if)e%(cos x + i sin x)) =eP(a cos z + fsin x).
On retrouve les solutions réelles = — e*(xcosz + Ssinz), o, f € R.
6. L'équation caractéristique est 52 — 93 » —1 = (O, C'est-a-dire {r — g’jg — (0 .Ainsi, gz est

racine double. Les solutions sont les fonctions x — (A x + w)e*®, A u € C.lci, les
coefficients ne sont pas réels : il n'y a pas lieu de chercher des solutions réelles.

Corrigé de I'exercice 10 : Retrouver I'équation a partir des

solutions

1. D'abord, eT est solution si et seulementsi 1 4+ a + & = 0. Ensuite, pour ¥ = £ &% ,o0na
yl=({14+x)e¥et y" = (24 x)e* . Donc



Cette fonction est nulle si et seulementsi 2+ a =0 et 14+ a4+ 6 =0.Donc g = —2 et
b = 1 :I'équation est '/ — 24/ 4+ 1y = 0. On retrouve bien la racine double 1 de
(r — 1}2 :

. Posons  y(z) = e~ Fcos(3x). Alors  y/(r) = e~ F(—cos(3x) — Isin(3x)) et
y!(x) = e~ *(—8cos(3x) + 6 sin(3x)) . Par conséquent,

y" +ay' +by=e*((=8 —a 4+ b)cos(3z) + (6 — 3a)sin(3z)).

Si cette fonction est nulle, on obtienten = =0 : -8 —-a+b=0.En = = %—T,on obtient

f—3a = 0.Donc o = 2 et h = 10.Réciproquement, ces valeurs annulent I'expression.
L'équation est v/’ + 21/ 4+ 10y = 0. Ses racines caractéristiques sont —1 + 37 . Ses
solutions réelles sont les fonctions = — e—%(X cos(3x) 4 p sin(3x)).

. Lafonction 1 — e"™T estsolution si et seulementsi 7 est racine de P(ﬁ“} = r +ar +6.
Or P estdedegré 2 :ilaau plus deux racines. Aucun couple {a, b:l ne convient, car ],
2 et 3 ne peuvent pas étre trois racines distinctes de P .

Corrigé de I'exercice 11 : Second membre polynomial

.Ona r2+4r—2=(r—1D(r +2), donc les solutions homogenes sont X e¥ + p g—27 .
Comme b = —2% 0, on cherche Y, = ax?+ Bz +y. Aors

y&;’—l—y%—?yp:—20::L'2+(20{—2,6’):{:+(2a+ﬁ—2’y).

L'identification donne o = —1,puis 8 = & = =1 ,puis —2—1—2v = 0, soit
v = —% . Les solutions sont les fonctions & — A e¥ + ue—2% — g2 — ¢ — %

. Lesracinesde r2 — y sont 0 et 1,donc les solutions homogénes sont A + ue¥ . Si ¥
est un polynéme de degré n > 1 ,alors y// — y/ estde degré s — 1. Pour obtenir =, il
faut donc 1. = 2. De plus, la constante est inutile, puisqu'elle est solution homogene. On cherche

yp=azi+ Bz yl -y, =-20r+02x-F) ponc o= -1 et

£ = 2a = —1 . Les solutions sont les fonctions = — ) + et — ‘% —T.
. Les solutions homogenes sont A cos(2x) + u sin(2x) . On cherche Y, = & 2+ Bz 4

Y +4yp, =4os? +4B 0+ 2 +47).0onc =2, f=0et 4+4y =0,
soit ¥ = —1. Les solutions sont les fonctions © — A cos(2x) + w sin(2x) + 252 — 1.
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Corrigé de I'exercice 12 : Second membre exponentiel et

résonance

Dans les trois premiéres questions, P(r) = r2 —3r +2 = (r — 1)(r — 2) ou Pir) = (r - 2}2
. On compare l'exposant du second membre aux racines de F .

1. Leréel 3 n'estpasracinede P ,et FP(3) =3 —-9+42 = 2. 0nprenddonc

Yp = % 37 | Les solutions sont les fonctions 1 — } e + l el 4 % o3

2. Leréel 1 estracinesimplede P ,et P’(1) =2 —3 = —1.0n prend donc
£
Yp = ;”Til} = —ze® vérifions: yh = —(1+2)e, yll = ~2+2)e” et
—(2 4+ z) + 3(1 + £) — 2z = 1. Les solutions sont les fonctions
T — }LEE—FI,L&Ega'—I‘EE.

3.1c, P{r) = (r— 2)2 et 2 estracine double. On prend y, = %:1:3 g2 . En effet, avec

, . . 2 . .
Y= e4T | |'équation devient z/ g2T — 2T, et z —= % convient. Les solutions sont

les fonctions  — (%2 + iz + P*) edr,

4. Lesracinesde 2 4+ 2r 4+ 2 sont —1 4+ 2. Le complexe —1 4+ 2 est racine simple, et
P’(—l +2) = 2(—1+12) +2 = 22 . Une solution particuliére complexe est donc

2 (x)—M——i:t:e*f(coszr:—l—isinx)—E(sin$—icosx)
ple) =" = —3 = &5 1

Or les coefficients sont réels et e—Tgin r — Im(fg(_l + "*::m) . Donc
yp = Im(zp) = —% e~ % cos T convient. Les solutions réelles sont les fonctions

T — E_ﬂ?(}t cosx + psinz —%cos :1:).

Corrigé de I'exercice 13 : Second membre trigonométrique

1. Lesracinesde 72 4 27 + 2 sont —1 4 4, donc les solutions homogénes sont
e~ Z(X cos & + wsin £ . Ensuite, on résout  z/ + 22/ + 2z = K giT . Comme
P@)=-142i+2=1421%#0,onprend



Zp = 14?22' et = (1 —24)(cos ¢ +isinz) = (cosx + 2sin z) +i(sin z — 2cos ).

La partie reelle Yy = CO5 T + 2510 T est solution de I'équation réelle. Les solutions sont les
fonctions = — e~ F(Acosz + usinz) +cosz + 2sinx .

2. Comme 5sinz = Im(5 ef'-:ﬂ?j, la partie imaginaire de €p convient. Les solutions sont les
fonctions © — e~ T(Acosx + psinz) +sinz —2cos T,

3. Les solutions homogenes sont A cos(2z) + u sin(2x) . Le complexe 27 est racine simple de
r2 4+ 4,avec P'(2¢) = 41 .Donc zp = i gdir = %sin{ﬁa:} —1 % cos(2x). Sa partie
. L I Y . I
imaginaire est —zcos(2x) . Vérifions : si 1y = —Zcos(2z) , alors
y/" = sin(2x) + x cos(2z), et v/ + 4y = sin(25) . Les solutions sont les fonctions
£ — Acos(2z) + u sin(2z) — cos(2x).

4. Dans la question 1, le terme e~ (X cos = + g sin x) tend vers 0. Ainsi, toute solution se
rapproche de la fonction bornée cos = + 2sin & = V5cos(z — ). En revanche, dans la

question 3, la partie homogéne est bornée, mais —%CDS{EKL‘} vaut —%T en r = ki .Les
solutions de la question 1 sont bornées sur [0, +0o] , tandis que celles de la question 3
ne le sont pas : c'est la résonance.

Corrigé de I'exercice 14 : Principe de superposition

Dans tout I'exercice, P{r} = r2 — 1 et les solutions homogenes sont les fonctions A % —+ pe 7T,

1. On traite chaque terme séparément. D'abord, pour 2z , on cherche & x + 5 :
—axx — 3 = 2x donne —2z . Ensuite, pour 4 ¢T,leréel 1 estracine simple et
P'(1) = 2 :on obtient %;p ef = 2z e¥ . Enfin, pour 2cosz,ona Pl) = —2,donc
_ Qeix
fp = 3
fonctions = — AeT+ ue T —2x +2reT —coszx.

— _etx, de partie réelle  —cos x . Par superposition, les solutions sont les

2. Onéerit cho = je +5e™7 Pour Fe% onobtient G- gy = “z .Pour 5=,

ona P/{-1)= —2,dou —Z Z_$ .Lasomme vaut z(e% —e~%) = Fshz.Les

solutions sont les fonctions =~ — Ae® + pe % 4 %sh z.

, la constante —= convient. Pour

B2
[ Ll

3. On linéarise : sing T = % — %Cos(ﬁx‘} . Pour la constante
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_% gdir 1
1 -5 Df 1,1
ECOSI:EJZ“:I . Les solutions sont les fonctions © — X e¥ + e % — 5+ ECOSI:E;[‘;} .

_%.:05{21:), ona P(2:) = =5, donc Zp = 2w, de partie réelle

Point de méthode : un produit ou une puissance de fonctions trigonométriques se linéarise toujours
avant d'appliquer la méthode ; chaque terme obtenu reléve alors d'un cas du cours.

Corrigé de I'exercice 15 : Problemes de Cauchy du second ordre

1. Lafonction & — & est solution particuliere, et les solutions sont
y = Acosx +using +x.Aors y({0) = A = 1.Ensuite,
Nr) = —Asinz cosz +1,d oy = 1 = 0. La soluti
i + u +1,donc w+ . La solution est
y(z) = cosz —sinz + .

2. Les racines caractéristiques sont —1 = 27, donc y = e~ (A cos(2z) + u sin(2<)). On
obtient y(0) = A =1et v/ (0) = —A 424 =1,donc u = 1.La solution est
y(zr) = E_‘T(COSI:EJS‘:I + sin{ﬁa:}) .

3. La constante —1 est solution particuliére. Donc 1y = A 2% 4 1 e—2% — 1. Les conditions
donnent A+ =1et 2A —2u = 2. Ainsi, X =1 et ¢ = 0.Lasolution est
ylzr) = e?7 — 1.

4. Ici, 1 estracine double de {:r — 1)2. D'apres |'exercice 12, ‘%2 I est solution particuliere.
Donc 1 = (%q I WP P;) e®.D'abord, y(0) = u = 0. Ensuite,
y/(z) = (‘%2 + 14+ Xz + X +H)e$,donc y/(0) = A 4+ 4 = A = 1. La solution est

v = (2 +5) e

Corrigé de I'exercice 16 : Oscillateur amorti et ses trois
régimes




1. La masse subit la force de rappel —k v et le frottement —h y/ . Les forces verticales se
compensent. Le principe fondamental de la dynamique, projeté sur I'axe horizontal, donne
muyl = —-ky—hy' Avec m =1let k = 4,onobtient v/ +hy' +4y =10.

2. Lediscriminantde 2 4+ hr +4 vaut A — R2 _16.Si 0 < h < 4, les racines sont
complexes conjuguées (régime pseudo-périodique). Si A = 4, —2 estracine double
(régime critique). Si A > 4, il y a deux racines réelles distinctes (régime apériodique).
Dans ce dernier cas, leur somme —} est négative et leur produit 4 est positif : elles sont toutes
deux négatives.

3. Pour h = 2,lesracinessont —1 4 3/3.Donc y = E_t(}l cos(V3t) 4 u sin(ﬂt}), avec
y(0) = A =1et y/(0) = =4 +V3u = 0. Ainsi,

y(t) = E_t(-:os{x@t} + %sin{x@tﬁ.

Pour h = 4,ona y = (At+pue 2t avec g =1et y(0)=2A—2u = 0.Ainsi,
y(t) = (14 2t)e—2t,

Pour h = 5,0na r24+5r+4 = { +1{r +4).Donc y = e t+ue %, avec
A+p=1let —A—4u = 0.0ntrouve J.-_,;:—% et A:%.Ainsi,
y(t) = %(4E_t —e—4t),

La figure ci-dessous compare les trois mouvements.

4. Pour ¢t = kT ,ona 3 kT = 2k .Donc cos(V3kT) =1 et sin(V3kT) = 0. Par
conséquent, y(;gT} — e— kT — E_%’”f‘@ . Autrement dit, a chaque pseudo-période,
I'élongation est multipliée par e—1 0,027.

5. Pour t =0, y(t) = %E—t(-i —e—3t).0or ¢—3t < 1<4 .Donc y(t)>0 pour tout
i > [ :la masse ne repasse jamais par I'équilibre.
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1.01 —_— h=2:e cos v‘x§t+%sin \»'Et)
0_8' ——— h=4:(1+2t)e_2t
—— h=5:1(4e ' —e™¥)

0.6 -
e
— 0.4
=
=~

0.2 1

0.0

—0.2 1
0 1 2 3 4 5 6
temps t (s)

Corrigé de I'exercice 17 : Régime forcé d'un circuit RLC

1. Lesracinesde 2 4+ + 41 sont _% 4 g"@ Les solutions homogenes sont donc

E .
yh{t:] = E_tf."g(}l CQS% + u gin%) .Ona |yh(ﬁ}| < Ii|}n| + |Ju|} E‘_t’Ilrg . Donc toute

solution homogéne tend vers (0 en —co.

2. Onrésout z/l 4 3/ 4 7z = gtwt . Or Plw) =1- w2 4+ 7w a une partie imaginaire
' o _ e I S
w3 0, donc Plw)s 0.Ainsi, zp = K et avec K = T —

étant réels, Y, = Re{zp:l est solution. On obtient K = 1= o2 F 1w et

1
Aw) = VI —w2)? w2’

. Les coefficients

3. Si ¥ estsolution, ¥ — ¥, estsolution homogéne. D'aprés la question 1, elle tend vers (.
Donc w(t) — yw(ﬂ — U : apres un régime transitoire, toute solution se comporte
comme le régime permanent Y .

2 1
4. Posons ¢y = g4 et glu) = (1 - ’i'_a::l2 +u = (u — %) + %'AinSi’ Aw) = Vglw?)’ Lo

fonction 4 décroit sur }D, %} et croit sur E: —|-oo[ .Comme ¢y — w2 croftsur ]D, —|—Q-Q|:



, A croitsur ]D, ﬁ] , décroit sur [ﬁ! —|—r:c:u[ , et atteint son maximum

A(%) = ”"31;4 = % Deplus, A{w) — 1len Oet A{w) — 0 en +oo,commele

montre la figure ci-dessous.

5. Pour w=1,0na K = %= —;.Donc zp = —ulcost +usint) =sint —2cost,

. %
Ainsi, yl(t} = sint , Vérifions: —sint +cost+s8int = cost.

i — A [nj =+
1.2 . ) (w) Vi1 —w?)? +w?
maximum L? enw= =

o
o

amplitude
o
@)}

©
o

0.2 1

0.0 — | | | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

pulsation w

Corrigé de I'exercice 18 : Unicité et comparaison des solutions

1. Les solutions homogénes sont les fonctions % g—# . Sil'une d'elles s'annule en <, alors
)Y E—ﬂ(ﬂ?n] — [)- Or une exponentielle ne s'annule pas. Donc A = 0, et la solution est
nullesur f.

2. Posons d = Yo — Yy . Parlinéarité, o est solution de I'équation homogene, et d{;r:ﬂ} >0,
D'apres la question 1, ¢ ne s'annule jamais sur f . De plus, d est continue sur l'intervalle I .
Par le théoreme des valeurs intermédiaires, elle garde donc un signe constant, celui de Gf(:ED}.
Ainsi, Y¥1(%) <y,(%) pourtout = € I .
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3. Posons Yq(z) = £2 -2z 4+ 2 Alors yé + 1y, = 22 -2 + 322542 = 52 cest
une solution. Ensuite, (0} =1<2 = yg(ﬂ}. La question 2 s'applique sur [R. Donc
y{:;::l < 2 — 2z + 2 pour tout réel . Contrdlons : Yy = T2 9 424 Xe T, et
y(0) = 24+ X =1 donne X = —1.0n obtient bien
ylr) = 22 - 22 +2-e T <2 - 2x 4+ 2.

4. Les fonctions sin et 0 sont deux solutions distinctes de 4// + % = O . Pourtant, leurs
courbes se coupenten 1 = 0. Au second ordre, une seule valeur commune ne suffit donc pas.
D'apres le théoreme de Cauchy, deux solutions sont égales dés qu'elles ont, en un méme
point, la méme valeur et la méme dérivée. Ici, sin’;{D} =1 ?é Q.

Corrigé de I'exercice 19 : Equation d'Euler par changement de

variable

1. Pour £>0,0ona wy(z) = z{(lnz), et # = Y °eXpP est deux fois dérivable. En dérivant la
z/(ln x) — 2/(In x)

composée, yf@;:, — #/(In z) et yn,@} — .

I

2. On reporte ces expressions :

r2y — 2z y!' + 2y = 2"(Ilnz) — 3 z/(In z) + 2 z(In z).

Deplus, z£3 = e3lnx .0r £ — ln = estune bijectionde |0, +oo[ sur R.Donc ¥ est
solution de (F!) sietseulementsi z//(t) —3z/(t) + 2z(t) = ¢3! pour tout réel t.

3. Les racines caractéristiques sont 1 et 2,et P(3) = 2.Donc
2(t) = Aet 4 pedt 4 % g3t Onrevientd y(r) = z(In z) . Les solutions de ()
sont les fonctions 1:—>}l;p+;_;g;2+%a, A ER.

4. Ona y(1}=}m+;&+§:0et y*’{l}:}l—kﬁg—k%:D.Parsoustraction, = -1,

i _1 i I 3 z(z — 1)
puis X = 5 - La solution est y{a::l =Z- 2+ F=—g



corriaé de I ice 20 : Equations foncti I

1. Analyse. Soit f une solution. La fonction * — f(f) + £ est continue. D'aprés le théoréme
I
fondamental de I'analyse, = — f (f() + ) dt est dérivable, de dérivée f(z) + = . Donc

0
f estdérivable,avec f' = f 4z et f(0) =1.0nrésout y/ —y = z :lafonction
—x — 1 est solution particuliere, donc  f(x) = Ae®* —x —1.Ensuite, f{O)=A—-1=1
donne 4 = 2.

Synthése. Pour flz) = 2¢* —xz —1,0na
xI
1+ f (2et —1) dt =1+ 2e% —2— 2 = f(z) . L'unique solution est
0

flz) = 2e% —z —1.

2. Analyse. Soit f une solution. La fonction = — f{—z) est dérivable, donc f’ aussi. En
dérivant la relation, f”{x) = —f’{—a:j . Or la relation appliquée en —x donne
f’;(—x} = f(x) . Donc f” + f = 0, etilexiste A, B réels tels que
f = Acos + Bain .

Synthése.Ona f'(r) = —Asinz + Beosz et f(—x) = Acosz — Bsinz. Ces
fonctions sont égales si et seulementsi 4 = B (oncompareen ¥ = 0 et £ = %). Les

solutions sont les fonctions & — A{cos r 4 8in fl?:l , A4 cE.

Point de méthode : dans une équation fonctionnelle, raisonnez par analyse et synthese. La dérivation
fait apparaitre une équation différentielle, mais elle peut ajouter des solutions parasites : la synthese les
élimine.

Corrigé de l'exercice 21 : Probleme : battements et résonance

1. Lesracinesde 72 4 w2 sont =+ 4w .Comme 2 ?é wet £2,w>0, 32 n'estpasracine,

et P() = w? - 172 . Donc CZLE;:; est solution particuliére. Les solutions sont
w —
) cos(i? t) . . . 1
Y= A cos(w t} + u 5111[:[4) t} + 7 Ensuite, y{':':l = 0 donne A = Ti_ 2
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cos(l? t) — cos(w t)
w2 — 22 '

et y/(0) = pw = 0 donne w = 0. Par unicité, y;}':t:' =

2. On utilise cosp—cosq:—gsinp—I_gsinP_g avec p=fltet g=wt. On

. . — [, + [
obtient y;}(t:' — MZEQE Em(w . ) sm(w . ) .

3. Avec w=10¢et 2 =9,0na 2 -2 =19.Donc y,(t) = 12_951“% Sin%'Le

facteur sinl%t oscille vite, avec la pulsation 9,5 . En revanche, le facteur 12—95111E varie

lentement : il module I'amplitude. La courbe oscille entre les enveloppes =+ E—gfsin% , de

période 21 , et son amplitude maximale vaut % ~ 0,105 . Les « ventres » sont centrés
sur les instants a + 2447, et les « nceuds » sur les multiples de 24 , comme sur la figure ci-

dessous.

0.15 1 —— y(t) =cos3tzgcoslOt  — . enveloppe +4 [sin|
0.10 - e e

e S R ™.
0.05{ R ’ R

AUt LU,
0.00 ¥ :
) VR, v
~0.05{ S N U ’
N

S ’
~0.10+ IR NS 2 /I 2o

0 m 2n 3n an
t
4. Fixons t?é 0 (pour ¢t = 0 ,toutvaut 0).Posons 4 — @,quitend vers [J quand
{2 — w.On écrit
. (w4 2)t . (w+ 2)
(t) = 2siny SM9 _ ¢ sinv VD
Y0 — w— {/ w+ 2 = v w + (2



Or 81L% , 4 quand v — 0.Donc Qlim yo(t) =

. Ici, z@ estracine simplede P, et P"@w} = 22w . Une solution complexe de second membre

: b oeiw i toy. : L t sin(w 1)

gtw I est donc Th, = E(mn{m t:] — 3 cos{m t}) . Sa partie réelle . —(j} est
solution de I'équation réelle. Ensuite, 4 — }l cos(w t) + u sin(w t) + # . D'abord,

y(0) = A = 0. De plus, la dérivée de fﬂlg—(wﬁ' estnulleen 0,donc y/(0) = pw = 0.

. t
La solution est y{t) — ts12n—(wt]| : c'est exactement la limite trouvée a la question 4.
Ll
lcos(i? £)| + |coslw 1) 9

Pour tout %, |yﬁ,(t}| < w2 = 07 SR En revanche, posons

it = %(% —I—EF@W) pour k& € N.Alors sin{wig) =1 et y(tp) = é—i — 4o
Chaque ¥[; est bornée, mais la solution résonante ne l'est pas : son amplitude croit
linéairement avec le temps.

Point de méthode : la résonance apparait comme la limite des battements. Plus {2 est proche de @,

plus I'enveloppe est lente et haute, jusqu'a devenir la droite ¢ — ﬁ

Revenir aux énoncés des exercices
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