Corrigés des exercices de maths spé

Equations différentielles linéaires

Corrigé de l'exercice 1 : Mise sous forme de systeme et forme
intégrale

1. L'équation s'écrit £/ = t x/ — et £ 4+ 3int.0Onpose X = (z, =/, /), vu comme une
colonne. Les deux premieres composantes vérifient x/ = £/ et {;pf)’r = z/!. Ainsi,
X' = A(t) X + B(t) avec

0 1 0 0
At) = o 0,1 , B(t) = ([\aay?] 0
—et ¢t 0 sin ¢

Les coefficients sont continus sur [R.
2. La condition initiale s'écrit  X(0) = (1, 0, 2} . La forme intégrale est donc
t

X{t} = X{[j} + f {A@ X(g} + B{S}} ds . Composante par composante, on obtient
0

i t
r(t)y=14+ [ z/(s) ds, /(t) = | =!'(s) ds,
0 0
a:*”(t)=2+f(s z!(s) —eS z(s) +sin s ) ds.

0

3. Le logarithme impose % = (J . Ensuite, pour appliquer le théoréme, on divise par $2 — 4 , ce qui
exige 13 2.5ur ]0,2[, les coefficients L o nt
J = ]E], 2[.

2 4 2 _ 4 sont continus. Par consequent,

4. La fonction nulle est solution sur J et vérifie les mémes conditions en tg = 1. D'aprés I'unicité
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du théoréme de Cauchy linéaire, * est nulle sur _J.

Corrigé de I'exercice 2 : Deux équations scalaires d'ordre 1

1. L'équation homogéne £/ = —2 ¢ 1 a pour solutions ¢ E—tg . Cherchons ensuite
zr = C(t) e—12 . On obtient c'(@) e—t? = 2¢e—t?, donc C(t) = t2 + K . Ainsi, les
solutions sont () = (2 + K)e—t?, K € R .Laconditon z(0) =1 donne
K =1,dou z(t)= (241 e—t? . Par croissances comparées, 2 p—t2 _y (3, donc
z(t) =+ 0 en +oo.

De plus, z/(t) = e—14 (2t —2¢(¢2 4 1)) = —2¢3 e—12  La solution croit donc sur R__,
décroit sur [R4 et atteint son maximum 1 en 0. La figure ci-dessous la place parmi les autres
solutions, qui tendent toutes vers 0.

2.0+ —— solutions (t2+ C)e
solution de Cauchy (t2 + 1)e '

1.5

1.0 -

0.0

~0.5- N

—1.01 ap

~

g 1
14827 7 1427
13 est % In(1 + 2) . Les solutions homogeénes sont donc

2. Comme 1+ $2 =0 ,onnormalise: =/ 4+ a coefficients continus sur [%.

t
1+

Une primitive de .En

1+ t2



/
faisant varier la constante, on obtient \x% = l—itz , soit C’r{t} = xfﬁ . Ainsi,

f Pl
G{t} = ln(t +4/1 + 2 ) -+ K . Par conséquent, ;m:t:] — ln( t—:% )+ K,et la

condition z{0) = O donne K = 0.

Corrigé de I'exercice 3 : Principe de superposition

1. L'équation caractéristique est 74 —3r +2 = (r — 1)(r — 2) = 0. Donc les solutions
homogeénes sont 'y et + Cqe?t.
2. Posons © = grtet.Alors ' = a(l+t)el et £/ = a (24 ¢)et. Ansi,
o —3c' +2c =aet (24t —-3—-3t+2t)=—ael
Donc @& = —1 convient. Ensuite, pour = = § e3t , on trouve

(9-9+2) et =283, donc ﬁ:%

3. D'aprés le principe de superposition, —t et + % e3t est une solution particuliére. Par conséquent,

les solutions sont
— (O, et 4L (O, 2t t 4 1.3t
z(1) et +Cqe tel 45 et

Les conditions donnent 'y 4+ C'q + % =0et C14+2Cy—-1+ % = (. Par différence,

Co =10,puis ¢y = —% . Finalement, z(t) = %{EBt —el) —tel.

Corrigé de I'exercice 4 : Wronskien d'une équation d'Euler

1. Pour £; =1 : 0—2¢t+2t=0.Pour oo =12 2¢2_ 4324 2¢2 = 0.Cesont
donc des solutions de (7).

2. Ona W(t) = =4 $5 — x4 a:i = t-2t —t2.1 = #2 sSyr J,I'équation se normalise en

divisant par 14 ?é 0, avec des coefficients continus. L'espace des solutions est donc de dimension
2.Comme W(t) = ¢2 ?é 0, {:J:‘l, 322) est une base.
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b2

3. Sous forme résolue, m:t} — _g . La formule de Liouville annonce W' = 2 147 .Or

W’{t} = 9% = %13 : la formule est vérifiée.
4. Pour £ — t3: t2-6at—2t-3atd+2atd =2atd.Donc o = %.Les
solutions de (E} sur I sontdonc ;p{t} = %3 + At + +2 . Les conditions en 1 donnent

%—}}l—hu,:[]et %+A+2H:D.Ainsi, w = —1et }L:%.Finalement,

t{t— 1)

Corrigé de l'exercice 5 : Structure de l'espace des solutions

1. L'équation est normalisée et son coefficient ¢ — gt est continu sur [ . Le théoréme de Cauchy
linéaire s'applique donc : pour tout (y,j, yl), il existe une unique solution telle que fl?@l = ¥
et :E’(D:l = Y. Autrement dit, ¥ est bijective. Elle est de plus linéaire, et 5 est un espace
vectoriel par linéarité de I'équation. Donc dim § = 2.

2. Supposons par l'absurde ﬂ(tg} = 0. Alors z et la fonction nulle résolvent le méme probléme
de Cauchy en tg.Parunicité, x = 0, ce qui est exclu. Donc =/(%g} ?é 0 : les zéros sont
simples.

3. L'équation n'a pas de terme en /. La formule de Liouville donne donc W/ = p,et W est
constant. or W(0) =1-1—0-0 =1 .Ainsi, W =1 sur R.

4. Soient Y,z € 5 nullesen %q. Alors leur wronskien vaut

Witg) = w(tg) 2/ (o) — 2(0) v'(tg) = 0. D'aprés la caractérisation des bases, (v, z)
est liée. Par conséquent, I'une est multiple de l'autre.

Corrigé de I'exercice 6 : Variation des constantes a coefficients

constants

1. L'équation caractéristique 2 — 2r 4+1 = 0 alaracine double 1 .Donc T = el et
xn = t et forment une base. Leur wronskien vaut W = et(l + ) et —tet et = g2t



T2 tel el

2. Avec g(} % les formules donnent }f W = T el — —1 et
pul = :?F_g %.On prend } = —t et u = In . La solution particuliére vaut
—tet +tln(t)et.Or —t et estune solution homogene. Par conséquent, les solutions sont
z(t) = (C1+ Cot+tlnt)et.

3.0na z(1) = (C1 4 Cy)e. Ensuite,
g/(t) =et (C1+Cyt+tlnt 4+ Cy+Int+1),donc /(1) =e(C1+2Cy+1)
. Les conditions donnent C'1 = —Cy et Cg+1=10.Ansi, z{t) = (1—t+¢tlnt)et.

Corrigé de I'exercice 7 : Equation de Legendre d'indice 1

1. Sur ¥, 1 — 2= (.O0n peut donc normaliser, avec des coefficients continus. D'aprés le
théoreme de Cauchy linéaire, I'espace des solutions est de dimension 2. Pour *{ = i
0—2¢ 4+ 2% = 0,donc T1 est solution.

2. Sous forme résolue, a(t) = —1 Ettg . La formule de Liouville donne W~/ = l—ittﬂ W . Orune
_— 2t <
primitive de "5 est —In(1—£2) .Donc W(t) = 1_ 2
ot 1 —12 4 42
3. Sur ]0,1[ , ¥7 nes'annule pas et (t) _t:*(l—tgjlor t2+1—t9_t2(1—t2]

—

ln( lt—t) . En multipliant par £, on

b

ce qui est la fraction cherchée. Une primitive est _% +

obtient ;E“E(t:] — %ln( E) —1.

4. Posons L{t} — %111( E),déﬁnie sur I, avec Lf(t:l = 1—1t9 .Alors Ty = tL -1

puis :r:é =L+ 5 . Ensuite,

1—1t

Par conséquent,

(1—t2)alf —2tah+20y =25 200 -2, 4 20 —2 = 0.

Ainsi, *1q est solution sur I . De plus,
W(0) = z1(0) 4(0) — £4(0) {(0) = 0 — (—1) -1 = 1 5 0. Donc les solutions sur T
sontles A+ u xy(t)
5 Quand ¢ — 1, L{f) = +oo,donc Ty — +00 Quand ¢ — —1+, L) = —oo
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et ¢ — —1,doncencore Tn —* 00 Si ?é 0, XAt restebornéet M Lg nel'est pas.

Par conséquent, les solutions bornées sontles } 1.

Point de méthode : la formule de Liouville donne le wronskien sans connaitre <75 ; une seule

intégration suffit alors pour obtenir la seconde solution.

Corrigé de I'exercice 8 : Abaissement de I'ordre par

changement de fonction

1. Pour 1 =t : (1+4t2)-0—2¢+ 2¢ = 0. C'est donc une solution de (H).

2. Avec v =tz,ona ' =z+tz' et /N =22z 4+ z. Enreportant,

(1+t2)(2z’+tz”)—2t(z+tz’)+2tz:t(1+t2)z”+2z"

Les termes en . disparaissent, comme prévu. Ainsi, 1w — z/ vérifie
2 2 _dt
A — —a 4
t(l4+té)w/ +2w=0.0r i) =t~ It
1—|— 1 D
w= Kexp(-2Int+In(l+12)) = 7 = = K (1 + t_g) . En intégrant,

z = I{(t—%)-p}},puis z =K (t2-1)+ Dt.onretient ,(t) = t2—1.

T Donc

3. Onvérifie g sur R : 2(1 4 ¢2) — 422 + 2(¢2 — 1) = 0. Le coefficient 1 4 2 ne
s'annule pas, donc I'espace des solutions sur [ est de dimension 2. Enfin,
W =t-2t—(t2-1) = t2+1 ?é 0. Par conséquent, (£, T5) est une base sur R.

2_ 2
glt) =1+ t2 | Les formules donnent 3/ — —(t 11—?—[1;— ) = 1—td et

4. On normalise :
12 . . s
bt pu= - La solution particuliere vaut
4

2 3
IZM:ﬁOnprend }sz_%e
o SR S ) . t‘l- t;? 1 9 1 . tr 1
_|_ 2 Comme 7,= E(t -1+ 5 ON peut aussi garder 5153
+ % +1 = % 4+ 2¢2 41 .Finalement,

-7 +7-3=%
- Verifions-la: (1 + 12) N T T T
(AW € R2.

4
o) = F 5 F At +u(2-1),



corriaé de I ice 9 : Variation d tantes et fiti

initiale

1. Lesysteme s'écrit X cost + pu/sint = 0 et —X sint 4w/ cost = tant.Son
L
déterminant est le wronskien cos2 # +sin?¢ = 1. Ainsi, 3 = _ginttant — _Scl_;ls tt
et uf =costtant =sint.

2.Sur I, 14sint>0 et cost>0.Ladérivéede In(l+sint)—Infcost) vaut

cos t +51nt_c052t+sint+sin2t_ 1 .
1 +sint " cost (1 +sint)cost —cost
. — cos? : 1 +sin i
Ensuite, )/ = —1“:”% = cost — ﬁ -Onprenddonc X = sin ¢ — ln(l—;il? t)
et 4 = —co3 1. La solution particuliére vaut  } cos ¢ —|—,usir?t = —costl 1—1—0351?t
Par conséquent, x(t) = arcost + Ssint — cost ln(l—,;%m) :

3. En 0, le logarithme est nul, donc :E{D:l = o = 0. Ensuite, la dérivée du dernier terme vaut

sin tln(l-&%”) o f - 1 — -+ soit —1en 0.Donc z/{0) = f—1=0.Ainsi,

:r:{t:l —3gint —cost ln( ) Quand f — W/E , on écrit

Cos i ln( %) = cos £ In(1 4 sin ) — cos ¢ In(cos ¢) - Les deux termes tendent vers

0,car wlnw — 0 en gt .Donc =(t) — 1.

La figure ci-dessous représente cette solution. Elle est tres plate en [ : en effet,
z(0) = tan0 —z(0) = 0 et ={0) = 1,donc x(t) ~ t3 /6.
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1.0 -

x(t) =sint — cos tIn (Ltsint)

-==: sint

/2

~

Corrigé de l'exercice 10 : Formule intégrale et résonance

1. Labase (cos, sin) a pour wronskien 1. La variation des constantes donne
t

M= —sin(t) f(t) et w/ = cos(t) f(£).On choisit A(t) = —f sin(s) f(s) ds et

0
t

p(t) = fgos{s} f(s) ds,declasse 1 car { est continue. Alors

0
t t
z(t) = / (sintcoss—costsins) f(s) ds = /Sin(t —s) f(s) ds.
0 0

De plus, ={0) = 0. Par construction, =/ = —XAsin + g cos,donc =/(0) = p(0) = 0.
Par unicité du théoréme de Cauchy linéaire, c'est I'unique solution.

2. Pour f = cog, on linéarise : sin{t — 5} cog s — % sin t 4+ sin(t — 25} ) . Ainsi,

(
=%sint+%l(cost—cost),

T+

z(t) = §sint +%[cos(t — 25) |



. t .
Donc x{t) = %sm t.En tp = %—I— 2k, z(ty) = Ek —+ oo - Par conséquent, la
solution n'est pas bornée : c'est le phénomene de résonance, car la pulsation de I'excitation est
celle de l'oscillateur.

Comme le montre la figure ci-dessous, I'amplitude croit linéairement entre les enveloppes = t/E
, alors que I'excitation reste bornée.

157 — x(t) = £sint e
---- enveloppes +t/2 ‘__.-»"""
10 91 —— excitation cost - -
5¢ =7
01 =<
-5
—10 -
_15 4
0 5 10 15 20 25 30
t

3. Soit t € [0,7].Pour s €[0,f],ona 0 <¢t—s <, donc sin(t —s) > 0.Deplus,
fls) > 0. L'intégrande est positive et les bornes sont dans I'ordre croissant. Donc  z () = O
sur [0, 7].

Corrigé de I'exercice 11 : Solutions développables en série

entiere

1. Sur ]—R, R[, on dérive terme & terme. Le coefficient de ¢k dans (1 + ¢2) o/ vaut
(k4+2)(k+1)a + k(k—1)a, Celuide 4t x/ vaut 4k o, etceluide 2z vaut
k42 k k
20 .0r k2 —k 44k +2 = (k+1)(k+2) . Par unicité du développement, on obtient
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(k+D)(k+2)(ag g +az) =0, soit Gpyp = 0.

2. Ainsi, g, = (-1)F Gg et Ggpiy = (-1)F a;.5i (ag )5 (0,0), les coefficients sont
bornés sans tendre vers (J :le rayon vaut donc 1 .Réciproquement, ces séries vérifient la

lﬁD + Cﬁl t d

_, e

récurrence, donc elles sont solutions sur ]—1, 1[ . Leur somme vaut ;p{t) = py

rayon 1.

3. Notons  u(t) = l—itz et v(t) = 1it2. Le membre de gauche de (H), appliqué a u,

est une fraction rationnelle définie sur R . Elle est nulle sur |—1,1[ , donc son numérateur a une
infinité de racines. Par conséquent, elle est nulle sur [, et de méme pour u. Ensuite,
w(0) =1, w/({0) =0, v{0) =0et v/(0) =1,donc W(0) =1.Comme 1+ ¢2 ne
s'annule pas, |'espace des solutions sur R est de dimension 2. Ainsi, (u, U} est une base sur
[ .

4. Ona ({1_|_13 $:|f:2ia:—|—{l—|—t2}$"pl“5
((1 _|_12:,$~)f = 2z + 4t =/ 4 (1 4 12) £/ . Donc (H') équivaut a
((+3)5) 0. cosasie (14)s = attf onrerone z = 2512

Le rayon fini s'explique par les poles complexes - z, alors que les solutions sont définies sur [ .

Corrigé de I'exercice 12 : Série entiere et raccordement en 0

1. Soit & = Z'ﬁ‘k tk de rayon F > (0. Le coefficientde +% dans 4 ¢ x£// vaut
4(k+0)k ag q, etceluide 2z/ vaur 2 (k+1) 'ﬁ’k+1 L'équation donne donc

g
(k+1){4k + 2) Gpyy = O, soit ay g = (Ek-l-ﬁ]l[%-i-l] Par récurrence, a; = ok
L Uy 07 £ d donc I infini. L
e rapport Ta | T @@ tend vers (1, donc le rayon est infini. Les

solutions développables sont donc les @q f ,avec f(t) = Z o

2. Pour £>0, tk = (vE)2% ,donc f(t) = ch/T.Pour t<0, tk = (—1)F (v=F)%,
donc f(t) = cosv—%.

3. Sur |0, +oo[ , posons v = Vi, avec wul/ = ;—u .Pour £ = sh w, on obtient

_chwu "o sh _chu
= 5 et x/l = 4 Llh e . Alors
4t + 92! —x = sh o— = Ch ¥ _ gh w = 0. Ensuite, le wronskien de

(ch u,sh w) vaut w/ (ch?u — sh2 @) = %',- +# 0. Comme I'équation se normalise sur



|0, 4+o0[ , les solutions y sont les A chvZ + B shyT.Le méme calcul avec w = V=%
montre que sin/—% est solution, et le wronskien de (cos u, sin w} vaut w/ = —ﬁ £0.
Sur ]—oo, 0] , les solutions sont les ' cosV—% + I sinv—¢ .

4. Soit & une solution sur [ . Par restriction, elle a les formes précédentes de chaque c6té. La

continuité en 0 donne x(0) = A = C .Ensuite, g = =z — A f estdérivableen 0,

nulleen 0,etvaut B shvf pour £>=>0.0r ShT‘E r % — +oo quand ¢ —s QT . Donc

B = 0,etdeméme I = 0.Réciproqguement, A f est somme d'une série entiére de
rayon infini, donc de classe (° , et elle vérifie (H ) sur R.Par conséquent, les solutions
sur [ sontles A f , et leur ensemble est de dimension 1.

La figure ci-dessous montre f qui oscille pour t < 0 etcroft pour ¥ =0 .Lasolution zhvF
part au contraire de [0 avec une tangente verticale, ce qui interdit tout raccord.

—— t=0:cosV—t
44— t=0:ch't

—-—-- shyt, non dérivable en 0

ST N

_60 -50 —40 -30 -20 —10 0 10

Corrigé de I'exercice 13 : Raccordements a l'ordre 1

1. sur ]0, 4oo[ , laforme résolue est =/ —F = t . Les solutions homogenes sont les C £, et
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+2 est solution particuliere: ¢ .9% — 2 — +2.Donc = = #4 + Cq t, etde méme
T =124+ Cqytsur ]—-o0,0[ .Soit & unesolutionsur R.Parcontinuité, z(0) = 0.
— =(0)

Ensuite, () .

impose donc  &'{ = C'g. Enfin, I'équationen 0 s'écrit 0 — 0 = 0. Ainsi, les solutions sont
les {2 4+ (¢ : espace affine de dimension 1.

=t 4+ C, tendvers €1 adgaucheet Cy adroite. La dérivabilité

2. Sur chaque demi-droite, les solutions homogénes sont les ¢ ¢4, et 3 est solution :
3#3 —9¢3 — $3.Donc x = t3 4+ Cyt? pour t<0 et © = £3 4 Cnpt? pour

t>0,avec x(0) = O par continuité. Le taux @ = 42 4+ ;¢ tendvers O des deux

cotés: « estdérivableen 0,avec x/(0) = 0. De plus, I'équation est vérifiée en O . Par
conséquent, les solutions dépendent de deux constantes indépendantes : dimension 2.

N 2 . 2 2
3. Les solutions homogenes sont les t% , et % est solution : % + % — ¢2 . Donc
2 Oy Ak Co ,
r = %4- t—; de chaque c6té. Une limite finieen [ impose €1 = C'q = 0,
r

Réciproquement, vérifie I'équation sur [E . Ainsi, il existe une unique solution, % :

4
dimension 0.

Point de méthode : on écrit toujours deux constantes indépendantes, une par intervalle, avant d'étudier
le recollement.

Corrigé de I'exercice 14 : Raccordements a l'ordre 2

1. Pour & — t" avec £>0,onobtient (r(r—1)—4r +6)t" = (r —2)(r —3)t".Donc
+2 et 3 sont solutions. Leur wronskien vaut 2 -3%2 — $3 . 2¢ = ¢4 ?é 0. L'équation se
normalise sur |0, +0o[ , donc les solutions y sont les g £2 + § £3 . Les mémes calculs,
valables pour ¢ < 0, donnent ¢ 2 4 4¢3 sur |—oo,0] .

2. Soit x une solution sur R . Par continuit¢, x(0) = 0.Ensuite, =/(t) vaut 2at + 3bt2 a
droite et 2¢t + 3dt2 a gauche. Le taux @ tend vers 0, donc «/(0) = 0. Puis

) —
M tend vers 2g adroite et 2¢ agauche. Ainsi, I est deux fois dérivable en

si et seulementsi @ = ¢ . Enfin, I'équationen 0 seréduitd 6 ={0) = O, qui est vérifiée. Par
conséquent, les solutions sur [£ forment un espace de dimension 3, de parametres @, §

et 4.

La figure ci-dessous montre trois solutions de méme partie 2, mais de parties cubiques



différentes a gauche et a droite. Elles ont toutes la méme tangente horizontale et la méme dérivée
secondeen 0.

3. Toute solution vérifie =(0) = =/(0) = 0.Si (&, 8)5 (0,0}, il n'y a aucune solution. Si
o = 8 = 0,ily en a une infinité, formant un espace de dimension 3. Il n'y a aucune

contradiction : le théoréme de Cauchy linéaire exige une équation normalisée a coefficients
4

continus. Or la division par ¢2 fait apparaitre -7 et t% , qui ne sont pas définisen 0.

Corrigé de I'exercice 15 : Equation d'Euler et changement de

variable

1. Comme In estune bijection (°° de ]0, +oo[ sur R, < estdeux fois dérivable si et
seulement si Y l'est et z(t) = y(Int).Ondérive: 5/(3) = CUC.R

t

. Donc
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t2x(t) +t ! (t) +x(t) =y (Int) + y(In t).
Par conséquent, & est solutionde () sur 0, 400 si et seulement si
y''+y =0 sur R.

.Ona y = Acos+ Bsin.Donc,sur [0, +oo], z(t) = A cos(lnt)+ Bsin(ln t).
Pour <0, z(t) = y{ln(—t)). La dérivée de In{—1) vaut % , donc les mémes calculs
s'appliquent. Ainsi, sur |—o0,0[ , z(t) = C cos(In [¢|) + D sin(ln |¢]).

. Soit & une solution sur [£. Elle est continueen 0, donc :r:{t:l aune limite quand # — Q7T .
Autrement dit, y(u) = A cosu + Bsinu aunelimitequand u — —00.0r ¥ est 27
-périodique : elle est donc constante. Comme /! 4+ 1 = 0, cette constante est nulle, d'ou

A =8B =10.Deméme, C = I = 0.Enfin, la fonction nulle convient. Par conséquent, la
seule solution sur [& est la fonction nulle.

La figure ci-dessous, en échelle logarithmique, montre pourquoi : les solutions oscillent indéfiniment
quand ¢ —s 07T, sans jamais se stabiliser.

1.5

— cos(Int) —— 1sin(Int)

1.0 -

0.5 1

—0.5 1

—1.0 1

1077 10°% 10™> 10™* 103 1072 107! 10°
t (échelle logarithmique, t-0™* vers la gauche)



Corrigé de I'exercice 16 : Systeme a matrice antisymétrique

1. Ona |X|¢ = X7 X .Endérivant,
(XTx) = xTATx + XxTAXx = xT (AT 4+ A)x =0, car AT = A,
Donc |X{t}|2 est constante.

2. Le méme caleul donne ( X7 X, ) = X7 (AT 4 4) X; = 0. Ainsi,
x, )7 X () = x, 07 X ;(0) = 845 . Les colonnes de  F(t) forment donc une famille
orthonormée. Par conséquent, R(t) € Qfn) .

3. Lafonction t — det R(f) est continue, & valeurs dans {1, 1}, sur l'intervalle R. Elle est
donc constante, et det R({0) = det I, = 1.Donc det R(t) = 1.0r det R(t) estle
wronskien de (Xl, S Xﬂ} dans la base canonique. Il ne s'annule pas, ce qui confirme que
ces solutions forment une base.

4. Posons Q(t) = (cosf —sinf sinvd cosf ), avec 8 = 6(t). Alors
Q' = w(t) ([EC_GEE)I;?]S _—g?r?g ) . Or ce produit est exactement A(%) Q%) . De plus,
Q{D} = 1. Chaque colonne de €} résout donc le méme probléme de Cauchy que la colonne
de R correspondante. Par unicit¢, F(t) est la rotation d'angle &(t) .

Corrigé de I'exercice 17 : Equation d'Airy

1. L'équation est normalisée, de coefficient # — —% continu. D'aprés le théoreme de Cauchy
linéaire, I'espace des solutions sur [ est de dimension 2.

— k — k
2. Ona ol = kgﬂ (k+2) (k+1) Opqg? et tr = kz::;l g1t . Par unicité du

développement, le coefficient constant donne 2 Oo = g, Enthe, pour k > 1,
(k+2)(k+1) oy g = az_;.Enremplacant & par k -+ 1,on obtient
l
_ ok o 3
Gpyq = 13 (k+2) ° En particulier, tous les  “3n+42 sont nuls.

3. Pour ¥, seuls les '5“319 sont non nuls, et ils sont strictement positifs. Pour ?é 0, le rapport de
¢
(3p+3)(3p+2)
rayon est infini. Le méme argument vaut pour 1. Une série entiére se dérive terme & terme sur

deux termes consécutifs vaut —s () . La série converge donc pour tout £ :le
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son disque de convergence. La récurrence garantit alors que ¥ et Y1 sont solutions sur [.

4. Ona y,:,'@' =1, yﬁ,(ﬂ} =0, yl{D} = 0 et y{('ﬂ} =1, donc W{0) = 1.L'¢quation ne
contient pas de termeen x/,donc T estconstant: W = 1. Ainsi, (yD, yl) est une
base. Par conséquent, toute solution est développable en série entiere de rayon infini.

5. Pour t > 0, tous les termes de yg{t} sont positifs. On garde les deux premiers: Gy = 1 et

3
ﬁ:%.Donc ym(t}:_:=1+%,et yD{t)—>—|—00 en oo,

G

Corrigé de I'exercice 18 : Théoreme de séparation de Sturm

1. L'équation n'a pas de terme en x/. Par la formule de Liouville, 1%/ = . De plus, l:fl?l, :t?gjl
est une base, donc W ne s'annule pas. Ainsi, ¥ est une constante non nulle.

2. Si ©(tg) = /(tg) = 0, l'unicité donne = = 0.Donc =/(tg)# 0. Ensuite,
z(t)

r—1ip

0 < |t — tg| € % .Parconséquent, = ne s'annule pas sur [ty — 7, tg + 7] privé de %

— ;pf(t[j} ?é 0. Il existe donc 7 == 0 tel que ce quotient soit non nul pour

3.0na W = Wio) = z(a) zh(0) — z4(0) z{() = —z4(0) z{(e). Comme W £0,
Tq(@) # 0.Deméme, z,(B)+ 0.

4, Supposons que <17 ne s'annule pas sur ]C'{, ,3[ . D'aprés la question précédente, <19 ne

s'annule pas sur [o, B]. Lafonction A = x; /&4 yestdoncdeclasse (1, avec
h{o) = h() = 0 . Le théoreme de Rolle fournit ¢ € Ja, B[ telque A'(c) = 0.o0r
{o /

Bl — %;% — _E—E £ 0. Clest absurde. Donc ¥ s'annule sur Ja, [ .

5. D'abord, %75 n'a qu'un nombre fini de zéros dans [e, 3]. Sinon, par le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, ils s'accumuleraient en un point  #¥, zéro de <5 par continuité, mais non isolé : cela
contredit la question 2. Supposons alors que <7 ait deux zéros dans ]O{, ﬁ[ , et prenons-en deux
consécutifs -y < & . La base {:r:g, $1:l a pour wronskien —W' ?é 0. Les questions 3 et 4,
appliquées en échangeant les roles, montrent que ¥1 s'annule sur |y, 8[ C e, B[ . Cela
contredit le fait que @ et [ sont consécutifs. Ainsi, T3 s'annule exactement une fois entre

deux zéros consécutifs de <.



Point de méthode : le quotient Ty / T4 a pour dérivée -W / :r:% , de signe constant ; c'est |'outil
clé pour comparer les zéros de deux solutions.

Corrigé de I'exercice 19 : Equation a coefficient périodique

1. Posons y(t) = z(t +T'). Alors
ylt) ="t +T) = —qt +T)z(t +T) = —q(t) y(t) , par périodicité de ¢ . Donc
y € 5. L'application & est clairement linéaire. Si #{x) = 0, alors z(t +T) = 0 pour
tout #,donc & = 0.Ainsi, <& estinjective, etcomme dim S = 2, & estun
automorphisme de 5 .

2. Toute ¥ € 5 s'écrit y = y(D] T+ y*’{D} T . En effet, les deux membres résolvent le
méme probléme de Cauchy en 0. Appliquons cecia F(zq) : F(x)(0) = z;(T) et
9!7(:1:1};([]) = z{(T) .Donc #(zy) = =(T) z{ + £{(T) x4, et de méme pour T3.
On obtient ainsi la matrice A4 annoncée. Son déterminant vaut W {T') . Or I'équation n'a
pasdetermeen x/,donc W{T) = W{0) = 1.Parconséquent, det Af = 1.

3. Notons 7 = z;(T) + ﬂ?E{T) — tr M . Le polynéme caractéristique de I est
}12 — 7 A 41, dediscriminant 74— 4= 0.l adonc deux racines réelles distinctes de produit
1 :l'une vérifie |A|>1.Soit = € S un vecteur propre associé. Alors #(z) = A x, cC'est-
adire z(t+T) = Ax(t). Prenons tg telque x(tg) 3 0. Par récurrence,
le(tg + £T)| = |}'~l|k |z(tg)| — +oo.Donc = n'est pas bornée sur R .

4. Pour g = %,ona ;nl(t} = cos% et ;pg{t} = 3 sin% .En T = 24, on obtient
z@m) = ~1, $i(ﬁﬂ} — _% sinr = 0, To(2m) = 0 et d:‘é{ﬁﬂ'jl = cosm = —1.
Donc M = —Ig. Ainsi, toute solution vérifie z{t + 2m) = —=z(t) : elle est antipériodique,
donc 4qr -périodique. Ici 7 = —2 , cas limite ou la question 3 ne s'applique pas.

Corrigé de l'exercice 20 : Probleme, étude compléete d'une

équation singuliere

Partie A.
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1. Soit © = Z a0y tk de rayon R =0 .Le coefficientde ¢k dans ¢ x// vaut
(k+1) & Gp,q,celuide 2z vaut 2 (k+1) Gy q1,etceluide tx vaut %g_1 pour
k > 1.Pour k = 0,onobtient 2a; = 0.Pour k > 1, on obtient
(k+1)(k+2)ag ;= ag_;.Donc les coefficients impairs sont nuls. De plus,

= M dou an = 0 Le rapport |t|2 tend vers 01, doncle
“p = o) (2p+D) 20 = Qe+l PP By p+e) '
+
rayon est infini. Enfin, pour t?‘é a, tfp{j} = Z(E Ty donc (P{f:, — Sh_t , avec
p(0) =1,

Partie B.

2. Posons ¥ =tz . Aors v/ = x4tz et vy =2z 4+%x Donc
to/ + 2z —tx = y/ —y.Parconséquent, T estsolutionde (F) sur I siet
seulementsi y// =y Ainsi, y = A cht+Bshtet z(t) = Acht+Bsht

t
3. Notons 5 = sh tet ¢ =ch¢.0na :E‘i = E—f—z et $5 = %—ﬁ.Ainsi,
W=5S(s_<c\_¢c(¢c_s\=—si=c?_ _1.
— tit +2 t\ ¢ T +2 — +2
Sous forme resolue a{ } = %,et Liouville annonce W' = _% W .Or
w'! = f I ( %) la formule est vérifiée.

Partie C.

4. Onnormalise (F) :le second membre devient g = 1. Les formules donnent

/ i 1 9
A= — = t ch £ et Juf =7 = —+ gh + . Parintégration par parties, on prend
b=tsht—chtet w=sht—1%tcht.Alors
htcht hitsht
Az, + pwy=sh?y—ShEEE L CRESME _ ch2y =
On obtient donc la solution particuliere constante —1. On pouvait la deviner : pour = = —1,
t-040—-¢-(-1) =t
5. Soit & une solution sur R.Sur ]0, +oco[, = 142t A cht Ch £ + B (t) etsur



]—00,0[, 2 = -1+ % + D p(t) . La continuité en 0 exige une limite finie. Or

%‘5_; +oo et @ = 1.Donc A = C = 0.Ensuite, les limites —1 + B et —1 + [

coincident, donc B = 1. Réciproquement, —1 + B @ estdeclasse ¢*°° sur R,car ¥
est somme d'une série entiére de rayon infini. Elle vérifie () sur R, puisque % vérifie (H )

par construction. Ainsi, les solutions sur [ sontles —1 4+ B 51-1‘:—1: , Bec.
1 J— _ [ 2 Sh t 7
La condition x(0) = 1 donne B = 2, d'ou o(t) = -1+ == prolongée par 1 en O.

En revanche, % est paire, donc $’(D:l = 8 fp*’{[]} — 0 pour toute solution. Par conséquent,
aucune solution sur R ne vérifie z/(0) = 1. Dilleurs, I'équationen ¢ = 0 se réduit &
2z/(0)=0.

Point de méthode : reconnaitre une dérivée exacte, ici {t ;p)” , ramene |'équation a coefficients

variables a une équation a coefficients constants.
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