Exercices de maths en L3

Equations différentielles

On considére le probléme de Cauchy y/ = sin{ty) + ¢, w({0) = 1.

1. Justifier que ce probleme admet une unique solution maximale.

2. Soit " = 0 . Montrer que f{t, y:l = sin{ty} + % est T -lipschitzienne par rapporta ¥ sur
[—T, T] x [,

3. En déduire que la solution maximale est définie sur [k .

y
4. Montrer que, pourtout t > 0, y(£) > 1 —¢ _|_%, puisque (t)>0 pourtout ¢ > 0.

Exercice 2 : Une équation sans unicité

On étudie I'équation scalaire / = 3|y|2f3 sur R.

1. Vérifier que, pour tout réel ¢, la fonction ¢ — (¢ — 5)3 est solution sur [R.

2. Soient b < 0 < a . Montrer que la fonction égale & (¢ — b}g sur ]—oo,b],a 0 sur [b,a]
etd (t— a}g sur [@, +oo[ estune solution de classe (1 du probleme (0} = 0.
Conclure.

2/3

3. Montrer que giy — 3|y| n'est lipschitzienne sur aucun voisinage de [ . Pourquoi le

théoreme de Cauchy-Lipschitz ne s'applique-t-il pas ?
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4. On impose maintenant y(0) = 1. Déterminer la solution sur |—1, +co[ et justifier qu'elle y est
unique. Est-elle unique sur [K ?

Exercice 3 : Itérations de Picard

r
On considere le probleme y/ = 2%y, y(0) = 1, etl'opérateur F(p)(t) = 1 + f 23 fs) ds.
0

Onpose ¥y = 1 et Pri1 = ‘f“':@f-’k:'-

1. Calculer #1, %5 et %3,

Eind

£

|
3=0 7

2. Montrer par récurrence que '-'Pk':ﬁ:' =

3. En déduire la solution du probleme et vérifier le résultat par une résolution directe.

4. Montrer que, pour |i| <1, |Et2 - ‘F’k{tﬂ < (k—T—l}!'

Dans tout I'exercice, 1 est une fonction continue et positive sur [0, +oof .

t
1. Onsuppose u(t) < 2+ 3 f u(s) ds pourtout £ = 0. Majorer u(t).
0
t

2. Onsuppose w(t) <1+ fs u(s) ds pourtout £ > 0. Majorer u(t).
0



by
3. Soit &k >>0.0Onsuppose wu(t) < k f u(s) ds pourtout £ > 0. Montrerque u = 0.
0

4. Soit @ continuesur R avec |a(t)| < 2,et ¥ unesolutionde v/ = a(t)y.Montrer que
|y{t}| < |y':[j:'| g2t pour t = 0.

Exercice 5 : Démonstration du lemme de Gronwall

Soient tg<b, uet [ continuessur [fg,b[ avec > 0,et a unréel.

t t
1. Onsuppose u(t) < a + f B(s) u(s) ds sur [%g,b] .Onpose wu(t) = a + f B u et
. tn ip

B(t) = f {3 . Etudier le signe de la dérivée de y e—EB et démontrerque u < a eB5.
to

t
2. On suppose maintenant w(t) < alt) + f B(s) uls) ds, ot o est continue et croissante.
to
Montrer que u{t) < g(ﬁ} EB'&:‘ .

t
3. Application : si u est continue sur [0, +-cof et w(t) < ¢+ f u(s) ds , montrer que
0

u(t) < tet.

4. Montrer que la majoration de la question 1 est optimale : on vérifiera que 1, = g 5 satisfait
I'hnypothese avec égalité.

Soit f:R xR — R continueet L -lipschitzienne par rapporta ¥.
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1. Soient ¥ et z deuxsolutionsde 1w/ = f(f, ¥} sur R.Montrer que
ly(t) — 2(£)] < |y(0) — 2(0)] eI pour tout réel .

2. Soient ¥ et z lessolutionsde %/ = cosy tellesque w(0) = 0 et =z(0) = 0,01,
Majorer |y(1) — z(1)| .

3. Montrer que la majoration de la question 1 est optimale en étudiant 4/ = L v .

4. En déduire que, pour t fixé, l'application ¥, —* y{t) , qui a une condition initiale en [ associe
la valeuren 1 de la solution, est lipschitzienne.

Exercice 7 : Explosion en temps fini

On étudie I'équation 1/ = 1 + 2.

1. Justifier que, pour tout {tg, yﬂ) € R2 , le probléme de Cauchy associé admet une unique
solution maximale.

2. Déterminer la solution maximale telle que (0) = O, avec son intervalle de définition.

3. Soit ¥ une solution maximale quelconque. Montrer que © — arctan y{t) — t est constante,
puis que l'intervalle de définition de ¥ est de longueur .

4. En déduire qu'aucune solution de cette équation n'est globale, et expliquer ce résultat a I'aide du
théoreme des bouts.

Exercice 8 : Solution globale par majoration a priori

Soit Y¥g € R .0on considere le probleme v/ = —y3 +sint, y(0) = Yg et sa solution
maximale ¥ définie sur o, w| .

1. Justifier I'existence et I'unicité de .



2. Montrer que @E}" < 0 entout pointou |y(E)| = 1.
3. Onpose M = maXﬂyDL 1). Montrer que |y(t)| < M pourtout t € [0, w.

4. En déduire que w = oo,

Exercice 9 : Etude qualitative de I'équation logistique

On étudie v/ = y{l - y} avec y(ﬂ) = ¥y € ]D, 1[ , sans chercher d'abord a la résoudre. La figure
représente le champ de directions de I'équation et ses deux solutions constantes.
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1. Justifier I'existence d'une unique solution maximale ¥, définie sur Jor, w .
2. Montrerque 0 < y(t) <1 pourtout t € Jor,w].
3. En déduire que ¥ est définie sur [{.

4. Montrer que ¥ est strictement croissante, puis déterminer ses limites en 4o eten —oo .
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1
s Yp® . (s
5. Vérifier que y(t) = Y D+ — et retrouver les résultats précédents.
0™ Yo

On considére le probleme v/ = t2 4+ 42, y(0) = 0, et sa solution maximale ¥ définie sur
]CE, tu[. On ne sait pas exprimer 4 a l'aide des fonctions usuelles.

1

. Justifier I'existence et l'unicité de Y.

N

. Montrerque z:t — —y(—t) estaussi solution du probléme. En déduire que & = —utJ et
que Y estimpaire.

w

. Montrer que ¥ est strictement croissante et que () > £3/3 pour t € [0, w].

4. Onsuppose w > 1.Montrerque arctany(t) > ¢t —1 pour t € [1,w[, puis que
w<lts,

o

. Conclure que w est fini, puis que y(t) — +oo quand £ — w.

Sur I = ]0,4oo[, on considére I'équation t2 y// — 2t y/ + 2y = 0.

1. Ecrire I'équation sous la forme d'un systtme X'/ = A{t} X avec X = l:y, y’} . Pourquoi
les solutions sont-elles définies sur I ?

2. Vérifierque t et ¢2 sont solutions et calculer leur wronskien. Retrouver ce résultat par la
formule de Liouville.

3. Calculer la résolvante F(%, 5) du systéme et vérifier que F(s, s) = Iq.

4. Résoudre, par la méthode de variation des constantes, I'équation 2 y// — 2t 4/ 4+ 2y = 13 sur



Onpose A = ([\ra;r?] é%ﬁ ,}) :

1. Diagonaliser A etcalculer gt& pourtoutréel % .
2. Résoudre le systtme z/ = x + 2y, v/ = 2z + vy avec z(0) =1et y(0) =0.

3. L'origine est-elle un équilibre stable ? Déterminer les conditions initiales pour lesquelles la solution
tendvers (0,0) en oo,

1. Soit J = (["‘-,Ia,a,j.?'?] ? ‘g;:[j_l ) . Calculer J2, puis gtJ al'aide de la série exponentielle.

2 10
2. Soit A = (8 2[] %) . Calculer gt , puislasolutionde X' — A X telle que
0,0

3. Soit B = ([l"-,la,a,j.?'?] ii&&i 1 ) . Déterminer la décomposition de Dunford de B , calculer
et B et vérifier que det etB = el tr 5.
4. Soient P = ([l"-,ll'a,j.?'?] 8 g é ,}) et Q@ = ([Hrajr?]l[jg;g ,}) .Calculer &P, & et

e+ @ Comparer F+& et P4,
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On considére le systtme =/ = z 4+ vy, v/ = —z +y +et,avec =(0) = y({0) =0.

1. Ecrire le systéme sous la forme X' = AX + B(t} et calculer et4 , en remarquant que
A=1Iy4+ K avec K?=-1Iy.

2. Résoudre le systeme par la formule de variation des constantes.
3. Vérifier le résultat en reportant dans le systeme.

4. Décrire I'allure de la trajectoire pour £ € [0, 2] .

Soit a € R .Onétudie X' = A, X avec A, = ([Haa;r?] 21 &}a),et on munit [R2 dela

norme euclidienne.

1. Calculer les valeurs propres complexes de A .

2. Montrer que, pour toute solution X, % |X{t}|g = 2a |X{t)|2 .Endéduire | X ()| en
fonction de | X(0}| .

3. Discuter selon @ la stabilité de I'origine : stable, asymptotiquement stable ou instable.

4. Calculer ot4a et décrire les trajectoires dans chacun des cas.

On étudie le systéme autonome =/ =y, y/ = = —x3 —y.

1. Déterminer les points d'équilibre.



2. Calculer la matrice jacobienne en chacun d'eux et en déduire la nature et la stabilité de chaque
équilibre.

2
3. On pose E(Ijj y:, — % — 5‘72—9‘ + %} . Calculer la dérivée de Fi le long d'une solution.

4. En déduire que toute solution maximale est définie sur [0, o0 .

Exercice 17 : Modele proies-prédateurs

On étudie le systtme =/ = z{l —vy), v/ = y{z —1),0u = et ¥ représentent des populations
de proies et de prédateurs. La figure donne le champ de vecteurs dans le quart de plan positif.
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. Justifier I'existence et 'unicité des solutions maximales, puis déterminer les équilibres.

. Déterminer les solutions telles que z(U) = 0, puis celles telles que u{0) = 0. En déduire que
si. z(0)>0 et y({0) >0, alors =(t)>0 et y(t)>0 pourtout t.

. Montrer que H{:t?, y:l = z —Inz 4+ v — In ¥ estune intégrale premiére sur ]D, —|-r:,.::.[2 .
. Montrer que les solutions issues du quart de plan ouvert sont définies sur [k .

. Etudier la linéarisation en (0, 0) eten (1,1}.Que peut-on conclure ? Montrer, & l'aide de I,
que (1,1) eststable.



Exercice 18 : Méthode d'Euler pour I'exponentielle

On applique la méthode d'Euler au probléme v/ = vy, w(0) = 1,sur [0, 1], avec le pas
h=1/N.

1. Montrer que y, = (1 +h)* pour 0< k<N,
2. Pour IV = 4, calculer Y13 ¥qp ¥ ¥a etl'erreur € — ¥4,
g

3. Montrerque Ypr 7" € quand N — +oo,etque € — Y, ™~ 357

4. Comparer avec la majoration générale I;IL’T" eLT — 1) du cours.

Exercice 19 : Convergence de la méthode d'Euler

Soit f:[tg,tp+ T]X R — R continueet L -lipschitzienneen %, avec L >0.Onnote ¥ la
solutionde ' = fl(t,v), (o) = Yy . que I'on suppose de classe (2 avec |y//| < M . On
note ¥ les valeurs données par la méthode d'Euler de pas A = T,/N et € = Iy(tk} - ykl .

L Montrer que  y(tg41) = y(ta) +h f(k y(tk) + g avec |r | < 2457 A2

o 2
2. En déduire que ¢, ;< (14 AL) Ek-—i'%'

3. Démontrer le lemme de Gronwall discret :si €5 = 0 et €r11 < gep+¢avec g>1,
k1
g

c = 0, alors Ekicﬁ'

4. Conclure que M3 e, < {ELT 1)

5. Application : pour v/ = —y + ¢, y{0) = 1,sur [0,1], vérifierque y(t) = ¢ —14 2e—¢
, puis trouver un pas h garantissant une erreur inférieure & 10—2 .
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Soient K = [c,d] unsegment, tg € K, y, € R™ et f:K x R™ — R" continueet L -
lipschitzienne par rapporta %¥,avec L >>0.Onnote F = C{H, Rﬂ:l.

—2Lt —1t
1. Montrer que N{y} = ; SEUI}{ € | o |y(t}| est une norme sur F!, équivalente a la

norme uniforme. En déduire que {E, IN') est complet.

t
2. Onpose (y)(t) = v, + f fls, y(s)) ds . Montrer que & envoie E dans E etque
tp
1
NE@(y) -2(z) <3Ny -2).

3. En déduire que le probleme de Cauchy admet une unique solution sur K& .

4. Pourquoi la norme uniforme ne suffit-elle pas en général ? Montrer que < est contractante pour la
norme uniforme lorsque L{d —¢) < 1.

5. Soit f continuesur R x R™ , lipschitzienne en ¥ sur chaque [—m, m] x R™ . Montrer que
le probleme de Cauchy admet une unique solution définie sur [ .

Exercice 21 : Formule de Liouville

Soit A:I — M,(R) continueet & une matrice fondamentale du systtme X’ = A(t) X ,
de colonnes ¥11-- ¥, .

1. Montrer que (det 45:';'&:' - il dEt(fF'l':t:': s A{t}@j(ﬂ: s fpﬂ(t:':' .
9=

2. Soit M € M, (R) . Montrer que (e s V) = Z det(vy, .., M Ygreem Un) et

¥
une forme 7.-linéaire alternée, puis qu'elle vaut tr{M} det{’ul, - *r_.'ﬂ:l ,

3. En déduire la formule de Liouville, puis I'égalité det etdd — gt tr M .



4. Onconsidere ty// —(t+1)y/ +y = Osur |0, 4oof . Vérifier que ¥;(t) = ¥ est
solution. A I'aide du wronskien, trouver toutes les solutions.

Un pendule de longueur # oscille dans un plan vertical, comme sur la figure. Aprés un choix d'unités,
l'angle 8() avec la verticale vérifie 8" 4+ sing = 0.

point d'attache
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Partie A : pendule simple.

1. Ecrire I'équation sous la forme d'un systtme X/ = F(X) avec X = (r,v) = (6,8').
Montrer que F' est lipschitzienne sur [R2 et en déduire que toutes les solutions maximales sont
définies sur [X.

2
2. Montrer que I'énergie E(Ijj y:, — % — cog ¢ estune intégrale premiére.

3. Déterminer les équilibres. Etudier la linéarisation en (0,0} eten (i, 0) . Que peut-on conclure
dans chaque cas ?

2 L P
4. Montrer que, pour |z| < 7 ,0ona 1—cosx > E;T% . En déduire que (0, 0) est un équilibre

stable. Est-il asymptotiquement stable ?

Partie B : pendule amorti. On ajoute un frottement : iy + y g’ +sinf = 0,avec y¥=>0.

1. Calculer la dérivée de E! le long d'une solution et interpréter.

2. Montrer que (0, 0) est asymptotiquement stable et que {m, 0} est instable.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.


https://mathovore.fr/equations-differentielles-cauchy-lipschitz-corrige-exercices-maths-l3

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : équations différentielles, cours de maths en L3

e A maitriser avant : Complétude, espaces de Banach et point fixe, Réduction de Jordan et
décomposition de Dunford

Chapitre précédent : Inversion locale, fonctions implicites et extrema liés

Chapitre suivant : Fonctions holomorphes et formule de Cauchy

Le méme theme en L1 : équations différentielles, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr/equations-differentielles-cauchy-lipschitz-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/completude-point-fixe-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/reduction-jordan-dunford-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/reduction-jordan-dunford-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/inversion-locale-fonctions-implicites-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/fonctions-holomorphes-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

