Cours de maths en L1

Equations différentielles

I. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de [ non vide et non réduit a un point. Les fonctions sont
avaleursdans [ =[F ou . Une équation différentielle relie une fonction inconnue ¥ a ses dérivées.
Ici, cette relation est linéaire en % et en ses dérivées. C'est pourquoi la théorie repose sur des outils
d'algebre linéaire trés simples.

1. Vocabulaire

Définition :

Soient @ et § deux fonctions continues sur I . On appelle équation différentielle linéaire du
premier ordre I'équation

(F) y'+a(z) y=b(=)

Une solution de ('} sur I estunefonction f dérivablesur I telle que
f’{gg}+a(gg}f(g;] = b(gg} pour tout x € I.Lafonction b s'appelle le second membre.
L'équation homogéne associée est (H ) y'+a(zr)y=0.

Remarquez qu'une solution est automatiquement de classe (71 . En effet, f’ =b—af estcontinue
comme combinaison de fonctions continues. De plus, on dit que I'équation est résolue (ou normalisée)

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

lorsque le coefficient de  y/ vaut 1.

Une équation de la forme af(z)y/+8(x)y = ¥(z) neseraménea (E) qu'en divisant par
a(x) . Il faut donc travailler sur un intervalle o & ne s'annule pas. Par exemple, zy/—2y =10
se résout séparément sur  |0,+co| etsur ]—oo,0[ .

2. Structure de I'ensemble des solutions

Notons S z7 I'ensemble des solutionsde (H ) sur I et Sg celuide (E) . L'application
L:y— y/+ay estlinéaire de CL(I,K) dans CO{FK). Par conséquent, tout découle des
propriétés des applications linéaires.

Théoreme :

L'ensemble & gy =ker L est un sous-espace vectoriel de GI{I,[K} .Si ¥p estune solution
particuliére de  (E) , alors

SE:{yh : hES}H}

Autrement dit, & & est un sous-espace affine de direction &y .

Démonstration :

D'abord, L estlinéaire car la dérivation I'est. Son noyau & g est donc un sous-espace vectoriel.



Ensuite, soit ¥ dérivable sur I .Comme L{yp} =0, on a I'équivalence
L{y)=b & L{y-y,)=0.Ansi yESg sietseulementsi ¥—YpESH, cequiestle
résultat.

Retenez la phrase clé : solution générale = solution particuliere + solution générale de I'équation
homogeéne. On en déduit aussitot un principe tres utile en pratique.

Principe de superposition. Si %1 estsolutionde u/+ay =07 et ¥y solution de
y/+ay = by, alors, pour tous scalaires % et /4, lafonction A %1~ ¥q est solution de
y'tay=Abi+uby.

On cherche une solution de /4y = x+e~% . D'une part, yllii?:' = r—1 vérifie y{+y1 =T,
D'autre part, yg{:r} =re” % yérifie y*’2+yg =e" 7T ponc £—14xze T estsolution de
I'équation complete.

Il. Résolution de I'équation homogeéne

Le cas homogene se traite par une astuce élémentaire : on multiplie par un facteur exponentiel bien
choisi. Cette idée fournit a la fois I'existence et la description compléte des solutions.

Théoreme :

(H:I sur
Y/ +alz)y =0

Soit @ continuesur f et A uneprimitivede & sur [f.Lessolutions de
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T sont les fonctions

r— C e_A(I);, C ek

En particulier, & g5 est une droite vectorielle, engendrée par ¢—4 .

Démonstration :

La primitive .4 existe car @ est continue (théoréme fondamental de I'analyse). Soit % dérivable
sur I etposons z=1 e .Alors z estdérivable et

2 =(y'+ay)ed

Comme ¢4 nes'annule pas, Y estsolutionde () sietseulementsi z/=0 sur I.0r I
est un intervalle, donc cela équivaut a # constante. Finalement, ¥ est solution si et seulement si
y = Ce—# pourune constante ' .

Notez l'importance de I'hypothese « I intervalle ». En effet, une fonction de dérivée nulle sur une
réunion d'intervalles disjoints peut prendre une constante différente sur chaque morceau.

Résolvons y/+2zy=0 sur R.Ici a(r)=2z , donc A(zr)=z2 convient. Les solutions sont
les fonctions + — (Te—z?,avec CER.




Comme le montre la figure ci-dessous, les courbes de ces solutions suivent le champ des directions de
I'équation. De plus, elles ne se coupent jamais : deux solutions égales en un point sont égales partout.
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Corollaire :

Une solution de {H} qui s'annule en un point de I est la fonction nulle. Par conséquent, une
solution non nulle de {H) ne s'annule jamais, et elle garde un signe constant lorsqu'elle est réelle.

l1l. Solution particuliere et probleme de Cauchy

1. Méthode de variation de la constante

Il reste & trouver une solution particuliére de () . Parfois, une solution évidente existe (une constante,
un polynéme). Sinon, on dispose d'une méthode générale due a Lagrange. L'idée consiste a remplacer la
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constante ' par une fonction C(z).

Méthode :

Variation de la constante. On cherche une solution de la forme y{g;} = G{g;}e_ﬂ':ﬁj, avec
dérivable. Le calcul donne

y'+ay=C"(z) e~ A7)

Ainsi ¥ estsolutionde (E) siet seulement si f_’:’{;p) — b{g;}e*q'@:' . Il suffit donc de choisir pour
C une primitive de p g4,

Ce calcul prouve au passage que {E} posséde toujours des solutions. En effet, } £ est continue,
donc elle admet une primitive. On obtient ainsi une formule explicite de la solution générale :

y(z)=e A K+/ b(t) e dt), Kek

)

Résolvons /4% =z sur R. Les solutions homogénes sont C'e—% .0Onpose Y = CI::E“:IE_“T ,
d'ou C’{a:} — ze7 . Une intégration par parties donne C(x) = (r—1}e*+K . Par conséquent, la
solution générale est ylr)=z—-1+Ke %,




La figure ci-dessous représente plusieurs de ces solutions. Toutes se rapprochent de la droite ¥ ==z—1,
qui est elle-méme une solution. En rouge, on a tracé I'unique solution qui passe par le point {D ;1} :elle
corresponda K =2 .

5 LY \ A |
- -~ solution particuliere y=x—-1
- Solution telle que y(0)=1 (C=2)

2. Existence et unicité pour le probleme de Cauchy

Définition :

Soient Tp€ I et YyEK  Résoudre le probleme de Cauchy v/ +a(z)y =b(z),
y{a:c,} = Y, c'est trouver les solutions de (E) sur I quiprennentlavaleur ¥gen ¥p.la
condition y(i“[:]:l = Y s'appelle la condition initiale.

Théoreme :

Théoréme de Cauchy linéaire (premier ordre). Si @ et § sont continues sur I, alors pour
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tout Tt I ettout Yo €K | le probléme de Cauchy posséde une unique solution définie sur tout
I . Elle s'écrit

I
Existence. La fonction proposée est dérivable, car 4 et = —>be*‘4 le sont. D'apres la méthode
I

de variation de la constante, elle vérifie  (F) . Enfin, Al:ﬂ?,j} =0, doncellevaut ¥g en Tp.

Unicité. Soient %1 et Y5 deux solutions du probléme. Leur différence h= %1~ Y45 estsolution
de {H} d'aprés la structure affine. De plus, h(ﬂi‘g} — 0. Par le corollaire de la partie Il, f est
nulle, donc ¥1=¥q.

Géométriquement, par chaque point de la bande Ix [ passe exactement une courbe intégrale. Par
conséquent, deux courbes intégrales distinctes ne se rencontrent jamais.

Méthode :

Pour résoudre un probleme de Cauchy du premier ordre :

1. normaliser I'équation sur un intervalle ou le coefficient de %/ ne s'annule pas ;

2. résoudre I'équation homogene avec une primitive 4 de & ;




3. trouver une solution particuliere (évidente, ou par variation de la constante) ;

4. écrire la solution générale, puis déterminer la constante grace a la condition initiale.

IV. Equations du second ordre a coefficients constants

1. L'équation homogene et son équation caractéristique

On considére maintenant des constantes @,b €[{ et une fonction § continue sur I . On étudie
I'équation

(E9) y"+ay'+by=f(z),

(H3)
/' +ay’+by =0
y— y/'+ay’4+by estlinéaire. Donc SHE est un sous-espace vectoriel, SEZ est un sous-espace
affine, et le principe de superposition reste valable.

L'équation caractéristique de {Hg} est I'équation r24gr+b=0, dinconnue rcC .Elle
vient du calcul suivant : pour tout €T , lafonction = — e”* estsolution de (Fp) siet
seulementsi ri4gr+b=0.

et son équation homogene . Comme au premier ordre, I'application

Théoreme :

Cas complexe. Soient a,bEC et A —=g2_4}p.
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o Si f_"m?é 0, I'équation caractéristique a deux racines distinctes "1 et . Les solutions sont
les fonctions = — f_’flerl‘m—i—f_’fgerﬁ.

e Si A=10,ilyauneracine double 7. Les solutions sont les fonctions
T — {Cla:—ng:l e’ 0%

Dans les deux cas, C'1,C72€C et SHQ est un plan vectoriel.

Démonstration :

Soient "1:"% les racines (éventuellement égales). Ona @ = —{’Fl—I-’Fg:l et b= 717y . Soit Y
deux fois dérivable, et posons # = y*’—fgy . Alors

l—riz=y!—(ri+ry)y’'+riroy=y'"+ay’'+by.

Ainsi ¥ estsolutionde (Hg) sietseulementsi 2/ =71z, cest-d-dire 7= ¢"1¥ d'aprés la

partie II. Il reste a résoudre  y/—rqyy = Ce"1%  En posant y=1wue 27, on obtient

wl = celT1=T)T Si rE vy alors = rlgrge(rl_r2j$+63 .Si T1=Tq, alors

u = C'z+4+Cq . On retrouve bien les deux formes annoncées.

Lorsque @ et § sontréels, on cherche en général les solutions réelles. Le cas A< demande alors
une forme adaptée.

Théoreme :

Cas réel. Soient a,bER et A —=g2_4}. Les solutions réelles de {Hg} sont :



e si A>0, deracines réelles rl% ro : £— Cre' 15 +Cqe™2* ;

esi A=0,deracinedouble 7o : £ — (Ciz+Cqle’ 07 ;

«si A<O,deracines atif avec B>0: z— e®7(Cyicos(f x)+Cysin(B ),

avec C1,Cq€R,

Démonstration :

Seul le cas A< est nouveau. Si ¥ est une solution réelle, c'est une solution complexe, donc
y=A E':a—i'éﬁjx—i—y ele—8)z comme ¥ estréelle, y=Re(y).or Re() E(ﬂ*‘fﬁﬁ)ﬂ
est de la forme e® *{pcosfS z+gsinf x), et de méme pour l'autre terme. Réciproquement,
e® TcogfS x et e® Tsinf x sont les parties réelle et imaginaire de la solution (a+z8)x .
Comme les coefficients sont réels, ce sont donc des solutions.

Pour y/"+3y’45y =0, I'équation caractéristique rZ42r+5 =0 a pourdiscriminant —16.
Ses racines sont —14 21 . Les solutions réelles sont donc = — E_J*"(Cl-::os 2z+Cqsin 2;1:) .

La figure ci-dessous compare les trois situations, avec les mémes conditions y(0)=1 et %/{0)=0.
Lorsque A = (0, la solution tend vers 0 sans osciller. En revanche, lorsque A<, elle oscille avec une
amplitude qui décroit.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

1.0 1 — A>0:y"+3y'+2y=0
0.8 - — A=0:y"+2y'+y=0
' —— A<O0:y"+0,5)+y=0
0.6 -
0.4 -
=
0.2 -
0.0
_0.2_
—0.4 A
0 1 2 3 4 5 6 7 8

2. Probleme de Cauchy au second ordre

Théoreme :

Soient @,b €K, f continuesur I, Zp€ I et {ym,ylj € K2 |l existe une unique solution de
{Eg) sur I telle que y(:ﬂg):yg et y*’{xg}:yl.

Démonstration :

On reprend la factorisation précédente, avec second membre. Posons & = y*’—rgy .Alors U est
solutionde {Ey) si et seulement si z’—rlz = f . De plus, la condition initiale devient

ZI:JSD:I =Y~ Tqly. Parle théoreme du premier ordre, # est unique. Ensuite, ¥ est I'unique
solution de y’—fgy = Z telle que y{%} =Y. Donc le probleme admet une unique solution.

En pratique, on écrit la solution générale, puis on résout un systeme linéaire de deux équations



d'inconnues €1 et €'y . Ce systéme a toujours une unique solution, conformément au théoréme.

V. Recherche d'une solution particuliere au second ordre

1. Second membre polynome-exponentielle

Au second ordre, la variation des constantes existe aussi, mais elle est lourde. Heureusement, pour les
seconds membres usuels, on connait a I'avance la forme d'une solution particuliére. Notons
P(r)=r24ar+b le polyndme caractéristique.

Soient m €C et & unpolyndme de degré 7..L'équation y//+ay’+by=Q(x)e™*

[

admet une solution de la forme = — a:kR(a:} e™T ol K estunpolyndme de degré 7 et:

e Jk—=0si M nestpasracinede P ;
e k=1 si m estracinesimplede P ;

e =17 si M estracinedoublede P .

Posons ¥ =z €™+  Un calcul direct donne

y”_|_ayf—|—by=(3”—|—PI(m) z’+P(m) E)€m$+
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On cherche donc 2 polyndme avec z”—|—P’{m}z*’+P{m}z =@ .Si P{m}?‘é 0, I'application

z— 2l + P (m)z!+P(m)z estinjective sur C,[X], car elle conserve le degré. Elle est donc
bijective, d'ot Z de degré 7..Si M estracine simple, I'équation devient ,2:-”—|-P’;(m}z*’ =Q
avec P’{m}% 0.Ontrouve alors z/ dedegré 7,puis z—=xH .Enfin,si ™M estracine
double, il reste  z// =}, et deux intégrations successives donnent 7 — 2R .

Considérons y//—3y/4+2y=e% .Ici Prj=(r-1)(r—2) et m =1 est racine simple. On
cherche donc = A ze¥ . Avec la formule précédente, z =X x doit vérifier P’{l} zl=1,
soit —X—=1.Ainsi yp(x} =—ze? convient.

2. Seconds membres trigonométriques

Lorsque les coefficients @ et & sont réels, un second membreen cos{w £} ouen sin(w ) se
traite en passant par les complexes. En effet, cos(w z) = Re(e'w T) et sin{w x)=Im({e™w T).

Méthode :

(3

Pour résoudre  y//+ay/+by = Qr)cos(w x) avec a,b réelset Q réel:

1. résoudre I'équation complexe z/4az!/+bz = Q{a:}em I avec la proposition précédente ;
2. prendre la partie réelle : Yp= RE{ZP} est solution, car les coefficients sont réels ;

3. pour un second membre en sin{w ), prendre la partie imaginaire.




Cherchons une solution de  y//4+y=cos z .Ici 1 estracinesimplede P(r)=r2+1, et
P’(;)=2z.0n obtient zp= %EW . Donc

yp(s?):Re(—%f(cos r+isin x)):%sin T

Ce phénomene s'appelle la résonance : la pulsation du second membre coincide avec celle des solutions
homogénes. Comme le montre la figure ci-dessous, la solution particuliére n'est alors plus bornée. A

l'inverse, pour !/ + = cos(2x), on trouve la solution bornée —%cos{ﬁ:ﬂ}.

159 enveloppe £x/2
—— y=4sinx (résonance)

-
-
-

Pour un second membre somme de plusieurs termes, comme eT+tcos £+x2 , on cherche une
solution particuliere pour chaque terme. Ensuite, on les ajoute grace au principe de superposition.
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VI. Lien avec les suites récurrentes linéaires

Les suites définies par U, o= uﬂ+1—|—,3 Uy se traitent exactement comme les équations
{Hg} . La dérivation est simplement remplacée par le décalage d'indice. Cette analogie n'est pas un
hasard : dans les deux cas, on cherche le noyau d'une application linéaire.

Théoreme :

Soient @, €C avec ,B?“: 0. L'ensemble des suites complexes vérifiant
U, g =0 U, 1+ tn estun plan vectoriel. Son équation caractéristique est r2=o v+ ;3.

« Sielle a deux racines distinctes 71,79 , alors Up=Arl{+url.

* Sielle a une racine double Tg, alors ty =(A+pu n}ra" :

Pour des suites réelles avec des racines o eE @ non réelles, on écrit

Uy = p(Acos(n8)+usin(nd)) .

Démonstration :

L'application 4 — {ug,ul) est linéaire et bijective sur I'ensemble des suites considérées, car
et U déterminent toute la suite. Cet ensemble est donc de dimension 2. Ensuite, la suite  {r™)
convient si et seulement si 7 (r%—a r—B) =0 pourtout 7.Si rl?é 7o, les suites (77') et

(T‘E’} ne sont pas proportionnelles, donc elles forment une base. En cas de racine double, on vérifie
de méme que (nr() estsolution, car Tg= /2.

Le tableau des correspondances est simple. Au second ordre, "% joue le réle de 7, et la condition
initiale  (y(0),1/ (O)) celuide (tg,u1). De plus, une solution tend vers 0 lorsque les racines ont une
partie réelle strictement négative dans le cas continu, et un module strictement inférieur a 1 dans le cas
discret.



, 1 o — 4 . 1 ,
Soit Uy 9= Uy, Qln AVEC Up = U= 1 . L'équation rﬁ—r-|-§ = a pour racines

l£:_ 1 _+am/4 L _a—nf2 I . I " —1
=75 .0n eclrlj_donc Uy =2 (Acos™y +pusiny) - La condition g
donne X =1, puis Uy = T‘u —1 donne =1 Finalement,

Upy = E_nm(cosﬁ—ﬂ —I—Sin%r) )

La figure ci-dessous montre ces termes. lls oscillent autour de 0 et restent entre les deux courbes
+3 g—ﬂﬁ , exactement comme une solution d'équation différentielle amortie.

1.5
N e enveloppe 15(1/5)”

1.0 - > ® termesu,

Enfin, la méthode d'Euler relie aussi les deux mondes. Pour 4/ =k, le schéma
Upt1— Up+hk ug produit une suite géométrique de raison 1-4hk . De méme, discrétiser
y/'4+y =0 conduit a une récurrence linéaire d'ordre deux.
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Ce qu'il faut retenir

e Les solutions de  y/+a(x)y = b(x) forment un sous-espace affine : solution particuliére plus
solutions homogenes.

e Les solutions homogeénes du premier ordre sont les fonctions (Fe—£4,0u A est une primitive de
@ sur un intervalle.

* La variation de la constante consiste a poser ¢ = C(x}.g_ﬂ':ﬂﬂ ,cequidonne (' —phed.

¢ Le probleme de Cauchy yl:it‘»“g:l = Yy a une unique solution sur tout l'intervalle ; deux courbes
intégrales ne se coupent pas.

* Au second ordre & coefficients constants, I'équation caractéristique r24gr+b=0 donne une
base de solutions selon le signe de A .

* Pour un second membre  Q(z)e™% , on cherche z*R(r)e™7, avec k égal a l'ordre de
multiplicité de 71 comme racine.

e Pour cos{w x) ou sin{w x), on passe par e%w x, puis on prend la partie réelle ou imaginaire.
¢ Le principe de superposition permet de traiter un second membre somme de plusieurs termes.

e Les suites = u +,3 Un serésolvent avec la méme équation caractéristigue, ™
n-+2 n-+1
remplacant "%,

Questions fréquentes sur équations différentielles

Pourquoi faut-il résoudre sur un intervalle ?

La preuve repose sur le fait qu'une fonction de dérivée nulle est constante, ce qui n'est vrai que sur un
intervalle. Sur une réunion d'intervalles, la constante peut changer d'un morceau a l'autre. De plus, il faut
diviser par le coefficient de %/, donc travailler Ia ou il ne s'annule pas.

Comment choisir la forme de la solution particuliere au second ordre ?

Pour un second membre  Cz)e™7 , on cherche zXER(r)e™7 avec R de méme degré que & .



L'exposant j vaut 0, 1 ou 2 selon que ¥ n'est pas racine, est racine simple ou est racine double de
I'équation caractéristique. Pour un cosinus ou un sinus, on passe par gtw T .

Deux courbes solutions peuvent-elles se croiser ?

Non, pour une équation normalisée a coefficients continus. Si deux solutions prennent la méme valeur en
un point, elles résolvent le méme probleme de Cauchy, donc elles sont égales par unicité. En revanche,
pour une équation comme :t:y*’—ﬁy =0, les courbes peuvent se croiser au point ou le coefficient
s'annule.

Quand utiliser la variation de la constante ?

Elle sert dés qu'aucune solution particuliere évidente n'apparait, en particulier quand le coefficient a@
n'est pas constant. On pose 4 = C(;p}e_ﬂ(ﬁz' et I'on obtient ¢/ — 3 24 . Il reste alors un calcul de
primitive.

Pour aller plus loinen L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur équations différentielles
e Les solutions : corrigé des exercices sur équations différentielles

e A maitriser avant : Intégrale de Riemann et calcul de primitives, Nombres complexes et
trigonométrie

¢ Chapitre précédent : Intégrale de Riemann et calcul de primitives

e Chapitre suivant : Formules de Taylor et développements limités

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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