Corrigés des exercices de maths en L1

Equations différentielles

Corrigé de I'exercice 1 : Equations homogénes du premier

ordre

Pour une équation y/+a(z)y =0 avec @ continue surunintervalle I, les solutions sont les
fonctions (e—4,ou A estuneprimitivede @ sur I.

1. Ici a{z)=3,donc A(zr)=3x. Les solutions sont les fonctions r — Ce—3z, CcR.

2. Ici a{r)=—-2x,donc A(r)=—z2 . Les solutions sont les fonctions r _, Ce?,
CeR.

3. Sur ]D,—i—@:::[, I ne s'annule pas. On normalise donc : y*’—l—%y — (. Une primitive de % est

Inx,dot g—Inz :}—r . Les solutions sont les fonctions . CeR.

E ’
4. Sur ]—
A(r)=—In(cos z). Par conséquent, —Al(z) _  Inlcos z) _ . .. Les solutions sont les
fonctions 1 — Crcosx, C £€[R. Vérification:
(Ccos :LT:II—|-1:ELI'1 - Ceosr=—-Csin z4Csein =0 .

E

!%[ , la fonction tan est continue et cos x>0 . Une primitive de tan est

Point de méthode : vérifiez toujours que le coefficient de %/ ne s'annule pas sur l'intervalle, puis
choisissez la primitive la plus simple.

Corrigé de I'exercice 2 : Seconds membres simples au premier
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1. L'équation homogéne %/+42% =0 a poursolutions ¢e—2z .Pour y=Ae¥, on obtient

y/4+2y=3AeT . Donc A= % convient. Par la structure affine, les solutions sont

T — GE_3¢F—|—%E$. CeR.

2. Les solutions homogeénes sont (e . Posons 1 = axd +bx+c . Alors

yl—y = —a$2+(2a—b)x+(b—c),

Par identification avec 2, onobtient —a =1, 2a—b=0et p—c=0.Ansi a=-1,
h=—92 et c=—2.Lessolutionssont r 3 CeT—r2_92+—92, CcR.

3. Les solutions homogenes sont C'e— % . Ici, e~ % est elle-méme solution homogene : chercher

A\ e—Z ne peut pas marcher. Pour y=Aze~%,ona y/=A(l—z)e™7, donc
y/+y=2XAe™% Ainsi X =1.Lessolutionssont = — (z+Cle~*, CcR.

Corrigé de I'exercice 3 : Un probleme de Cauchy au premier

ordre

1. Une constante y =k vérifie (F) sietseulementsi 2zk =2z pourtout T,soit k=1.
La fonction constante égale a 1 est solution.

2. L'équation homogéne /+2x1y =0 apoursolutions (Te—=2,car 12 estune primitive de
2z . D'aprés la structure affine, les solutions de (F) sont £ — 1+Ce—22, CER.

3. La condition f(0)=3 donne 14+C =3,donc C = 2. Le théoréme de Cauchy garantit
l'unicité. On obtient f(x)=1+42e—2,

4.0na f'(r)=—4xe—=? dusignede —x .Ainsi f estcroissante sur ]—co,0] et
décroissante sur  [0,4+co| , avec un maximum f(0)=3.Deplus, ¢—2? 3 gen “+co.
Donc f(r)— 1l en —+0o eten —co.



La figure ci-dessous représente f en rouge, parmi d'autres solutions. Toutes sont asymptotes a la droite
1y =1, qui est la solution constante.

(0, 3)

-=-- solution constante y =1

—1] = y=1+2e"

-3 -2 -1

o
—
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Corrigé de I'exercice 4 : Variation de la constante

1. Sur ]0,4co[, on normalise : y"—%y — e . Une primitive de _% est —ln x, donc les

solutions homogenes sont (Teln & = (74 . On pose ensuite Yy = CI::E:I x,avec (' dérivable.

Alors yf_% — G’{g;} . L'équation devient C’{:ﬂ} r=xeT , soit C’{:ﬂ} =T . Ainsi
C(zr)=e*+K . Les solutions sont = — re*+Kx, K €R . Vérification: pour
y=ze¥ ona zy/-y=z(l+r)ef—reT =z2eT

2. Les solutions homogénes sont C'e—% . Onpose y=C(z)e™T . Alors y/+y=C'(r)e™*.

X
L'équation donne €' (x) = 1_?_3;.: . On reconnait la forme "‘% avec wu —=1+4e%>0.Donc

C(zr)=In{14e*)4 K . Les solutions sont x — E_i(ln{l—i—ef‘?}—I—H’), KeR.

Point de méthode : apreés la substitution 1y = C{,q;}e_*q(ﬁj , les termes en  C'(x) doivent disparaitre.
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S'ils restent, c'est qu'une erreur s'est glissée dans le calcul.

Corrigé de I'exercice 5 : Structure affine et solution évidente

1. Soient ¥1 et ¥g deux solutions, et A = Y1 —%q . Par linéarité de la dérivation,

h +ah= (yj+ay,)—(y4+ay,)=b-b=0.

Donc /. est solution de I'équation homogene.

2. La fonction constante ¥ =1 vérifie 0O-4cos £ =rcos z :c'est une solution évidente.
L'équation homogéne 4/ +(cos x)y =0 a pour solutions (’e—sin =, car sin estune
primitive de oS . D'aprés la question 1, les solutions de (¥} sont x — 14+(Ce—sinz,

CeR.

3. Lafonction sin est 24 -périodique, donc e—sin I'est aussi. Par conséquent, toute
solution 1-|-{_?.=3—Sil't¢r est 24 -périodique.

4. En £=0,ona sin0=0,donc y(0)=14C =3 donne C =2. La solution cherchée
est 1 — 142e—sinT,

5. Soient fl et fg deux solutions telles que fllii?,jjl = fgl:i?,:,:l pour un certain <. Ce sont
deux solutions du méme probléme de Cauchy en <. Par le théoréme de Cauchy, elles sont
égales. Donc deux solutions distinctes ne se croisent jamais. En particulier, une solution qui
vaut 1 en un point coincide avec la solution constante : c'est la fonction constante égale a 1.
Cela confirme le champ de directions de I'énoncé, ol la droite % =1 sépare les courbes.

Corrigé de I'exercice 6 : Principe de superposition au premier

ordre

1. Pour y=Aze® ona y' =A(l4+z)e®, donc y/'—y=Xre® Ainsi X=1:
y1(z) = ze® convient.



. Pour Yy =acos £+ Ssin x , on obtient

y'—y=(f—a)cos z—(a+p)sin z.

Onveut f—a=1let a+B=0dou g8 :% et o= —%. Donc y,(z)= %(sin T—Cos )
convient.

. Par le principe de superposition, %1% est solutionde () . Les solutions homogénes sont
C'e® . La solution générale est © — CE$+$E$—|—%(51H r—cCos a:‘:l. CelR.

. En 0, on obtient f_’,*-|-[j-|-é{[j—1} =(0,donc = % . La solution est

T — %.ﬁ—I—a:e“"—I—%(sin L—CO8 L) »

Corrigé de I'exercice 7 : Variation de la constante avec une

racine carrée

. Comme 1-+4x2>0 pourtoutréel =, on peutdiviser sur R :

foxr .1 |
Y1322 YT 1122

Les coefficients sont continus sur [R. Une primitive de Hir? est A(r)= %ln{1+¢:3} , donc

Al _ 1 . R
5 = fitat Les solutions homogeénes sont = —

14+x2°

. Pour tout réel i, u’l—l—:::z}\r'ra:_:|$|3_ﬁ= —x .Donc x4/ 11x2>0,et 7 estbien définie.

Elle est dérivable par composition. De plus,

T
f(il»’): - 1477 — 1+t — 1
g c+V1+22 " V1422 (z+V1+22) " V1+22

1

Donc g/(z)= =
Onpose = Gla) La méthode donne Clla) _ _1 soit C'FI:J?:I: L D'apres la
| Al T4z 1+a2’ : ) I+22°
In(z+vi+a)+H
question 2, C'ix)=glz)+ K . Les solutions sont , R ER.
(z)=g(z) T — .
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4. 0na g{0)=In1=0,donc y({0)=K =1.La solution cherchée est

Jtz2
- 1tIn(z+Vi+a?) . Pour la limite, soit > 1. Alors 1+x£2< 2 x < 2, donc
V1to2 B -

0< g(x)<In(3z).Deplus, 1+£2> z .Ainsi
In(3z)+|K
jy (o) < RESHE]

Or 1“';:35":' — () Par croissances comparées. Donc toute solution tend vers 0 en co.

Corrigé de I'exercice 8 : Loi de refroidissement de Newton

1. Posons #=T-20.Alors g/ —q/— _jg, donc 8(t)=08(0)e—*t.Comme 8(0)=70,0n
obtient T'(t)=20+470e—kt,

2. La condition T'(10)=>55 donne 70e—10k =35, soit ¢—10k :% . Donc
k= % ~~ 0,069 par minute.

3. Onremarque que —kt — 9—£/10 . Ainsi  T'(30)=20470x 23 =204875 . Donc
T(30)=2875 °c.

4. Onrésout 20470e—kt =25, soit e—ki—= L Ainsi ¢—nld_10Inl1d Numériquement,

14- kT 2
Inl4n2 2,639 et In 272 0,693. Le thé atteint 25 °C au bout de % ~~ 38 minutes.

Point de méthode : le changement d'inconnue & =T —20 ramene I'équation a une équation
homogéne. On aurait aussi pu remarquer que la constante 20 est une solution particuliere.

Corrigé de I'exercice 9 : Recollement de solutions en un point
singulier

1. Sur ]0,4oo[, on normalise : y*’—%y —0.Uneprimitivede _2 est —2In z , donc les



solutions sont (Ce2ln £ = ' £2. Sur  ]—00,0[ , une primitive de _% est —2ln|z|, etl'on
trouve 1f_f;ﬁ,3111|~ﬂ?| (2 . Sur chacun des deux intervalles, les solutions sont les

fonctions s (T2,

2. Soit f une solution sur R. Sa restrictiona ]0,4co[ est solution sur cet intervalle, donc
flz)=C1x? pour x>0.De méme, f{£} Crnz? pour £<0.Enfin, f estdérivable,

donc continue en 0. Par conséquent, ':':':' 1m {_?1:1:3 0 ainsi f(0)=0.

3. Réciproquement, soit f définie par C1x? sur |0,+oo[, Cogx? sur ]—oo,0[ et f{0)=0
. Elle est dérivable sur R™ et vérifie I'équation sur R¥.En 0, le taux d'accroissement vaut
@ — Oy O Cax :iltend vers 0. Donc f est dérivable en 0 avec f’;([]} =0,et
0- f (0)—2f(0)=0 . L'application f — (C1,C3) estun isomorphisme. L'espace des
solutions sur [K est donc de dimension 2.

4. Toute solution vérifie f{0)=0. Donc, pour la condition (0) =0, tous les couples
{Cl,Cg} conviennent : il y a une infinité de solutions. En revanche, aucune solution ne
vérifie y{D} =1.1ln'y a pas de contradiction : le théoréme de Cauchy s'applique a une équation
normalisée y/—+a(x)y =b(x) avec a continue sur un intervalle. Or on ne peut pas diviser par
Z sur un intervalle contenant 0.

La figure ci-dessous montre trois solutions sur [ . Elles passent toutes par l'origine, ou elles se raccordent
avec une tangente horizontale. En particulier, plusieurs courbes intégrales se croisent en & .
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— C1=—0,5, C2=1
N—— C1=0,8,C=-1
3{ = C;=15,C=0

toutes passent par O

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Corrigé de I'exercice 10 : Solutions périodiques et unicité

1. Lafonction § est dérivable, et g/(z)= f'(z+T').Par périodicité de a et b,

g'(z)+a(z)g(z)=f"(z+T)+a(z+T)f(e+T)=b(z+T)=b(z).

Donc g estsolutionde (F).

2. Si f est T -périodique, alors évidemment f(T')= f(0) . Réciproquement, supposons
f(T)= f{0). Alors  g{0)= f{T)= f(0). Ainsi [ et g sont deux solutions du méme
probléme de Cauchy en 0. Par unicit¢, g = [, c'est-a-dire f(zx+T )= f(z) pourtout =.
Donc f est T -périodique si et seulementsi f(7')= f(0).

3. Les solutions homogenes sont Ce—% . Cherchons % = «cos £+ £sin & : on obtient
y4+y=(a+f)cos s+ (f-ajsinz . lifaut a+f=let B=oa, soit a=pf= % . Les
solutions sont donc fc(a:} = GE‘_E—F%{COS z+sin ) . Ensuite, f{?@' — C-|-% et
2my= Ce—4m —|—l .D'aprés la question 2, [~ est 24 -périodique si et seulement si
c 2 o

= (Ce—2m,soit ¢ =0.L'unique solution 2 -périodique est = — ]i{cos -+sin g;) .



4. Pour toute solution, y{x}—%{cos z+sin )= Ce™ 7 . Cette différence tend vers 0 en

oo toutes les solutions se rapprochent de la solution périodique.

Corrigé de I'exercice 11 : Equations homogénes du second

ordre

1. L'équation caractéristique r2—3r42=0 s'écrit (r—1){r—2)=0. Les solutions sont
r— C1ef4Crelz, C,Ch€R.

2. L'équation rifdr44— (r-|-2}2 = aune racine double —2 . Les solutions sont
z— (Crz+Cqple— 27,

3. Pour r2492r45=0,0na A=4-20=-16= (43'}2 . Lesracines sont —1+ 2z . Les
solutions réelles sont © — ¢~ %(Ccos 2x+Cqsin 21) .

4. Lesracinesde r24+9—=0 sont =+ 3;.Les solutions sont = — Cicos 3z+Cqsin 3r.

5. Dans [, lesracines —1-421 et —1—22 sont distinctes. Les solutions complexes sont
T — CIE(—1+QEJ$+GEE(—1—22]$ , C,CqheC .,

Corrigé de I'exercice 12 : Probleme de Cauchy au second ordre

1. L'équation caractéristique r2—r—6=(r—3)(r+2) donne y= Ae3T4 Be—27 . Les
conditions s'écrivent A+EB =1 et 34—-2B =8 . Enremplacant B =1—4 , on obtient
EA—2=8,donc 4A=2et B=—1.Lasolutionest i _ 9z3r_c—ir,

2. Onécrit y=Acos 3z+Bain3z,dou vy =-34sin3x+38Bcos 3z . En % ona
cos% =0 et sin% =1. Donc y(%) =B=72 et y’(%) =—3A4 =3 . La solution est

r— —cos 3r+2sin 3z .

3. Onécrit y=(C1z+Cq)e—2%. Alors y/ =(C1—2C15—2Cq)e—27 . Les conditions
donnent Cg=1et C1-2C3=0,donc C1=2.Lasolutionest x— (2z-+1)e—27 .
Pour £ 0,ona 2x+4+1> 1>0 et —2x~( .Elle est donc strictement positive sur

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 13 : Second membre polynomial

1. L'équation caractéristique 7r2-4r—2=(r—1)(r+2) donne les solutions homogénes
Cle$—|—{?ge—3$ .Comme 0 n'est pas racine, on cherche = azx24+br+c . On calcule

y!'+y!—2y=—2ar2+4+(2a—2b)x+(2a+b—2c).

Par identification avec 9x24—-3: —2a=2, 2a—2b=0 et 2a+4b—2c=-3.Ainsi
a=-1, b=-1,puis —3—2c=-3,donc ¢ =0.Les solutions sont
r— C1ef+Cne— 22 _gl_gx,

2.Ici r2—r=r(r—1), et 0 estracinesimple.Si ¥ estde degré au plus 1, alors
y/l—y! = —y! est constant : il ne peut pas valoir 2z . On cherche donc
y=z(az+b)=ax2+bx . Onobtient y/'—y/ =2a—2ax—b. Par identification,
—20=2 et 2a—b=0,dol g=-—1 et h=—2.Les solutions sont
r— C14+CoeT—x2-2zx.

Point de méthode : le degré de la solution particuliere augmente d'une unité chaque fois que [ est
racine du polyndme caractéristique.

Corrigé de I'exercice 14 : Second membre exponentiel : les
trois cas

Notons P(r)=r2—3r+2=(r—1)(r—2) pour les deux premiéres équations. Les solutions homogénes
sont C1e¥+Cpes,

1. Lenombre 3 n'est pasracinede P .Pour %=X e3%, on obtient
y!—3y/+2y =X P(3)e3¥ =21 e3% . Donc X = % . Les solutions sont



r— C1eT+Cnels —|—%€3$-

2. Lenombre 1 estracine simple. On cherche y =X xe® . Alors y/=Alz+1)e* et
y/ = A(z+2)e” . Par conséquent,

y!"—3y'+2y =X e®[(r4+2)=3(c+1)+2zx|=—X e~
Donc } =—1.Les solutions sont x — C1eT+4+Cneds—ge? .
3. 1ci r 4:r-|-4_{¢r 2} , et 2 estracine double. Posons 1 = z e4T . Alors

y =(2/+422)e2% et yl =(z/+42/+42)e?T Onendéduit y"—4dy/+dy=zllels .

L'équation équivaut donca z/ =1, soit z—= %+C1$+C2 . Les solutions sont

2
T — (%+C1$+Cg>eh .

Corrigé de I'exercice 15 : Second membre polynome-

exponentielle

1. Posons y=zeT . 0Ona y =(z/4z)e* et y/={(z/"42z'4z)eT . Donc
yll =2yl 41y = z/1e®  'équation équivaut a z// = £ 41 . En intégrant deux fois,

3 g2
g %34_%"‘ +C1x+Cy . Les solutions sont ¢ —; (% —|—% +C1$+Cg)€$ .

2. L'équation caractéristique r2-+r=r(r+1)=0 donne les solutions homogenes C'1+C e~ 7.
Posons y=ze~ % Alors y/ =(z/—z)e™% et y/=(21-22/42)e™% . Ainsi
yll+y! =(z//—z")e~7% . Oncherche donc =z telle que z//—3z/ = x.Lafonction = z/

vérifie ww/—ww = x . La solution polynomiale est 1w =—x—1 :eneffet, —1—{—z-1)==.
2 . . 2
Donc z — —%—;]: convient. Les solutions sont 1 — C1+CEE—$_(%+$)E—$ .

Corrigé de l'exercice 16 : Seconds membres trigonométriques

et résonance

1. L'équation caractéristique r242r+3 =0 a pourracines —1- 4 . Les solutions homogénes
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réelles sont e~ *(C1cos £+Cqsin x) . On résout ensuite /7 +2z/ +2z = gtT. Comme

SHm S A AR _  ein | 1 1-0d
p@_ 1_|_23-|-2_1—|—217é 0, la fonction Z=11m convient. Or 142: — &

. Donc

Re(z):% Re((l—?i)(cos r4isin ;t:)):cos ‘T"EQSi-“ z,

Comme les coefficients sont réels, R.e(z) est solution de I'équation réelle. Les solutions sont
z— e~ *(C1cos z+Cqsin a:jl—I—%{cos z+2sin z).

2. Les solutions homogenes sont C'1cos 25+Cysin 2. Onrésout  z/ 44z — etz . Or 9

est racine simple de  P(r)=r2+4,avec P’/(2:)=41.0ncherchedonc z= ) zeiz, et
1_ 2
4:~ 4
1

Im(—f(cos 2r+1isin 235’)):—%(308 2.

le cours donne X — . Ensuite,

Vérification : pour Yp= —%cos 2T ,ona yi,{ =sin 2r+xzcos 22 |, donc
YAy, = 5in 27 | Les solutions sont = — C1cos 25+Cgsin Zx—%cos 2z.

3. Dans la question 1, pour £ > 0,ona |e~%(Ccos z+Cysin z)| < |C1|+|Cqf et
%|u:os r+2sin z| g% . Toutes les solutions sont donc bornées sur [0,-+co[ . Dans la
question 2, prenons % = kT avec k e[ . Alors y{g:k} = Gl—% , qui tend vers —Co .
Aucune solution n'est bornée : c'est le phénomene de résonance.

Comme le montre la figure ci-dessous, la solution particuliere ¥ oscille entre les droites 1 = :I:@ .
Son amplitude grandit donc sans limite, alors que le second membre reste borné.



————— droites y = £x/4 =T
44 — ypx)= —%C0s(2x)

—— second membre sin(2x)

-
=

0.0 2.5 5.0 7.5 100 125 15,0 17.5 20.0
X

Corrigé de I'exercice 17 : Superposition et conditions initiales

1. L'équation caractéristique y2_1 =0 a pour racines -+ 1.Les solutions homogénes sont
z— C1e¥4+Cre™ 7,

2. Le nombre 1 est racine simple. On cherchedonc ¥ = A ze® .Ona v/ =A(z+2Z)e”, dou
y/l—y=2Xe® Ansi A=1 et ¥(¥)=ze” Ensuite, une constante k vérifie
—k=-2,donc Y3 =2 0Onobtient y{(T)=re et Y,(r)=2.

3. Par superposition, %1T%q estsolutionde (X . La solution générale est
z— C1e¥4+Croe ™ Ftre®+4+2

4. Ona y/(z)=C1e®—Cre T+4(x+1)e”. Les conditions donnent C1+Cy+2=0 et
C1—Cy+1=0 .Enadditionnant, 2C1=-3,donc 1= _% Puis Cp= _% La

solution est 1 — —%Eﬂ?—%e—ﬂ? +xe*42. Vérification :  y(0) = —%—%4-2 =0.

Point de méthode : les constantes se déterminent toujours sur la solution générale compléte, jamais sur
la seule partie homogene.
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Corrigé de I'exercice 18 : Démonstration de la structure au

second ordre

1. La fonction .z est dérivable et «Ef*':y”—ﬁ'“gy".Donc
!/ — g ! ! — ! !
l=riz=yl—roy/—ry'+riroy=y!—(ri+ro)y’'+rroy.
Ainsi Y est solution de (H') siet seulementsi 2z’ =1 z.

2. D'aprés le premier ordre, z/= T1% équivauta =" 1% . Il reste a résoudre
yf’—*rgy =Ce"1%  posons Y= e’ 2% : on obtient !l — Getrl_r?h . Si Tl?é To,

alors w4 = rlgrge(ﬂ"l_""z)m_pcg .Ennotant 'y = % , on obtient
y=C1e 17 4+Cqe2% .S T1=Tg alors w/=¢C ,donc u=Cz+Cy.On obtient
Y= (Gl:n—l—f_?g}er"ﬂli . Réciproquement, ces fonctions sont solutions, car toutes les étapes sont
des équivalences.

3. Si ?‘1% T , I'ensemble des solutions est Ve-::t{erlm,e??sr} . Ces deux fonctions ne sont pas
proportionnelles, car leur quotient E,':’-'"l_’-'"g:'ﬂ? n'est pas constant. Elles forment donc une famille
libre. Si 71 =719, I'ensemble est Vect{a:egﬂlir,erldr} , et le quotient & n'est pas constant.
Dans les deux cas, I'espace des solutions est de dimension 2.

4. Oncherche (C71,Cq) telque C1e"1¥04CqHe" 2" 0= et T1C1€T1$U+T‘ECQ€T2$D:J8
. Le déterminant de ce systeme vaut
r,.r rox
e 170 e 270 (rytro)zg
% Tl = (?" — 7T ) £ .
170 & p. e’ 270 2 1
re 2

Il est non nul, car Tlf’é T etune exponentielle ne s'annule pas. Le systéme a une unique
solution : le probleme de Cauchy admet une unique solution.

Corrigé de I'exercice 19 : Equation d'Euler par changement de

variable

1. Par dérivation d'une composée, z/(t)=ety/(et) et z//(t)=ety/(et)+eliyl/(et),



2. Posons x = et . D'aprés la question 1, zy/(x)==z/(t) et x2y/(x)=2/"(t)—2/(t) . Ainsi

iyl —2zy!+2y—xd=2/(t)=32/(t)+22(t)—ed".

Comme ¢ —s et estune bijectionde R sur ]0,4co[, I'égalité & 0 pour tout x>0 équivaut a
'égalité & 0 pour tout tE€R.Donc ¥ est solutionde (F) siet seulement si
232/ 19z —edt.

3. C'est I'équation de I'exercice 14, question 1. Ses solutions sont z(t:l = clet+ggeﬁt+l,€3t .
Onrevientad y(zr)=z(ln z) . Les solutions de (F') sont 1 — C1$+C2$2+% ,
C,Cqh R,

4. Pour y:%a,ona yf:?’T‘TE et y/"=3z . Alors
rd. 3$—2$-%ﬁ+2-$§ —3x3-3x34 13 =23 Lafonction 1 — ‘%3 est bien solution.

Corrigé de I'exercice 20 : Suites récurrentes linéaires d'ordre

deux

1. L'équation caractéristique r2=5r—§ s'écrit (r—2)(r—3)=0.Donc wu,=x2"4u3".
Les conditions donnent A+u =1 et 2A43u=4. Ainsi =2 et }=—1.0n obtient
Uy, =2-3"—2" . Vérification: up=5-4-6=14=18-4

2. L'équation r2—4r+4 =(r—2)2=0 auneracine double 2.Donc wy,=(A+u n)2".0na
vy = A=1 et Y= 2(A+@)=4,dot p=1.0nobtient v, = {n—I—l}Eﬂ .

3. L'équation rﬁ—r-|-1 =1 a pour racines %ﬁ = g:': v /3 , de module 1. Donc
Wy = }lcos%—ﬂ—i—#sin%—ﬂ .Ona wy=A=0, puis wy = #% —1.On obtient
Wy = % inng—ﬂ . Cette suite est & -périodique, car sin est 24 -périodique. Ses premiers

termessont 0,1,1,0, =1, —1 . La période est exactement 6.
4. L'équation y/'—5y/4+6y =0 a pour équation caractéristique r2—5r4+6=20,la méme que

la suite  (ty) . Ses solutions sont C'1e2%+Cqe3% . Les fonctions 7T jouent le réle des
suites ™.
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Corrigé de I'exercice 21 : Méthode d'Euler et suite géométrique

1. Les solutionsde y/=—vy sont Ce—%,et y(0)=1 impose C =1.La solution exacte est
r— e+,

n
2. 0na Up,q= (1-h)uy. La suite est géométrique de raison 1_% et o — (1_}_1) .

3. Comme .= 2,0na %E [0,1[ -Donc w, = exp(nln{l—%)) < exp(ﬂ-{—%}), par croissance

de I'exponentielle. Ainsi ., < e—1. La méthode sous-estime donc la valeur exacte, comme sur
la figure de I'énoncé.

4. On sait que ln{l—t} r~ —% quand £ — 0 .Donc ﬂln(l_%) —s —1 . Par continuité de

I'exponentielle, wu,, —* e—1 . Par exemple, pour n =10, Uqg = D,Qm ~ 0,349, alors que
e—1rs 0,368 .

Corrigé de I'exercice 22 : Discrétisation de l'oscillateur

harmonique

1. La relation s'écrit g = (ﬁ—hg}uk—uk_l . Son équation caractéristique est
rg—(ﬁ—hg}r—H =1 . Son discriminant vaut (ﬁ—hg}g—é = hg{hg—-i} , strictement négatif
car Q< h<?2 . Les deux racines sont donc complexes conjuguées. Leur produit vaut 1, donc leur

module commun vaut 1. On les écrit o=+ <6 avec &€ ]0,[ . Leur somme 2cosf vaut 9_j2
R

.Ainsi g = 1_§ .
2. D'aprés le cours, Uy = Acos(kf)+usin(kd). ona uy=A=1 puis
u; = cosf+pusind = 1_%2 — cosd . Comme sint?% 0, on obtient =10 .Donc
uy =cos(kd) pourtout k.

2
3.0na §= arccos(l—%) . Par continuité de arccosenl, #—arccosl=20.Ensuite,

2 2 2
1_5959:%,& 1_5059N% quand @ — (. Donc %—; 1.Comme & et h sont

positifs, %_> 1.



4. Pour n}%, ona h==>¢ 10, 2[ . De plus, nd,, = ;E.Ef‘, qui tend vers & d'aprés la question

3. Par continuité du cosinus, Uy =cos(nfy,)— cos = .

La figure ci-dessous compare les points l:fé?h ;uk:l pour h= 0,5 ala courbe du cosinus. Méme avec
ce pas assez grand, le schéma suit bien la solution exacte, avec un léger décalage de phase.

1.5
— solution exacte cosx ® points (kh;uk), h=0,5

1.0

0.5 A

0.0

—0.5 1

—1.0 -

Corrigé de I'exercice 23 : Equations fonctionnelles

1. Soit f continue vérifiant la relation. La fonction % — tf(t:l est continue. Par le théoreme
T
fondamental de I'analyse, —>f tf(t) dt estdeclasse (1,dedérivée zf(z).Donc f
0

est dérivable et f(r) = 2xf(x). Deplus, f{0)=1.Parle théoréme de Cauchy, f(zr)=e=?.
Réciproguement,
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X
X
142 [ tet? de=14|et?] =es?.
0

L'unique solution est s ox?.

2. Soit [ dérivable avec f'(r)= f(—x).Lafonction x— f(—z) estdérivable, donc f’
l'estaussi: f estdeux fois dérivable. De plus, f"(x)=—f'(—z)=—f(xz). Ainsi
f”—|-f —=0,dou f=Acos+Bsin. Réinjectons: ff{:r:} =—Asin r+Bcos r et
f{—x)= Acos z—Bsin = . L'égalité pour tout = impose B = 4, parexempleen £ =0
puisen T = % . Réciproquement, A(cos—ksin:l convient. Les solutions sont les fonctions
z— Alcosz+sinz), AcR.

Point de méthode : on dérive pour obtenir une équation différentielle, puis on vérifie la réciproque, car
dériver fait perdre de Il'information.

Corrigé de I'exercice 24 : Probleme : oscillateur amorti et

régime forcé

L'équation caractéristique de {H,ﬁ} est r249q r+1=0, dediscriminant réduit g2_1.

Partie A.

1. Pour O<a<l,lesracinessont —atzf.Donc y=e~2¥(Cicosf t+Cqsinft).0Ona
y(0)=C1=1.Ensuite, ¥/ {0)=—-aC1+5Cy=0,dou Co= % . On obtient

y, (t)=e"@ f(cos,ﬁ t—I—%sin,ﬁ t) ,

2. Comme 24 82=1 avec «,5>0, ilexiste @E]D,%[ tel que COSP =0 et sing=F.
Alors

sin(B t+yp)=asinf t+pfcosf tzﬁ(cosﬁ t—l—%sinﬁ 1’:).



Donc y (1)= %36*_“ tsin( B t+¢) . Ainsi Y, (£) =0 sietseulementsi B t+p=km,

Eaor—
soit fp— W,B ® Pourtout k > 1, 1p>0.1l'y a une infinité de zéros, espacés de %

Partie B.

1. Pour =1, laracine doubleest —1,et y={C1t+CqJe™t . Les conditions donnent
Co=1let C1—Cy=0.Donc yl(i:l =(14+t)e—t,

2. Pour a>1,posons s—+/x2_1>(0 .Llesracinessont T = —a 5, toutes deux strictement
négatives car s<or.On écrit 4 = A"+ 4 BeT_t, avec A+B=1et Ar +Br_=0
. On trouve

+ —
A — &255:}0} B — 525&<0+

Pour > 0,ona y ()= e"H(Aedst 4 B) car T —T_=25 Or e2st> 1 et
A>0,donc Aeist4B> A4 B=1.Ainsi yﬂ(t}:}ﬂ pourtout t> 0 :iln'ya
aucune oscillation.

3. Si O<a<l ,alors |yﬂ{t)|£%e‘ﬁ t 0.8 =1, (l4+t)e—t— O par croissances

comparées. Si a>>1, les deux exponentielles tendent vers 0 car <0 . Dans tous les cas,
ya{ﬁ) — U, Enrevanche, pour & =0, ontrouve ¥g=%<25 quine tend pas vers 0 : sans
amortissement, l'oscillation est permanente.

La figure ci-dessous montre les trois comportements. Le régime pseudo-périodique oscille, alors que les
deux autres restent positifs.
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1.0 1 —— a=0,2: pseudo-périodique
0.8 - —— a=1: critique
— q =2 :apériodique

0.6 1
0.4 1
=
= 0.21

Partie C.

1. Pour Yy = Acos t4usin £, on calcule

y!''+y'+y=pucos t—Asin ¢t.

Eneffet, y//4+y =0 ici.llfautdonc =1 et X =0.La fonction Yp= Sin est

solution.
2. Pour o= % ,ona ;3 = g . Les solutions sont E_tfz({jlcgggt—FCESingg—|-gin f.
La condition y(0)=0 donne C'1=0.Ensuite, y/(0)= %CQ—F]. —0,donc Cp= _% La
. o, 2 —tf2 . /3
solution est # — =11 t—ﬂe 81N t.

3. Pour toute solution, |1(t)—sin | < {|{j1|_|_|c2|}g_tf2 .Donc y(t)—sint— O : toutes les
solutions rejoignent le régime permanent.

La figure ci-dessous illustre ce résultat. La solution partie du repos rejoint la courbe sin £ apres environ
deux oscillations.



1.5 1

régime permanent sint
—— solution avec y(0) =0, y'(0)=0

10.0
t

12.5
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