Corrigés des exercices de maths spé

Eléments propres

Corrigé de l'exercice 1 : Eléments propres d'une matrice
d'ordre 2

1. Pour une matrice d'ordre 2, X 4 = X2 tr(A)X +det A ici, tr(d) = 7 et
det A =12-2=10.Donc ¥, = X?-7X +10 = (X - 2)(X - 5).

2. Les valeurs propres sont les racines de X 4, d'oti Sp{A) = {2, 5} . Ensuite,

A —5Iy = ([‘maf}f?] 2_%&&_1222, donc (A —575)X = 0 équivautd £ = ¥.De

méme, A —2Iy = ([xra,y?]g .
Eg(A) = Vect((1,1)) et En(d) = Vect({1, —2)) . On vérifie :
A':L _E}T - ':2! _4:'T - 2(1: _E}T'

% ,}) , donc le systéme équivauta ¥ = —2x . Ainsi,

3. Le déterminant [Ra,a,},r?]% g 1_2 = -3 estnonnul. Donc ((1,1), (1, —2)) est une base

de [RZ.On pouvait aussi invoquer le cours : deux vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes forment une famille libre. La figure ci-dessous montre que seules ces deux directions sont

conservées par A , contrairementa €7 .
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Corrigé de l'exercice 2 : Polynome caractéristique d'une

matrice d'ordre 3

1. Dans X 13 — A on ajoute a la premiére colonne les deux autres : elle devient
{X -2, X -3 X - E}T . On factorise par X — 2, puis on retranche la premiere ligne aux
deux autres. On obtient une matrice triangulaire, et x , = (X -2(X + 1}2 . Ensuite,
A + I3 atrois lignes égalesa ({1,1,1), donc E_1(A) estleplan = + 1y + 2z = 0, de
base ({1, —1,0), (1,0, =1)). Enfin, A(1,1, 1}T = (2,2, E}T , donc
Eq(A) = Vect((1,1,1)) : c'est une droite, car 2 est valeur propre simple.



2. Latroisiéme lignede X f3 — B est (0,0, X — 2) . En développant selon cette ligne :
X _
Xg = (X—2)‘ . X:z 1‘ = (X —2)((X =5)(X +1)+8) = (X —2)(X?2—-4X 4 3).
- +

Ainsi, Xg = (X —1D(X -2)(X -3) et Sp(B) = {1,2,3}.

Questions 3 a 4

4 -2 -1
3. Pour A =1": B—Igz(% 0 —111>,d'ou z=0e y =2z . Pour X =2 :les
équations 3z —2y —z = 0 et 4z — 3y — 2 = 0 donnent, par différence, £ = ¥, puis

z = x.Pour A = 3 :laderniérelignedonne z = 0, puis 2z — 2y = 0. Donc
E1(B) = Vect((1,2,0), E5(B) = Vect((1,1,1)), E3(B) = Vect((1,1,0).

4, D'une part, tr{A} =0=2—-1—-1et detd =2 =9x% {_1}3 . D'autre part,

tr(B) =6 =1+4+2+3et detB=2x(-5+8)=6=1x2x 3. Lesdeux
controles sont concluants.

Point de méthode : avant de développer un déterminant d'ordre 3, cherchez une ligne presque nulle
ou une combinaison de colonnes qui fait apparaitre un facteur commun.

Corrigé de I'exercice 3 : Spectre a partir de la trace et du

déterminant

1. La matrice A — I3 n'est pas inversible, donc son noyau n'est pas réduit a {0}. Il existe ainsi
X ?é 0 telque AX = X .Parconséquent, 1 estvaleur proprede A .

2. Sur C, X4 estscindé, deracines 1, An, Ag . D'aprés les relations entre coefficients et racines,
1+ dy+ 23 =1tr(d) =6 et 1-Agh3 =det A =6.Donc Ag+ Az =5 et
Aghg = 6. Ces nombres sont les racinesde X2 —5X +6 = (X — 2)(X —3) . Ainsi,
Sp(4) = {1,2,3}.

3. Onendéduit x, = (X —1)(X - 2)(X —3) = X3 -6X2? 411X — 6. Le coefficient de
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Xwvaut 11 =1-241-342-3.

4. Lamatrice M est triangulaire, de diagonale (1, 2, 3} . Elle vérifie donc les hypothéses. Ses

mineurs principaux d'ordre 2 valent ‘[l"-,ll'aj.?' é‘%élz ,}| = 2, ‘ [\ray 7] é‘%:%,} = 3 et

2&1 ‘ _
[\ray?] 0&3 ,}| = 6.Leur somme vaut bien 1] .

Corrigé de I'exercice 4 : Valeurs propres de l'inverse et d'un

polynéme en A

1. La matrice A estinversible si et seulementsi ker A = {0}, c'est-a-dire s'il n'existe aucun
X+ 0tlque AX =0-X .Donc A estinversible si et seulementsi 0¢ Sp(A).

2. Soit A € Sp(A), qui est non nul d'aprés la question 1, et X € E 3 (A) . En multipliant
AX = 3 X par 3—14—1,onobtient 4—1x — 3—1lx.Donc
Ey(A) C ElfA(A_ljl . En appliquant ce résultata 4 —1, dont I'inverse est A4 , on obtient
linclusion réciproque. Par conséquent, Sp(A~™1) = {1/AminA € Sp(A)} et
Bija(A™H = Ea(4).

3. Parrécurrence, Ak ¥ — 3K x pourtout k £ IN.En effet,
Aktly — A(}lk}(} — Mt1x . Parlinéarité, pour P = Z ck}{k ,ona
PAX = Z ck}kx = P(XN)X .si X+ 0, cecimontre que P(}) est valeur propre
de P(A).ponc {P(X)minX € Sp(A)} C Sp(P(4).

4.0na Xp = X2 41, sans racine réelle, donc SP[R{R:I = @ _Enrevanche, R? — —In,
donc Sp[R(RE} = {1} . L'inclusion i C {—1} est stricte.

5.5 AX = XX avec X?é O,alors 324% — 42% — AX = ) X .Donc
(A2 X)X = 0,puis 32 = x.Ainsi, Sp(4) C {0,1}.

Corrigé de I'exercice 5 : Calculs par blocs




, I, B+ B 1fq & 28 L
4 — ’ —
. Le produit par blocs donne M (Do Iq ) ( 0& LIy } . Ensuite, si

Iq & kB
MkE = (! 2 ) Calors MEFTL — Arkpr = (DIDE = }_;B). L'initialisation
i

0& LIy}
MO = F4 estvraie. D Mk = Iy & kB tout £ € N
= 4 est vrale. bonc = D & I]IE} pour tou = .

In& —B
. Posons M’ = (] 2 ) Le méme calcul donne MM = MM = T4 .Donc

0& LIy}
M esti ible et M—1 — (12 & —B
est inversiple e = |:| & IJIQ} R

. Onnote py’/ la matrice proposée et on calcule par blocs :

NN’ — (AA—l —AA o D! —|—CD_1) _(1p &0
0 DDDDL 0& I, }

B

Une matrice carrée qui possede un inverse a droite est inversible. Donc [V est inversible et
N—1=nN'.

. Lamatrice M est triangulaire supérieure, de diagonale (1, 1,1,1}. Donc X = (X - 1}4

. Ensuite, M — 14 = (["'.,Ira,j,r?] g g DB’}) .Pour X = li}: Z:l avec ¥ Z ¢ RZ,ona

(M —I4)X = (BZ,0).0or det B = —2+£0,donc BZ = 0 équivauta Z = 0.
Ainsi, E1(M) = Vect(e;, ey}, de dimension 2, alors que la multiplicité vaut 4.

Corrigé de I'exercice 6 : Déterminant triangulaire par blocs

. La matrice est triangulaire supérieure par blocs, avec M1 = ([l"-,ll'aj.?'?] é ‘iii ,}) et
2&1

My = ([\ra},r?] 1 &2 ,}) . D'aprés le théoréme du cours,
det M = det Midet My = (4—-6)(4—1).Donc det M = —6.

. Lamatrice X T4 — M est encore triangulaire par blocs. Donc Xy — X 41X, , avec
Xpr, = X2-5X —2et xpr, = X2-4X +3 = (X -)(X -3) . Le
discriminantde X2 — 5 &% — 9 vaut 25 4+ 8 = 33 . Ainsi,
Xpp = (X —D(X -3)(X2-5X —2) et Sp(M) = {1, 3!5—21,@!54?@} . On
contréle : lasommevaut 1 +3 45 =9 = tc(M).
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3. Le bloc nul en bas a gauche signifie que U(E‘l} et M(EE} appartiennent a Vectl:el, E*g:l . Le
plan Vect{el, Egjl est donc stable par u,et M{ estla matrice de I'endomorphisme
induit. En particulier, ~A4; divise Xpg .

Corrigé de I'exercice 7 : Projection sur un plan parallelement a

une droite

1. Le vecteur w vérifie 1—|—2—|—D:3?§D,donc w%F et F MG = {0}. Deplus,
dimF +dimG =2+1=3.Donc R3 = F @G-

2. Soit & = (&1, T, Tg) et 5= Ty +Ly+ Ty Oncherche £ telque x —tw € F,
clest-a-dire s —3t = 0.Donc t = s/3,et p(z) = & — Fw. En écrivant les images des
vecteurs de base, on obtient

95

Ainsi, p{j;:l = (;r;l — %: Ty — 3_:3).

3. Pour z = (3,0,0),ona s =3,donc p(3,0,0) = (3,0,0)-1(1,20) = (2, -2,0),
qui appartient biena F' . Ensuite, p{a:} € F', donc la composante de p{:l:} sur { estnulle
et p(plz)) = plr). Le calcul matriciel le confirme: p2 = p.

4. Pour £ € F', plx) =z ;pour = € G, plzr) = 0.Comme R3 = F & (3, on obtient

Sp(p) = {0,1}, Ei(p) = F et Ey(p) = G.Ensuite, 5 = 2p —id vaut id sur
F et —idsur @ .Donc Spls) = {-1,1}, Ei(s)= Fet FE_i(s) = G.

Corrigé de I'exercice 8 : Somme directe de trois droites et

projecteurs associés




. On calcule deta, b, ¢c) = =1-(1-0)—041-(1—-0) = 2. Cedéterminant

o
— =
— i

est non nul, donc (@, b, ¢) est une base de [R3. Or la concaténation des bases des F'; est une
base. Donc R3 = F'{ @ Fq @ F3.

. Oncherche £ =aa+Sb+yc,soit x+7 =2, at+f =2zyet

B4+ = Tg.Ensommant, o 4 B 4 4 = m Par différence, on obtient
o = 9 ﬁ - 2 7= 2

Ainsi, Pf@:‘ = aa, Pg'@:‘ =pBb et Pg'@:‘ =7c.

. Par construction, jﬂl{i?:l + Pg{dﬁ} + pgl:d:‘:l = ,donc Pyt Py TPy = id . Ensuite,
Pg'iﬂ?:' =pBb et pl{b} = %a = 0.Donc Py © Py = U, conformément au cours.

. Deux droites distinctes du plan se coupenten {0}, donc L}y M D, = {0} pour 2 ?é 7.
Cependant, €y + €n — (81 + Eg} = 0 est une décomposition de 0 avec des composantes
non nullesdans £}1, D'y et )3, La somme n'est donc pas directe ; on le voit aussi avec
les dimensions: 1 4+14+1=3>=2.

Corrigé de I'exercice 9 : Plan stable et endomorphisme induit

. Par lecture des colonnes de 4 , on trouve

u{fl} = u{'fl} B U‘I:EQ} = {_11 2, 1:' B {_1: 1, 2:' = {D: 1, _1:' = fg . De méme,

”(fg:' = U‘I:EQ} B U‘I:EB} = {_11 1, 2:' o {Da 0, 2:' = (_11 1, D:' = _f]_, et

u(eg) = (0,0,2) = 2e5.Leplan P estengendrépar [y et fo, quivérifient son
équation. Leurs images sont dans P .Donc F est stable, et Vect{egj aussi, car £3
est vecteur propre.

. D'apres la question précédente, Ma,t,:fI, fg){uP:l = ([Haa@r?] ? gf[j_l ) . Ensuite,

e P donc {fl, fg, 5*3:1 est une base de 3. Dans cette base, la matrice de u est
-1 0

(1 0 0 |, diagonale par blocs.

0o 0 2z

. Par le déterminant par blocs, 3, = (X2 + (X —2). Lefacteur X2 41 n'a pas de racine
réelle. Donc Spp(w) = {2}, avec Eq(u) = Vect(es) .
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4. Une droite stable contenue dans P serait dirigée par un vecteur propre de % p . Or
Xup = X2 + 1 n'a pas de racine réelle. Aucune droite de P n'est donc stable par .

Comme le montre la figure, i agitsur & comme un « quart de tour » dans la base l:fl, fgjl ,

et dilate la droite  Vect(es) .

plan P x+y+z=0

es, u(esl=2e;

u(f) = T

Corrigé de I'exercice 10 : Dérivation sur les polynomes

1.Si pl — ) P avec P?‘E 0et A ?é 0, alors deg Pl = deg PP, ce qui est impossible
puisque P’ est de degré strictement inférieur ou nul. Donc seule } = ( peut convenir, et
D({P) = 0 équivauta P constant. Par ailleurs, la matrice de 1 dans la base canonique est

triangulaire supérieure stricte. Donc Sp{D:l = {0}, ED{D} = IRD[X] et Xp = X+l



2.0na @(X¥) = X -kX*k1 = kX% Lamatricede ¥ estdonc diag(0,1,...n).Par
T
conséquent, X = H (X - k) et Sp(e) = {0,1,...1.,n} . Chaque valeur propre est
k=0
simple, donc chaque sous-espace propre est une droite : (i) = Vect( X*).
3. On calcule (X — 1}}“") = (X -1)- k(X - 1}’%_1 = k(X - 1)}“" . Ces polynémes sont non

nuls, donc ce sont des vecteurs propres pour les valeurs propres 0, 1,...,7m.0r
dim Iﬁn[}f] = n + 1, et un endomorphisme a au plus 7 -+ 1 valeurs propres. Ainsi,

Sp(h) = {0,1,...1,,n},avec Ei{)) = Vect((X — 1}k) :

Corrigé de I'exercice 11 : Familles de fonctions propres libres

1. Soit A £ R .L'équation f’ = A f estune equation differentielle linéaire d'ordre 1 . Ses
solutions sontles z —s (e o, qui sont bien de classe ®°.Donc Sp(D) = R et
B, (D) = Vect(z — e* 7).

2. Lesfonctions  — Eak % sont des vecteurs propres de I3} associés aux valeurs propres
@11+ - w %p, deux a deux distinctes. D'apres le théoréme de somme directe des sous-espaces
propres, la famille est libre.

3. Pour k €N, D2(cos(k -)) = —k2cos(k -), et cos(k -) n'est pas la fonction nulle. Ce
sont donc des vecteurs propres de 32 . Les valeurs propres 0, —1, —4 ... —p? sont deux &
deux distinctes. La famille I:COSI:JE‘? :':'I:I < k< pest donc libre.

e

4. Si acos + Bsin = 0, I'évaluationen 0 donne ¢ = O, puis 'évaluation en /2 donne
jﬁ = 0. La famille est donc libre. Cependant, le théoréme du cours ne s'applique pas, car la
valeur propre —1 est commune. Il fournit une condition suffisante de liberté, mais pas nécessaire :
E_1(D%2) estici un plan.

Corrigé de l'exercice 12 : Transposition dans les matrices

carrées

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1. Pour toute matrice A4, {MT}T = M ,donc T oT = id.Soit A une valeur propre et
M#£0 telque T(M) =AM . Aors M =T(T(M)) = A2M dot )2 =1.
Ainsi, Sp(T) C {-1,1}.

2. D'abord, T({M) = M équivauta M symétrique. Ensuite, T (M) = —M équivauta
M antisymétrique. Donc E1(T') = §,(R), de dimension n(n;lj

, et

E_1(T) = A,(R), de dimension ﬂ(ng_lj . Ces espaces sont non nuls pour #n = 2,
donc Sp(T) = {-1,1}.

3. La somme de deux sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est directe. De
M4+ MT M — M7

plus, toute matrice s'écrit  pgF — 5 + 5 . Donc
M, (R) = E(T) @ E_1(T). Dans une base adaptée, la matrice de  T' est
diag(f,, —I.) avec r — nlntl) o 5 — n(n—1) Par conséquent,

Xp = {X . 1}n(n+1)f2(}: + 1}n(n—l)f2 _

4. onlitsur X : tr(T)=r—s=mnet detT = (—-1)°.Donc tr(T) = n et
det T = (-1)*~1/2,

Corrigé de I'exercice 13 : Matrices de rang 1

1. Notons ¥ = {’ul, e *uﬂ:l—r. La 7-éme colonnede A est ’L"_?'U . Toutes les colonnes sont
colinéairesa U7, et l'une d'elles est non nulle car ¥ ?‘3 0.Donc rg A = 1.Ensuite,
VT estunscalaire,et A2 = U(VTUYWT = (VTIA . or

tr(UVT) = Z = VTU.Ainsi, A? = tr(d) A .

i

2. Comme U ?é 0, AX = U{VTX} = 0 équivauta I X — 0.Donc lker A est
I'nyperplan d'équation v{Z{ +...+ UpTy = U, de dimension 1, —1.D'aprés
linégalité dim Eg(A) < M , la multiplicité de 0 estau moins n —1.

3. Par conséquent, X n—l divise X 4, quiest unitaire de degré 7. Donc
Xa = X”_I{X — 14) pour un certain 4 € R . Le coefficient de xmn—1 vaut
—p = —tr(A). Ainsi, x, = xn—l(x —tr(4) .

4, Ona AU = UI:VTU:I = tr(A) U et U ?‘é 0.Donc [J estvecteur propre associé a
tr(A). Comme tr(A) estalors valeur propre simple, Etr(gj{ﬂ} = Vect(U) .



5.0na J, = UUT avec U = (.., 1}T,et tr(J,) = m. Donc
Xy, = X" HX —n), Eg(J,) estlhyperplan T +...+2p =0 et
B (J,) = Vect((1,...,1)).

Corrigé de l'exercice 14 : Endomorphisme M» M + tr(M) I n

1. La trace est linéaire, donc
ploM+N)=a M+ N + (ote(M) + tc(N )T, = ap(M) + @(IN'). Ensuite,
oIpy) =Ip+nl, =nm+DI,.

2. Si tr(M) = 0,alors @(M) = M.

3. Notons T = ker(tr), hyperplan de dimension 2 —1.D'apreés la question2, T C E1(¢p)
. D'aprés la question 1, I, &€ Eﬂ+1{rp} . Ces sous-espaces propres sont en somme directe, et
dim E1(p) + dim En41() = (n2 —1) + 1 = n?. Les inégalités sont donc des égalités.
Ainsi, Sp(yp) = {,n+1}, Eilp =T, Entilp) = Vect(l,) et
Xp = (X — 1}"”’2 - l(X — {n + 1)) . Il n'y a pas d'autre valeur propre, car la somme des
dimensions des sous-espaces propres ne peut dépasser g.2.

4. Onendéduit tr(p) = n?2—-14+n+1=n?2+n et detgp = n +1,nonnul, donc ¥

tr(M}j etnotons t = tr(M) .

est inversible. Pour trouver l'inverse, posons N — AJ — 1 1n
n

Alors tr(IN) = t—nr'ril = ﬂj_l,donc p(N) = M—nilfn—l—%_l_lfn = M.
. o)
Ainsi, @—I{M} = M — ﬂ-l—lI’-”«'

Corrigé de I'exercice 15 : Multiplicité et dimension d'un sous-

espace propre

1. La matrice est triangulaire supérieure, donc X 4 = (X — I}E{X —2) : 1 estvaleur propre
double et 2 est valeur propre simple.

0 a 1
2.0na A,—-TI3= ( 8 % % ) .Sioa ?é (0, les deux premiéres lignes sont indépendantes, donc
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lerangvaut 2.Si a = 0, les trois lignes valent (0, 0, 1}, donc le rang vaut 1 . Parle
théoreme du rang, dim F1(44) = 1si a# 0, et dim E1(Ag) = 2. On retrouve bien
1<dimE; £2=mg.

3. Onrésout (A, —2I3)X =0: —z4ay+z=0e —y+2z=20.Donc ¥ = % et
z = (@ +Dz. Ainsi, By(A,) = Vect(lw +1,1,1)) .

4.5 A] = P~ lAgP alors Aj — I3 = P71(Ay - I3)P, et ces matrices ont le méme
rang. Or rg({Ag—T3) =1let rg{d; —T3) = 2.Donc Ap et Aj ne sont pas
semblables, bien qu'elles aient le méme polyndme caractéristique.

Corrigé de I'exercice 16 : Commutant d'une matrice

1. La matrice nulle commute avec A .Deplus,si AM = MAd et AN = INA, alors
Al M + N)=a MA + NA = (o M + N)A .pDonc C{A) est un sous-espace

vectoriel.

2. Les 7 valeurs propres A; sont distinctes. Chaque sous-espace propre est de dimension au moins
1, et la somme des dimensions est au plus 7. Donc E,ht-l:’t&} = VECt':E‘E-:I. Or ¥ commute
avec u — A;id ,donc ker{u — A;1d) eststable par u. Ainsi, ’U{E‘E-:l € Vect{eﬁ-},et €,
est vecteur propre de .

3. Les valeurs propres de A sont 1,2, 3, distinctes, et la base canonique est formée de vecteurs
propres. D'apres la question 2, toute matrice qui commute avec A est diagonale.
Réciproguement, deux matrices diagonales commutent. Donc E{d} est I'espace des matrices
diagonales, de dimension 3.

. _ L&y _fx+z y+t
4. Soit M = ([Rra}r.]z&t ,}] .Oncalcule WM _( 5 . )et
r r+uy

MN:(z

241 . L'égalité impose z = [0 et ¥ = x.Donc

CV) = {([\fa}f?] Dﬁgi ,}) |z, v € [K} = Vect{Iy, N}, de dimension 2.

1



corriaé de I ice 17 : Matri

X 0 c
—Jl X
0 -1 X +a

Xo=X(X(X+a)+b)+c((-1)(-1)—0)= X +aX?+bX +c.

1. On développe det(X I3 —C) = selon la premiére ligne :

Le polynéme caractéristique de ¢ estdonc X3 4+ gX2 +hX +¢.

0 1 0
2.0na CT =0 O 1 ], donc CT(1, A, }lgj—r = (A, A —c—bX - a}lg}—r . Or

—c —=b ——a

23 = _aa2 gy —cocar Xo(W =0.ponc CcT(1, A 20T = A(1, 2,227 etce

vecteur est non nul.

3. Pourtout },lamatrice € — A I3 admet le mineur extrait des lignes 2, 3 et des colonnes
1,2, égal a ‘ ! _1}‘ = 1. Son rang est donc au moins 2 . Par le théoréme du rang,

0
dimker{C — X I'3) < 1. Chaque sous-espace propre de ' est donc une droite.

Question 4

4.0na (X -D(X -2(X -3)= X3-6X2 411X —6,donc a = —6, b =11et

0 0 6
¢ = —6.La matrice O = ( 1 —11) convient. Sa transposée a pour valeurs propres
01 6

1,2,3,avec By = Vect((1,1,1)), Fq = Vect((1,2,4)) et Ez = Vect((1,3,9),
qui sont des droites d'aprés la question 3 appliquée a ¢ T, de méme polyndme caractéristique.

Corrigé de I'exercice 18 : Suites récurrentes et vecteurs
propres

1. Avec X, = I:u,m ’r_.'.n:l—r ,ona Xpt1 = AX, avec A = ([H"Jaﬁf?] gggé:})' la
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matrice de I'exercice 1. Par récurrence, X, = A" Xj.

2. Daprés l'exercice 1, vy = (1,1) et vy = (1, —2) vérifient Avy = 5vq et
Avg = 2u5 . Oncherche Xog=av +8vy: a+f=1et a—28=4,6dou
B = -1 et & = 2.Ensuite, Aﬂ’ul = Sﬂ’ul et An’ug = Zn’ug. Donc
X, =2 5n*u1 — Eﬂ’ug, SOit Uy, = 2 - 5" 9" et Uy = 2 - 5" 4 9n+1, 0n controle :
up=8=4-F4¢ vy =14=2+12

n
3. 0na % = 21,.1 — (%) ﬂ?’et (2/5:,'” — 0.Donc X, / 5™, (2, 2} . Autrement dit, la

direction de X, tend vers la droite propre de la plus grande valeur propre. La figure le montre :
les points normalisés rejoignent (2, 2) le long de la direction V3.

Y limite 2vy = (2, 2)
n=0 R
4.0- PY -=—= droite propre Es : y =x
3.5
Ly
g% 3.0 1 )
n=
= o
2.5 potad
n=2 i
o ol
n=3/’
® o
2.0 b ¢
I’II

050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50
un/5"



r4 ]

endomorphismes

1. Pour P € R[X], ona PI:U:II:EE-:I = P(ﬂ')ﬁé Avec P = %{X — 2)(X — 3), on obtient
Pi(=1, Pi(@) =0et Pi(3) =0.Donc pile;) =€, pyleg) =0 et
Pl{fg) = 0 : Pq estleprojecteursur Ei = Vect{el} associé a la décomposition en

droites propres. De méme, Pn = —(u —id)(u —31d) et Py = %(u —id)(u — 2id) sont

les deux autres projecteurs.

2. Comme F' eststable par %, il est stable par tout polyndme en %, donc par chaque ¥; . Ainsi,
pour = € F, pﬁ-{:ﬂ} cFNE;, or = pl{,:t:} —I—:.r:sg{:t:‘:l + pg{:t?:l . Donc
B C Z {F M Ei::l , l'inclusion réciproque étant claire, et la somme est directe carles F; le
sont. Chaque F' M & vaut {0} ou &, puisque F, estune droite. Réciproquement, toute
somme de droites propres est stable. Les sous-espaces stables sont les sommes de parties
de {Fi, Eq FE3} :ilyena 23 = g.

Question 3

3. D'abord, D(R4[X]) C Rg—1[X] C Rg[X], donc chaque Rg[X ] est stable.
Réciproquement, soit F' ?é 10} stable et g le degré maximal des éléments de ' . Prenons
P ¢ F dedegré d.Alors P, P’, - P':d) appartiennenta &' et sont de degrés
d,d —1,... 0. Cette famille échelonnée est libre, et elle compte d + 1 éléments de
R4[X]. C'est donc une base de Ry4[X],dou Rg[X] C F.Enfin, F C Rg[X] par
définition de ¢ . Donc les sous-espaces stables par 1 sont [0} etles R [X].

Point de méthode : les projecteurs sur des sous-espaces propres s'écrivent comme polynémes en u
(polynomes d'interpolation de Lagrange) ; ils préservent donc tout sous-espace stable.

Corrigé de I'exercice 20 : Polynomes caractéristiques de AB et
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1. Par produit par blocs, en respectant I'ordre des facteurs :
Tn =A Ny (oIn AB O 3\ (In 0 Npr_ “in
0 zazip - rB zlp’) \—-B zxlp - 0 zxlp— BA :

En effet, dans le premier produit, le bloc en haut a droite vaut 4 — .4 = 0. Dans le second, le
bloc en bas a gauche vaut —xz 2 4+ £ B = 0 . Les deux produits sont triangulaires par
blocs.

2. Les deux matrices de gauche sont triangulaires par blocs, de déterminant P . Le déterminant
étant multiplicatif, on obtient zPdet M = zPdet(rl,, — AB) et
zPdet M = z"det(zfp — BA).Donc zPdet(rl, — AB) = z"det(zIp — BA)
pourtout x € [K .Les polyndmes XPXAB et XHXBA coincident en une infinité de points,
v . n
donc X Xapg = X X4

3. Si ™ = P, onsimplifie par X ™, ce qui est licite car K[X'] est intégre. Donc
XAB = XpB4.Lespectre, latrace et le déterminant se lisent sur le polyndme caractéristique
(racines, coefficient de X m—1 et coefficient constant). lls sont donc égaux pour A2 et
EBA.

Question 4

4. Oncalcule AB = ([Hra},r?]g gg ,}) et BA = ([Rra},r?] g g 1[] ,}) . Or la seule matrice

semblable & la matrice nulle est la matrice nulle, puisque pP—1lgpP — .Donc ARB et BA
ne sont pas semblables, bien que Xap = Xpay = X2,

Point de méthode : multiplier une matrice par blocs par une matrice triangulaire par blocs bien choisie
revient a faire un pivot de Gauss par blocs.



Corrigé de I'exercice 21 : Hyperplans stables et transposée

1. Comme £ ?é 0,ilexiste Lgtelque £(zy) =1 .Tout x € E s'écrit
= (z—2(@zy) + £(®)zy, avec = —£(x)ry € H Posons A = H(zy) . Puisque
" estnullesur H ,onobtient ¥(x) = £(z)¥(z,). Donc 1 = AL,

2.Si £ow = AE,alors,pour £ € H, £(u(zr)) = A€(x) = 0,donc ufz) € H.
Réciproquement, si H est stable, la forme lingaire 1 = £ o u estnulle sur E . D'aprés la
question1, 1 = A£ .Donc H est stable si et seulementsi £ o1 = 3£ pourun
certain ).

3.0na £(x) = LTz, donc £owufr) = LTAx .laconditon £owu = A2 s'écrit
LTA = MET ,soit 4Tf — )\ I partransposition. Comme L ?é 0, H eststable si
et seulementsi I, estvecteur proprede 4 I.

4.0na X,T =Xy = (X —2)(X24+1), dapres l'exercice 9. La seule valeur propre réelle de
AT estdonc 2.0nrésout (AT —2I3)L =0 : —3ij +2ip+1i3=10cet
—{1 — I3 4+ 2i3 = 0. La seconde équation donne {; = 23 — I3, puis la premiére devient
5lp —5l3 = 0.Donc L € Vect((1,1,1)). Le seul plan stable est le plan
4y + 2 = 0, Les droites stables sont dirigées par des vecteurs propres de 4 . Or
Eq(A) = Vect(e,). La seule droite stable est donc Vect(es) .

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme, matrice de permutation

circulaire

1. La z -emelignede (' n'a qu'un coefficient non nul, en colonne % 4+ 1 pour 2 < n eten

colonne 1 pour ¢ = m.Donc Cx = (Lq, Tq,..., Ly ,:t:l}—r : (' décale cycliquement
les coordonnées. En appliquant 71 fois ce décalage, on revient au vecteur de départ. Donc
ct=1,.

2. La j-eme coordonnée de Vg est ,(7—L)k .Pour z < m,la % -eme coordonnéede Cvg
vaut ek — k. @Dk Pour 7 = n ,ellevaut | — nk — k. m—DE, car
w™ = 1.Donc C’uk = mk’uk ,avec g % 0 puisque sa premiére coordonnée vaut 1 .

3. Lesnombres gk, 0 < k < n —1, sontdeux a deux distincts. Les Vg sont donc des
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vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes : la famille est libre. Elle compte %

vecteurs, donc {’U,j, Ceny ’Uﬂ_l:l est une base de (" . Ensuite, X/ est unitaire de degré
n—1
n etadmetles 7 racines distinctes gk . Donc ¥~ = H(X — wk), soit
k=0

X = X" -1, Enfin, chaque valeur propre est simple, donc chaque sous-espace propre
est une droite : F,1(C) = Vect(uv,).

Questions 4 a 5

4. D'apres l'exercice 4, Cuy = whuy entraine Q(C)u, = Q(w*)v, . Donc
M’Uk = Q{M};}ﬂk . Notons P la matrice de passage de la base canonique a la base {’Uk} :
Aors P—IMP = diag(@(D), @), .. ., @(wn—1)). Deux matrices semblables ont le méme

e
déterminant. Ainsi, det M = HQ{mk}
k=0

0 1 0
5. Pour mm = 3,ona C =0 0 1] et {32:(
1 00

a b
M = ( c o . D'une part, la regle de Sarrus donne
b ¢

i

0 1)
0 0 |.Donc
1 0

b
det M = a3 + b3 + ¢3 — 3abe.

D'autre part, avec & = a +bX + cX%et w= 7, la question 4 donne
det M = Q(DQ(1)Q(5%).0r 3% = 5, donc Q(52) = a +by% +¢cj.Par
conséquent, a3 + b% 4 3 — 3abe = @+b+c)a+by+ r:jg}{a + bjg +¢7).la

figure place les trois valeurs propres 1, 7, jg de ', sommets d'un triangle équilatéral.
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Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : éléments propres, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur éléments propres

Chapitre précédent : Anneaux, idéaux, Z/nZ et algébres

Chapitre suivant : Diagonalisation, trigonalisation et nilpotence

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr/elements-propres-polynome-caracteristique-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/elements-propres-polynome-caracteristique-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/elements-propres-polynome-caracteristique-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/anneaux-ideaux-congruences-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/diagonalisation-trigonalisation-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr

