Exercices de maths sup

Dimension finie

Exercice 1 : Base et dimension d'un sous-espace de R4

On considere F' = [(:E,y,z,t} ERY:zcty+z+t=0et}lx—vy+22 = D}.

1. Montrez que F' est un sous-espace vectoriel de R% .
2. Déterminez une base de F' et sa dimension.

3. Vérifiezque w = (3,1, —1, —3) appartientd F' et donnez ses coordonnées dans la base
trouvée.

Exercice 2 : Trois vecteurs de R3

Dans [R3,onpose Uj = (1,1, 0}, Uy = (1,0,1) et Ug = (0,1,1}.

1. Montrez que l:ul, U, ugj est une base de [R3 en ne vérifiant qu'une seule propriété.
2. Déterminez les coordonnées d'un vecteur quelconque {:J:, Y, z:l dans cette base.

3. Onremplace “3 par ’ué = (0,1, =1} . La famille {ul, Un, ué) est-elle encore une base ?
Quel est son rang ?
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Exercice 3 : Rang d'une famille de quatre vecteurs

Dans R%,onconsidere vy = (1,2,1,0), vy = (2,1,0,1), wg = (1, -1, -1, 1) et
vg = (3,3,1,1).

1. Exprimez Y3 et Y4 enfonctionde % et g,

2. Déduisez-en le rang de la famille {ﬂl, gy Vg “4:' et une base de
V = Vect(vy, vg, vg, ug) .

3. Déterminez deux équations linéaires qui caractérisent V" .

Exercice 4 : Compléter une famille libre de R4

Dans R4 , muni de sa base canonique (€1, €4, €5,€4), 0npose 1y = (1,2,1,0) et
uy = (0,0,1,1).

1. Montrez que (ull ug} est libre.

2. La famille {ul, Un, €3, 5‘4} est-elle une base de R4 ?

3. Montrez que {’ul, U, €7, E‘le estune basede R4 .

4. Quel théoréme du cours garantissait I'existence d'un tel complément ?

Exercice 5 : Egalité de deux sous-espaces par la dimension

Dans R3,onpose F = Vect((1,2 3),(2, 3, 4) et
G = [(;t:, Y, 2) € [\imatth?]}S T —2y 4z = D}.



1. Déterminez la dimension de [F' etcellede & .

2. Montrez que F' = {F sans résoudre de systeme.

Exercice 6 : Bases de polynomes a degrés échelonnés

1. Montrezque B = (1, X —1, (X —1)% (X —1)%) estunebasede R3[X].
2. Déterminez les coordonnées de X 2 danslabase 1B .

3. Plus généralement, justifiez que les coordonnées d'un polynéme P € R3[X ] dans B sont
P P“W(lj)
y —— .

(P(U] P, —>—%

4. Montrezque C = (1, X, X(X — 1), (X — 1){X — 2)) estunebasede R3[X], puis
décomposez X3 dans C.

Exercice 7 : Dimension d'un produit d'espaces

Onpose B = RZx Rg[X]et H = {({u,b),P) € E:P(0),a et P(1) = b}.

1. Donnez la dimension de & etune basede FE .
2. Montrez que H est un sous-espace vectoriel de F .

3. Déterminez une base de H et sa dimension.

Exercice 8 : Rang d'une famille a parametre

Soit m € R.Dans R3,onpose u = (L,1,m), v=(1,m1)et w=(m11).
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1. Ecrivez le systéme traduisant a u +bv 4+ cw = 0, etmontrezque (m —1)(b—¢c) = 0
et (m—-1@-0b=0.

2. Déterminez, selon la valeur de 1, le rang de la famille I:u, U, w} .

3. Pour quelles valeurs de "n la famille (u, v, w) est-elle une base de [R3 ?

Exercice 9 : Deux plans de R3

Dans [R3, on considére les plans 1 d'équation = + vy + 2z = 0 et Fq d'équation
x — 2y + z = 0, représentés ci-dessous.




1. Justifiez que P71 et Pqg sontde dimension 2 et qu'ils sont distincts.
2. Sans calcul, déterminez  dim{P] + Pq) puis dim{P; N Py).
3. Déterminez une base de 1 1M Fyq.

4. Dans R4, donnez un exemple de deux plans dont l'intersection est {{}. Pourquoi est-ce
impossible dans [R3 ?

Exercice 10 : Formule de Grassmann dans R4

Dans IR4 , 0N pose fl = {1! 1] D] D:l, fg = {D] 1] 1:| D:l' gl = (I:I] I:I:I 1:| 1:] et gg == {]—] I:I:I D] ]-:I
.Onnote F' = Vec:t(fl, fg:' et G= Ve‘:t@p 92:'-

1. Donnez dim F et dim .
2. Montrez que fl - fg + gl - Q’Q =0 , puis déterminez le rang de (fl, fg, 91! 92} .
3. Déduisez-en dim(F + G) et dim(F N G), puisune basede F N G.

4. Montrez que F'+ G est I'nyperplan d'équation = —y +z—%t =0,

Soit m > 2.0Onnote S,, A, et T, lessous-espacesde M, (R) formés respectivement des
matrices symétriques, antisymétriques et triangulaires supérieures.

1. Déterminez une base et la dimensionde &y ,de A, etde T .

2. Montrez que &y, MM .Aﬂ = {0} et déduisez-en, par un argument de dimension, que

M (R) =8, 3 A,.
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3. Déterminez S M T, puis montrezque Sy, + T ,, = M, (R) . Cette somme est-elle
directe ?

Exercice 12 : Un supplémentaire dans l'espace des polynomes de degré au plus 3

Dans B = R3[X],onpose F = {P € E:P(l) =0} et G = Vect(X2+1).

1. Montrezque F' estun sous-espace de B etque (X —1 X(X —1), XE(X —1J) enest
une base.

2. Montrezque £ = FF 3G .
3. Décomposez X 2 selon cette somme directe.

4. Ladroite Vect{X —1) est-elle un supplémentaire de F' ? Etla droite Vect(X) ?

Exercice 13 : Hyperplan et droite supplémentaires

Dans R3,onpose H = {(z, z):z+y+2z ==0}et a =(1,1,1).

1. Justifiez que A est un plan, puis montrez que R3 = H 4 Ra .

2. Décomposez un vecteur {:J:, U, 2::1 guelconque selon cette somme directe. Appliquez au vecteur
v = {2, 1, D}.

3. Parmiles vecteurs b = (1, —1,0) et ¢ = (1,0,0), lesquels engendrent une droite
supplémentaire de H ?

Exercice 14 : Polynomes interpolateurs de Lagrange




X0 —1)

X0+ 1)
- st Gl

Dans Ro[X],onpose f_; = 2

1. Calculez L;(7) pour %, 7 € {~1,0,1}.
2. Montrezque (L_1, Lp, L1) estunebasede Rg[X].

3. Montrez que, pour tout P € Rg[X],ona P = P(-1)L_1 + P(0) Lo + P{1) L1 .
Vérifiez-lepour P = X2 4+ X +1.

4. Déterminez I'unique polynéme P de degré auplus 2 telque P(—1) = 2, P(0) = —1 et
P(I) = 4.

Exercice 15 : Base adaptée a une somme directe dans les matrices carrées d'ordre 2

Dans M35(R}, on pose
— (M\aav?211 &0 — (\ravs10&1 — (v 0 &1
D=(naayr (%0 ) 5 = (e § 213, 7 = (naay O 7L ),
puis F'1 = Vect(Tq), Fg = Vect(D,5) et F3 = Vect(J).

1. Montrez que la famille (I, I, 5, J) est libre.

2. Déduisez-en que Mq(R) = F'1 & Fy @ F'g etque (Iy, D, 5, J) estune base adaptée &
cette décomposition.

1&2

3. Décomposez M = ([Hra}i’?] 0& 3!

}) selon cette somme directe.

4, Dans [RZ, on considére trois droites distinctes 111, L'y, Il9. Montrez que
D,ND,;= {0} pour 2 ?é 7, mais que la somme I} 4 Dy + D3 n'est pas directe.

Exercice 16 : Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Onnote § I'ensemble des suites réelles (y,) telles que Y, yq = U, 41+ 2%n pour tout
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e M.

1. Montrez que S est un sous-espace vectoriel de RN de dimension 2.
2. Montrez que les suites {Enj et {{—l}n) forment une base de § .
3. Déterminez le terme général de lasuite u € S telleque Uy = 0 et uy = 3.

4, Déterminez les suites de S qui sont bornées. Quelle est la dimension de ce sous-espace ?

On considére I'équation (E):y/ + y/ — 2y = 0, d'inconnue ¥ deux fois dérivable de R dans
[k, etonnote S I'ensemble de ses solutions.

1. Rappelez la dimension de 5 et montrez que I::F —+ etz = E‘_E*T:l est une basede 5 .
2. Déterminez la solution ¥ telle que u(0) = 3 et v/(0) = 0. Etudiez ses variations.
3. Montrez que les solutions nulles en (0 forment une droite vectorielle, dont vous donnerez une base.

4. Montrez que (e¥ + e—2% T — ¢—2T) estune autre base de  § .

Exercice 18 : Espaces qui ne sont pas de dimension finie

1. Montrezque R[X ] n'est pas de dimension finie.

2. Montrez qu'un espace qui contient, pour tout 1 € [N, une famille libre de 71 vecteurs n'est pas
de dimension finie.

3. Déduisez-en que l'espace EB{IR, IR) des fonctions continues n'est pas de dimension finie.

4. Montrez que I'espace RN des suites réelles n'est pas de dimension finie.



Exercice 19 : Intersection d'hyperplans

Soit E un espace de dimension 7 = 1 .0On appelle ici hyperplan de E tout sous-espace de
dimension n —1.

1. Soit A unsous-espacede K& et M unhyperplan. Montrez que
dim{AN H) > dimA -1.

2. Soit H1,...,Hp deshyperplansde F .Montrezque dim{Hi1N...NHp)>n—p.

3. Dans Rg4[X ], onpose Hg = {P:P(a) = 0} . Montrez que H 4 est un hyperplan, en
exhibant une base.

4, Déterminez une base et la dimension de H g M H'1 M Ay, Comparez avec la minoration de la
question 2.

Exercice 20 : Intersection de trois sous-espaces

Soit & unespace de dimension T.,et &, (&, H troissous-espacesde F .

1. Montrezque dim(F N G) > dim F 4+dim G —n.
2. Montrezque dim(F NG N K ) > dim F 4+dim G +dim K —2n .

3. Dans [k, trois sous-espaces sont de dimension 4 . Montrez que leur intersection contient un
plan.

4. Donnez un exemple dans [R2 de trois plans dont I'intersection est exactement une droite, puis un
exemple ol c'est un plan. L'inégalité de la question 2 est-elle optimale ?
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Soit B unespace de dimension 7,et F', (& deux sous-espaces de méme dimension .

1. Soit F/ et (3' deux sous-espacesde I, tous deux différents de F . Montrez que
uag! ?é £l . On pourra distinguer le cas ol I'un est inclus dans l'autre.

2. Onsuppose I < 7., Montrez qu'ilexiste = € F telque FN Rz = GN Rz = {0}, avec
£ non nul. Que valent dim{F @ Rx) et dim(G & Rx) ?

3. Montrez par récurrence descendante sur F que F' et (& admettent un supplémentaire
commun.

4. Dans [R2, déterminez un supplémentaire commun aux droites  R(1, 0} et R(0,1} .

Exercice 22 : PolynoOmes en cosinus

Soit g, & IN*. Dans I'espace des fonctions de R dans R,onnote cp:z — cos(kx) et
ppiT — cosk x  puis V = Vect{cq,..,cp) et W = Vect(py, ..., p,). La figure ci-
dessous représente €1, €5 et Pg,



—0.5 1

—1.0 1
0 n/2 n 3mn/2 2n

kip
1. Calculez fcos{k:v} cos(iz) dz pour k,l €N,

0
2. Déduisez-en que {CD, Ce Cn} est libre et donnez dim V.

k
3. Montrez par récurrence que, pour tout & = 1, Cx s'écrit E flj- Il'j- avec ap = ok—1
3=0

on utilisera cos({{k+1)x) + cos{(k—1)x) = 2 cos x cos(kzx).
4. Montrezque ¥ = W etque {PD, Ceny pn:l est une basede T .

5. Exprimez Pg et Pg3 danslabase (cg,Cyy€q,Cq) de Vect(cq, ..., cq).

Exercice 23 : Probleme, récurrence linéaire d'ordre 3

Onnote 5 I'ensemble des suites réelles (y) telles que, pourtout mn € N,

= Ju

— 2u,,.

un+3 n+1
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Partie A : dimension de S.

1. Montrez que S est un sous-espace vectoriel de RN .
2. onnote (0}, (1), _(2) lessuitesde S dont les trois premiers termes sont respectivement

(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1). Montrez que ces trois suites forment une base de S . Que vaut
dim § ?

Partie B : une base explicite.

1. Factorisez 3 —3r + 2.
2. Montrez que lessuites @ = (1), b = (n) et ¢ = ({—ﬁ}ﬂ} appartiennenta § .

3. Montrez que (g, b, c) estune basede § .

Partie C : applications.

1. Déterminez le terme général de lasuite w € S telleque Ug =0, 1y =0 et uy =3,
Vérifiez votre formule sur %3 et Ug .

2. Déterminez le sous-espace S} des suites bornées de § et sa dimension.

3. Déterminez les suites de 5§ qui convergent vers 0.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.



Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : dimension finie, cours de maths sup

A maitriser avant : Espaces vectoriels, familles libres et génératrices

Chapitre précédent : Espaces vectoriels, familles libres et génératrices

Chapitre suivant : Applications linéaires et théoreme du rang

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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